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Bevezetés

Viltozocesillagoknak azokat a csillagokat tekintjiik, melyek fényessége az 1d6 folyamdn vél-
tozik. Ez alapjan szinte minden csillag besorolhaté ebbe a kategdridba, hiszen minden csillag val-
toztatja fényességét, illetve dllapotat, ha hosszu tdvon vizsgéljuk azt. Emellett valtozhat a csillag
allapota rovid 1don beliil is, csak épp az érzékeld detektorunk nem megfeleld annak kimutatdsara.
Régebben a Napunk fényességét is dllandonak tekintették, ugyanis a foldi detektorok nem voltak
alkalmasak a valtozas kimutatdsara. De tudjuk a jelenlegi Girtdvcsovek méréseibdl, hogy csillagunk
is véltoztatja fényességét, még akkor is, ha ez a véltozds igen csekély (kb. 0,1%). Eppen ezért vil-
tozdcesillagoknak dltalaban az olyan csillagokat nevezziik, amelyek fényességvaltozdsa egy emberi
élethossz alatt kimutathatd. Mivel Napunk is véltozik, ezért a valtozdcsillagok vizsgélata, analizise

nagy mértékben hozzajarul sajat csillagunk megismeréséhez.

Egy véltozdcsillag fényességének, illetve adatainak (pozicidja, fényintenzitdsanak hullamhossz
szerinti eloszldsa, stb.) méréséhez tobb kiilonbozd eszkoz 4ll a rendelkezésiinkre. Ezekkel az
eszkozokkel a megfigyeléseket végezhetjilk a Foldrdl, illetve a vilaglirbdl is. Az {irtadvcsovek
érzékenysége meghaladja a foldi tdvesovekét, koszonhetben a 1égkor hidnydnak. Ilyen tdvesd
példaul a Kepler tirtdvesd is. A tobb szdz napos periddussal rendelkezd véltozocsillagok mérése

irtdvesdvel szinte kivitelezhetetlen, mert ezekhez tobb évnyi adatra van sziikség.

A foldi megfigyelések pontatlanabbak, de sokkal olcsébbak és jol hasznalhat6ak a hosszabb
periddusu fényvaltozasok mérésére is. Az amatdrcsillagaszok leggyakrabban hasznalt detektora a
csillagok fényességének méréséhez az emberi szem. A szem érzékenysége egyénenként mds €s

mads, de az egyéni hibdkat kiejti a mérések nagy szdma.

Manapsag mar 1éteznek olyan szervezetek (AAVSO, AFOEV, VSOLJ, VSNET), melyek 6sz-
szegy(jtik, és rendezik ezeket az adatokat, majd masok szamadra is elérhetové teszik az interneten.
Ilyen szervezett6l, az AAVSO (American Association of Variable Star Observers) honlapjardl

toltottem le én is a felhasznalt adataimat.

Viltozocsillagok vizsgélatdra tobb médszer is hasznalhatd, amelyeket a matematikai alapok
cimi fejezetben késébb részletesen is felsorolok. Ezen eljarasok koziil kett6t - Fourier-analizist €s
a wavelet-analizist - én is alkalmaztam szakdolgozatomban a Period04 és a WinWWZ programok

segitségével.



1. A valtozocsillagok észlelése

A véltozdcsillagok észleléséhez elsdsorban sziikségiink van egy tavesdre, illetve kiilonbozé de-
tektorokra. Ezek segitségével tudjuk mérni egy csillag fényességét, azaz fényintenzitasat, fényessé-
gének hulldimhossz szerinti eloszldsat, azaz spektrumaét, az éggdmbon valo pozicidjat, és magatol
értetédden az id6t is. Ez utdbbit a csillagdszok Julidn-ddtumban' mérik. Ezen adatok koziil szak-
dolgozatomban két adatra lesz sziikség: a fényesség és az id6. Fényességet tobbféle modszerrel
tudunk mérni. El6szor is sziikség van egy tavcsore, ami lehet a Foldon €s az {irben is. Utdbbiak
pontosabbak, de hosszu periddussal rendelkezd csillagok mérésére nem haszndljak, ugyanis ezen
véltozdcesillagok elemzéséhez hossza adatsorokra van sziikség, amely akér tobb év is lehet. Az
ilyen csillagok mérését leggyakrabban amat6rcsillagdszok végzik, sajat tdvesoveikkel. Miutdn a
csillag fényességét mas referenciacsillagok segitségével meghataroztak, bekiildik az adatokat bi-
zonyos szervezetekhez, amelyek szétvalogatjak, majd rendszerezik 6ket. Ezek az adatok ma mér

szinte mindenki szamara elérhetGek.

1.1. Az amator mérések hibai

Vajon mennyire pontosak ezek az amatSr mérések? Ugyanis a legtobb amatdrcsillagdsz fény-
detektora a sajat szeme. A vizudlis és fotoelektromos mérések pontossdganak 0sszehasonlitdsaval
kapcsolatban Kiss Ldszlo és tarsai végeztek vizsgalatokat. (Meteor 2002/2).

Az Osszehasonlitds egyik alapjat a Bécsi Egyetem 75 cm-es automata ikertdvcsdve jelentette.
Ezekkel készitettek 0,01-0,02 magnitid6 pontossagu fotoelektromos fotometriai méréseket az 0sz-
szehasonlitdsban szereplé RV Boo, U Del, TX Dra, g Her, X Her, Y UMa és V UMi csillagokrol.
Ezutan felhasznéltdk a vizudlis adatokat a francia AFOEV adatbazisabol. Rdaddsul masfajta 6ssze-
hasonlitast is elvégeztek, harom Mira véltozo V sziirdés CCD méréseit és vizudlis észleléseit is
Osszehasonlitottak.

A félszabalyos csillagokkal kapcsolatos f6 eredmény az volt, hogy a vizudlis adatsor teljesen jo
Osszhangban van a fotoelektromos mérésekkel. Az egyezés csak a 0,1 magnitidds tartomany alatt
sériil. Ehhez az egyezéshez azonban sziikség van napi egy vizudlis megfigyelésre, illetve arra is,
hogy ezek a mérések ne egy €szlel6tdl szarmazzanak, mert a megfigyelésekbdl szdrmazd hibak
csak igy dtlagolédnak ki. Tehdt az adatok fiiggetlensége is nagyon fontos feltétel. Ezek alapjan
elmondhatjuk, hogy a vizudlis megfigyelések megbizhaté becslést adnak egy félszabalyos csillag
atlagos ciklushosszdra, illetve amplitiddjara. Az egyezések a Mira tipusu véltozocsillagok CCD-s

és vizudlis mérések Osszehasonlitasdra is igazak.

'A csillagdszatban haszn4lt idéskala, mely a Kr. e. 4713. jan. 1. greenwichi id6 szerinti 12:00 6ratél eltelt napok
szdma. Jelenleg kb. 245600-ik napot frjuk.
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1. dbra. A fotoelektromos adatok (fekete pontok) és étlagolt, simitott vizudlis megfigyelések

(keresztek) Osszevetése négy csillagra. (Forrds:http://astro.u-szeged.hu/ismeret/vizufoto.html)

1.2. Adatbazisok

Miutén az el6z6 fejezetben megéllapitottuk, hogy sziikségiink van amatdresillagdszok fényesség

mérésére, amelyeket a késébbiekben szeretnénk is felhaszndlni, ezért ezeket valakinek 6ssze kell



gyljtenie, rendszereznie és a nagykdzonség szdmadra elérhetévé tennie. Ilyen szervezetet mara mar

tobb orszdgban is taldlhatunk. Példaul:
1. az amerikai AAVSO (American Association of Variable Star Observers)
2. afrancia AFOEV (Association Francaise pour Observations des Etoiles Variables)
3. amagyar MCSE-VCSSZ (Magyar Csillagédszati Egyesiilet Véltozdcsillag Szakcsoportja)
4. és a japan VSOLJ (Variable Star Observers League in Japan).

1.2.1. Az AAVSO

s 2

Az adatbazist, ahonnan én is letoltdttem a késdbb feldolgozandé adatokat, 1911-ben hoztdk
létre. A tobb mint 100 éve alakult nemzetkozi adatbazis rengeteg valtozdcsillagot tartalmaz. Ehhez
az adatmennyiséghez 6000 megfigyeld jarult hozza. Az adatok dtmennek egy szigord mindség-
ellendrzési vizsgélaton. Az eljards biztositja az adatok hibamentességét. Ez a legnagyobb és

legjobb mindségi digitdlis adatbazis a valtozdcsillagok megfigyelésére.

2. A valtozdcsillagok
A valtozdcesillagok 5 tipusét szokds megkiilonboztetni:

e Fedési valtozok
e Rotdlo véltozok
e Eruptiv véltozok
e Kataklizmikus valtozok

e Pulzalod valtozok

2.1. Fedési valtozok

Ezek a valtozdcsillagok igazabdl kettds vagy tobbes csillagok, melyek egymads koriil kerin-
genek. Fényességcsokkenés azért kovetkezik be, mert keringésiik sordn egy id6re részben vagy
teljesen eltakarjdk egymast. Fénygorbéjiik alapjan megkiilonboztetiink Algol, 5 Lyrae és W UMa
tipusu fedési véltozocsillagokat, mig fizikai tulajdonsdguk alapjan érintkez6 (contact), félig érint-
kez6 (semidetached) és elkiiloniild (detached) kettosoket. A W Ursae Maioris csillagok érintkezd

kettésok. Két alosztdlyba sorolhatdéak: A- és W-tipus. Az A-tipusu kettdsok mindkét csillaga

6



forrobb a Napndl, szinképosztdlyuk A vagy F. Ezek periddusideje 0,4-0,8 nap kozott valtozik.
A W-tipus komponensei hidegebbek, szinképosztilyuk G vagy K, periédusuk révidebb (0,22-0,4
nap).

2.2. Rotalé valtozok

Ezeknek a csillagoknak a latszélagos fényességiik 3 okbdl valtozhat. Ezek az okok alapjan
megkiilonboztetiink foltos €s elliptikus csillagokat, valamint pulzarokat. A foltos és elliptikus
csillagok fényvaltozdsanak oka hasonl6. A foltos csillagok felszinén kiilonb6z6 hdmérsékletd,
az elliptikus csillagok felszinén mdas-mds méretli részek lathatéak. Ezen csillagok azért valtoz-
tatjak fényességiiket, mert tengely koriili forgasuk sordn mas €s mas résziik fordul a Fold felé. A
harmadik tipusi rotdl6 véltozok esetén (pulzdrok) a csillag médgneses mezeje id6r6l-idére val-
tozik a Foldrdl nézve a csillag forgdsa miatt. A foltos- és elliptikus csillagok tengely koriili
forgasanak periddusa dllandd, de a foltok mérete, fényessége, alakja és szdma id6ben valtozhat,
ennek kovetkeztében a fénygorbéje is valtozik. Ellenben a pulzéarok felvillandsai id6ben ,,atomora-

pontossaggal” kovetik egymast, ha az egyéb valtozasoktdl eltekintiink.

2.3. Eruptiv valtozok

A véltozocsillagok e fajtajanal a csillag felszinén vagy 1égkorében torténd robbandsok, kitorések
kovetkeztében a csillag fényessége megnovekszik. Ez a fényességvaltozas igen szabdlytalan 1d6-
tartami és nagysagd. A fényességnovekedés mértéke néhany tized magnitidétdl néhany mag-
nitddoig terjed. Jellemz6 a nagy anyagkifivds. Ide tartoznak a T Tauri, FU Orionis, R CrB tipusu
valtozok.

Az R CrB tipusu eruptiv véaltozok hidrogénben szegény, szénben gazdag csillagok, amelyek az
1donkénti erds elhalvanyulds mellett kvaziperiodikus pulziciét is mutatnak. A periédus 30-100

nap kozotti, az amplitid6 nagyobb mint 1 magnitido.

2.4. Kataklizmikus valtozok

Ko6z06s tulajdonsaguk, hogy rovid id6 alatt drasztikus mértékben megnodvekszik a fényességiik,
majd lassan elhalvanyulnak. 4 csoportot szokds megkiilonboztetni: szupernévak, novak, tor-
pendvak, és ndvaszerl objektumok. A szuperndvék esetében az élete végéhez ért csillag a robbanas
sordn elpusztul. Itt a felrobband csillag lehet egy nagy tomegili szuperoérids, ami 6sszeroskad, vagy
egy fehér térpe, ami anyagot fog be a tarscsillag4tdl, majd a Chandrasekhar-hatart® elérve felrob-

ban. A névédk szoros kettds rendszerek, amelyek egyik komponense egy fehér torpe. A mdsik

2A fehér torpe csillagok maximdlis tomege, kb. 1,44 naptomeg.



komponens kitdltdtte Roche-térfogatat® és anyagot ad at a fehér torpének. A fehér torpe altal be-
fogott hidrogén siirlisége és hdmérséklete eléri azt a hatdrt, aminél beindul a fizi6 és ezaltal egy
robbands jon 1étre az akkrécids korongban vagy a fehér torpe felszinén. Ez a robbands valtja ki a
fényességnovekedést. A torpendvik esetén a kisérd tarscsillag egy voros torpe. A kataklizmikus

véltozdcesillagok némely tipusat standard gyertyaként haszndljak fel tdvolsagméréshez.

2.5. Pulzalé valtozok

A viltozdécsillagok csoportjanak legtobb alcsoportja a HRD? tigynevezett instabilitdsi sdvjaban
helyezkedik el (2. dbra) A pulzal6 véltozdcsillagok tobbségének periodikusan nd, illetve csokken
a feliilete és ezzel egyiitt a fényessége. Az instabilitdsi sdvban csokkend luminozitds szerint a

legfontosabb pulzdlo valtozdesillagok:

Klasszikus cefeiddk vagy o cefeidak

W Virginis és BL Herculis tipust csillagok vagy II. populécids cefeidak

RR Lyrae

0 Scuti

27 Ceti tipusu csillagok.

A HRD-diagramon még tovabbi pulzalé valtozdcsillagok is taldlhatok. Ezek pl. a 3 Cephei
tipusuak, valamint a nagy luminozitdsi RV Tauri csillagok, illetve a félszabalyos (SR) és a Mira

tipusu véltozok.

e Cefeida véltozok:
Radidlisan pulzél6 1. populécids, fényes szuperodrids csillagok. Periddusidejiik 1-135 nap
kozotti, az amplitud6é pedig néhany tized magnitid6tol néhany magnitudédig terjed (0,1 —
2™). A [ cefeiddk tobbszoros periodicitdst mutatnak. A W Virginis és a BL. Herculis ti-
pust csillagok vagy II. populaciés cefeiddk oregebbek, a HRD-n jol elkiilonithet6 helyen
taldlhatéak.

3A kettSs vagy tobbes rendszerekben a belsé Lagrange-ponthoz (L1) tartozé graviticiés ekvipotencialis feliiletek

altal hatdrolt térfogat, ami a két csillag kozott egy pontban érintkezik.
*A Hertzsprungrol és Russellrdl elnevezett diagram a csillagfejlédést szemlélteti, melynek vizszintes tengelyén

a csillagok effektiv hémérséklete vagy szinképosztilya, fiiggbleges tengelyén a csillagok abszolit fényessége vagy

luminozitdsa szerepel.
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2. dbra. A pulzdl6 valtozdcsillagok helye a HRD-n.
e RR Lyrae:
A szinképosztalyu, oreg, II. populacids orids csillagok. Periddusidejiik néhany tized naptdl
1 napig terjed (0,2-1 nap), ezalatt fényességiik néhany tized magnitidétol 2 magnitidéig
valtozik. Abszolut fényességiik nagyon hasonld, igy tavolsdg meghatarozdsara alkalmasak.
e ¢ Scuti:

A vagy F szinképosztalyu csillagok. Néhdny 6rds periddusiddvel véltozik a fényességiik,
mégpedig par szdzad vagy tized magnitidds amplitidéval. Kordbban torpe cefeiddknak is
hivtdk 6ket. Tulajdonsdgaikban az RR Lyrae csillagokra hasonlitanak. Periddusvaltoza-
sukban gyakran tobb felharmonikus figyelheté meg, amelyek kombinécidja egy kiilondsen

Osszetett fénygorbét eredményez.



e 77 Ceti tipusu csillagok:
Multiperiodikus, nem radidlisan pulzald, hidrogén-atmoszféraja fehér torpék, néhany perces
periddussal. Az amplitudé véltozdsuk néhany ezred magnitid6tol néhdny tized magnitidoig

terjed.

2.5.1. Hosszi periddusi és félszabalyos valtozok

Ennek a véltozdécsoportnak a tagjai voros oridscsillagok, periddusidejiik rendszerint egy év
koriili. Ez a periédusidé azonban nem allandd, ciklusrdl ciklusra valtozik, ,,16tyog”.
Mira tipusu véltozok:
Névado csillaga az eurdpai csillagdszok altal elsoként megfigyelt valtozocesillag, az omikron Ceti.
A Mira jelentése ,,csoddlatos”, ,,megdobbentd”. A Mira kett6scsillag, komponensei a voros orids
Mira A és a Mira B. Tavolsdga a Hipparkhosz mérése alapjan kb. 400 fényév. Periddusideje 333
nap.
A GCVS (General Catalogue of Variable Stars) szerint a mirdk vords Orids, vagy szuperorias csil-
lagok, amelyeknek pulzacios ideje rendkiviil hosszu (100 nap feletti) és fényességvaltozasa tobb
mint 2,5 magnitddé. A mirdk az alapfrekvencidn, valamint az els6é felhangon szoktak pulzélni.
Ennek sordn a csillag sugara akar %—ével is megvéltozhat, ennek kovetkeztében homérséklete
lecsokken. Amikor a csillag a legnagyobb sugart allapotban van pulzécidja sordn, akkor TiO
(titdnium-oxid) molekula, illetve por képzddik a kiils6 1égkorében, ami a csillag fényének jelentds
részét elnyeli a vizudlis tartomdnyban. Emiatt a csillag akkor a legfényesebb, amikor a legkisebb
méretl €s egyuttal legforrobb a felszine.
A félszabélyos (szemireguldris) véaltozdcsillagok pulzacidjanak periddusideje a mirdkéhoz hason-
l6an 16tydg, gyakran tobb moddusi pulzdciét mutat. A fényességvéltozdsuk amplitiddja is in-
gadozik, el6fordulhat, hogy fényességiik egy idére dlland6sul, majd djraindul a pulzicié. A fél-
szabdlyos valtozocsillagokon beliil négy kategoériat szokas megkiilonboztetni, ezek az SRa, SRb,
SRc, és SRd. Ezen kategoridk koziil az SRa tipusuak a legszabdlyosabbak, majd ez a szabalyossag
egyre csOkken az SRd tipus felé haladva.
Az SRa félszabdlyos valtozdcsillagok a mirdkhoz hasonldak, csak kisebb amplitidé és szabdalyta-
lanabb periodus jellemzi 6ket, melynek ideje 35-1200 nap. Az SRb csillagoknak nagyon er&sen
valtoz6 fénygorbéjiik van, gyakran mutatnak tobbszords periodicitast. Az SRc tipusu félszaba-
lyos valtozdcesillagok az M szinképosztalyd nagyon fényes szuperdridsok osztdlydba tartoznak.
Fényességvaltozasuk amplitidéja 1 magnitidé koriili, mig periédusidejiik 1 hénap és néhany ezer
nap kozott valtozik. Az SRd csillagok a sdrga oridsok és szuperoridsok osztalydba tartoznak.

Fényességvaltozasuk periddusanak hossza 30-1100 nap, amplitiddjui néhdny tized magnitidotol
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négy magnitiddig terjed.

3. Matematikai alapok

3.1. A legkisebb négyzetek modszere

Eleinte a hosszui periddust pulzélé valtozdcsillagok periddusat a legkisebb négyzetek mod-

szerével keresték.

3.1.1. Torténete

Az 1800-as évek elején Giuseppe Piazzi olasz csillagdsz felfedezte a Ceres torpebolygdt®. A
paly4jat tobb mint egy hénapig figyelte, majd a torpebolygét szem eldl tévesztette. Ezutan tobb
tudos is probalkozott, hogy becslést adjon a Ceres palydjara. Ezen szdmitasok koziil Carl Friedrich
Gaussé volt annyira pontos, hogy a szdmitasok alapjan az év vége felé Ujra ratalaljanak a Ceresre.
Gauss ezt az eljardsat, a legkisebb négyzetek moédszerét 1809-ben adta ki a Theoria Motus Cor-
porum Coelestium in sectionibus conicis solem ambientium ciml miivének masodik kotetében.
Ugyanezt a médszert 1806-ban Legendre is kozzétette Gausstdl fiiggetleniil. Tdle szarmazik a
méthode des moindres carré (legkisebb négyzetek moddszere) elnevezés. Gauss 1829-ben bebi-
zonyitotta, hogy a mddszer tdgabb értelemben optimdlis, azaz megadta a valdszinliségelméleti

megalapozdsat is (Gauss-Markov tétel).

3.1.2. Definicioja és alkalmazasa

A csillagok mérései sordn el6fordul, hogy 2 vagy tobb egymadstdl fiiggd fizikai mennyiséget
mériink meg (fényintenzitds, id6, pozicid, stb.). Tegyiik fel, hogy megmértiik az x és y meny-

nyiségeket, melyek kozott a kovetkezd kapcesolat van:

y=f(z,a0b,..), &)

ahol a,b,... ismeretlen paraméterek. Mivel a mérések sordn kapott x; és y; mennyiségek mérési hi-
baval terheltek, ezért nincs olyan a,b,... paraméter, melyek esetén a fiiggvény tokéletesen illeszked-
ne a mérési pontokra.

A paramétereket meg tudjuk hatdrozni a legkisebb négyzetek médszerével, ami azt mondja, hogy

az illesztés akkor a legjobb, ha az alabbi négyzetosszeg minimaélis:

STermészetesen akkor még a Ceres nem tartozott a torpebolygdk csaladjdba, ugyanis ezt a definiciét 2006 augusz-

tusaban Pragaban vezették be a Nemzetkozi Csillagaszati Uni6 éltal tartott XX VI. kozgytilésen. (Meteor 2006/10.)
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N

S(a,b,...) =Y (yi — f(x,a,0, 2))? = min., 2)

i=1
ahol N a mérések adatparjainak a szdma, x; és y; a mérések sordn kapott értékek. Tehat a paramétere-
ket agy kell meghatdroznunk, hogy a kapott értékek minimélisak legyenek.

Altalanos esetben a probléma igen bonyolult szélséérték problémahoz vezet. Tobb esetre 1éteznek
kidolgozott elméleti és numerikus modszerek. Nézziink egy példat ezen mddszerek koziil. Talan a
legfontosabb és legegyszer(ibb eset az egyenes illesztése.

Ebben az esetben az f fliggvény alakja a kovetkezd lesz:

y=a-x+b 3)
Behelyettesitve (3)-ast a (2)-es egyenletbe kapjuk, hogy
N
S(a,b) = (vi — (a-x; +b))* = min. “4)
i=1
Ennek a négyzetdsszegnek kell minimadlisnak lennie. Analizisbdl ismeretes, hogy széls6értéke

akkor van, ha S(a,b) 6sszeg a és b paraméterek szerinti parcidlis derivéltja nulla:

8Sé6;, b) _ il[Z (yi — (a-z; + b)) - (—x;)] =0, )
és .
asg(;b, b) _ ;[2 (i—(a -2 +0)-(=1)]=0 ©

Ebbdl a két egyenletbd]l mér kifejezhetd a és b értéke:

1 N —_—
. Nzizll’i'yi_xN'yN

1 N 2 2
N 2im1ZTi — TN

(7

b=yny—a Ty (®)

Az illesztés pontossdgat, mindségét jellemezhetjiik a korrelacids egyiitthatéval (R), vagy annak

négyzetével, melynek definicidja:

2
SVl — 7y — )]
Y (-T2 (v — n)?
ahol R értéke 0 és 1 kozé esik. Ha a fiiggvényliink tokéletesen illeszkedik a mért pontjainkra, akkor

R? = €))

értéke 1, és anndl kozelebb esik R (illetve R?) értéke egyhez, minél kisebb a pontok szdrésa.
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Fontos megkiilonboztetni az origén 4t nem mend egyenest az origén biztosan dtmendtdl, ekkor

ugyanis b=0, igy a (4)-es egyenlet a kovetkez6képpen médosul:

N
S(a) = > (y: — (az;)* = min. (10)
i=1
Majd derivalva:
05(a N
) S 2y~ (ar) () = 0 (a
a i=1
Az egyenletet dtrendezve, kapjuk a-ra, hogy:
N Y .
a = Zz:}\]} Z; y’L (12)
sl 72

Ezeknek a fliggvényeknek az illesztését ma mar szamitégépeken, adatfeldolgoz6 programok
segitségével oldjuk meg. De ebben az esetben is figyelni kell pl. az origén dtmend egyenes esetére.
A csillagaszatban mér nem igazan hasznéljdk ezt a modszert, mert a tobbszorods periodicitasnal €s

periddusvaltozasnal mér nagy hibédk 1épnek fel (1934, Sterne).

3.2. Sztringhossz médszer

Angolul ,.string length method” (Lafler és Kinman, 1965, Dworetsky, 1983). A moddszert
el6szor 1965-ben az RR Lyrae valtozdcsillagok periddusédnak keresésére hasznélta és dolgozta ki
Lafler és Kinman.

A prébaperiddusok keresése a fazis-diagram pontjai torottvonallal valo 6sszekotésén alapul. Ezek

hosszdnak minimalizdldsdval keresi a valddi periddust.

3.3. Autokorrelacio

Az autokorreldci6 olyan mddszert jelent, amely azt tanulmanyozza, hogy ugyanazok a valtozok
megfeleld intervallumok eltelte utdn mennyire hasonlitanak egymadsra. A k 1épéses autokorrelacié

az id6sor €s a k 1épéssel eltolt id6sor kozotti korrelacio, melynek elméleti értéke:

E(z — 1) 2ok — )]

Pr = 5 = (13)
VE [zt = ) B [z = 0]
ahol a tort nevezdje éppen a sokasagi szords (o) négyzetét adja, igy:
E _ _
o = [(z¢ — 1) (zesr — )] ’ (14)

g2

13



Az egyes p; tényezdk kozelitd értékeit az iddsor elemei alapjan szdmithatjuk ki:
T—1 = =
=1 (T = T) (T4 = T)
T —
Yic(m —T)?

ahol T az id6sor hossza, 7 az egyes mérési id6pontok tdvolsiga, és T az idésor varhat6 értékének

15)

r. =

becslése. Egy id8sor autokorrelacios fiiggvénye a 7 = 0, ..., n értékekhez tartozo r, autokorrela-
cids tényez6kbdol all.
Ezt a médszert ritkdn haszndljak a csillagdszatban, mivel 7 értéke dlland6 (ekvidisztans adatsor)

kell hogy legyen.

3.4. Maximum Entrépia Moédszer

Az entropia megjelenik az informacidelméletben, a statisztikus fizikdban, €s szamos alkal-
mazasra taldl a fizika egyéb teriiletein, a csillagdszatban €s az orvostudomdnyban. A maximum
entropia médszer (MEM) egy olyan valészintiségelméleti eljaras, amely alkalmazhat6 a véltozo-

csillagok fénygorbéjének elemzésében.

3.5. Fazisdiszperzié minimalizalasa

Angolul ,,Phase Dispersion Minimalization” (Stellingwerf, 1978), roviden PDM egy hasznos
mobdszer, mert nem veszi figyelembe az adatsorban altaldban el6fordulé droket, illetve a fényval-
tozds aszimmetridjat. A modszer akkor alkalmazhat6 j6l, ha a jelek nem szinuszosak, de peri-
odikusak.

Minden jelet eltolunk a [0, 1] intervallumba, igy kirajzoldédik a fazis. A fazisdiagramot kiszamoljuk
egy probaperiddussal. Ilyenkor az intervallumot kis szakaszokra osztjuk. Legyen az intervallum
M, melyben m cella van. Ekkor az 6sszes celldba es6 pontok szdrdsa:

o2 — Yot (M — )
n—1

) (16)

ahol n a mérési pontok szama, és m az egyes my, fényességértékek atlaga. Gyokot vonva kapjuk

az empirikus szorast:

n — )2
n—1
Legyen
M
S = Z Om (18)
m=1

Ezt az S-et kell kiszdmolni és abrdzolni a prébaperiddus fiiggvényében. Az abrazolt fiiggvény
globdlis minimuma lesz a helyes periddus. A médszer tetszdleges alaku fénygorbére alkalmazhato,

azonban ha t6bbszords periodicitds van jelen, akkor nehézkessé valhat a modszer alkalmazasa.
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3.6. O-C diagram

A valtozdcsillagok periddusidejének, illetve a periddusidd valtozasanak meghatarozdsara szol-
gal6 diagram.
Legyen T, egy valtozdcsillag fényességének szélsd helyzetben (minimum vagy maximum) meg-
figyelt id6pontja, T, pedig egy feltételezett periddussal elére kiszamolt id6pont. Ekkor definicié
szerint:
o-Cc=T,-1T, (19)

Ezutdn az O-C értékeket dbrazoljuk a ciklusszam fiiggvényében. Ez lesz az O-C diagram. Ha
a mért periddus ért€ke megegyezik a szamolt periddus értékkel, akkor a pontok nulla kdzelében
helyezkednek el, mig rosszul meghatarozott esetben egy bizonyos meredekségii egyenes mentén
vannak. Ha az egyenes meredeksége nagyobb, mint 0 (m>0), akkor a periédus hosszabb a szamolt-
ndl, ha az egyenes meredeksége kisebb, mint O (m<0), akkor a periédus rovidebb a szdmoltnal. Ha
az eltérés, azaz a ponthalmaz egy magasabb foku fiiggvénnyel irhat6 le, akkor a periédusvaltozas

folyamatos, aminek mar fizikai okai vannak.

2.0

1.5

0.0 -

4.5 T T T T T T T T T T T T T
1965 1970 1973 1980 1985 19490 19495 2000
Year

3. dbra. O-C diagram.

3.7. Fourier-analizis

3.7.1. Torténete

Mair a XVII. szdzadban is dontd szerepet jdtszottak bizonyos fizikai problémdék az analizis

tovabbi fejlodésében. A XVIII. szdzadban és a XIX. szdzad elején a fizika tobb olyan problémét
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is felvetett, amelyek eldsegitették j matematikai elméletek megalkotdsat. Tobbek kozott ilyen
probléma mutatkozott a jelanalizisben is. A jelek mind az id6-, mind a frekvenciatartomédnyban
leirhatok egy sor jellegzetes paraméterrel. Ezen a paraméterek kozott szigori matematikai 0ssze-
fliggések vannak. Jean Baptiste Joseph de Fourier francia matematikus mar 1822-ben rajott erre
a tényre. Rdadasul bebizonyitotta, hogy minden periodikus fiiggvény felbonthaté kiilonb6z6 am-
plitido és fazissilyozast, harmonikus rezgések osszegére. Az iddfiiggvény menete €s a Fourier
szerinti sorfejtés tagjainak sdlytényez6i kozott szoros kapcsolat van. Ezeket a tagokat Fourier
tiszteletére Fourier-egyiitthatoknak nevezziik. Késdbb az elméletet nem periodikus folyamatokra,
valamint a diszkrét idej €s diszkrét értékd fiiggvényekre is kiterjesztették. Azt a matematikai
eljarast, amely a fiiggvény egyik leirdsi tartomdnybdl egy mdsik leirdsi tartomédnyba vald 4ta-
lakitasat teszi lehetdvé transzformacionak nevezziik. A Fourier-transzformaci6 fiiggvények id6tar-

tomanybdl frekvenciatartomanyba és visszaalakitdsat teszi lehetové. Ez az eljaras a jelfeldolgozas

egyik legfontosabb eszkdzévé vilt.

3.7.2. A valos Fourier-sor

Periodikus fiiggvényrdl beszéliink, ha megadhat6 olyan T mennyiség, melyre f(t + 1) = f(t)
minden t esetén teljesiil. A T mennyiséget periddusidének nevezziik, mert T idé mulva a t fiiggetlen
valtozotdl fiiggd f(t) fiiggvényérték megismétlddik. A Fourier dltal megfogalmazott tétel szerint

f(t) a kovetkez6 alakba irhato:

f(t) = i ay, - cos(wgt) + i by - sin(wyt), (20)

k=0 k=1

Természetesen wy-ra érvényes a kovetkez6 Osszefiiggés:

2
W = kwo = 2k = 2 fok, Q1)
T
ahol az f, = T% mennyiséget az f(t) periodikus fiiggvény alapfrekvencidjanak, mig az wy = QT—Z

mennyiséget az alapkorfrekvencidanak nevezziik. A (20)-as egyenlet dltal megfogalmazott tétel azt
jelenti, hogy egy periodikus fiiggvény az f, alapfrekvencidji és ¢, egész szamu tobbszoroseinek
megfeleld frekvencidji, harmonikus rezgésekre bonthatd, azaz sorbafejthetd. Ebben a sorfejtésben
a rezgések amplitidoit és fazisait az ay és a by, Fourier-egyiitthatok adjdk. Ezek az egyiitthatok
meghatdrozhatdk a kovetkezd integralok segitségével:

Ty

2 %

o= 7 /T F(t)cos(kuwot)dt (22)
2 3

b= o /T F(#)sin(keot)dt 23)
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A k=0 esetén az a, Fourier-egyiitthat6:

1 (3
a0 =7 [y S0 4

//////

A (20)-as egyenletet a kovetkez&képpen is fel lehet {rni:

@) = Ao+ > Ay - cos(kwot + pr), (25)
k=1
ahol Ay = ag és )
Ap=—h 2k (26)
COSgOk SZ?’LQOk
valamint
Ay =\/ai + b7 (27)
és b
o1, = arctg(—). (28)
ay

Ha a (25)-0s egyenletbe visszahelyettesitjik a cos(z 4+ y) = cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y)
addicids tételt, gy hogy az egyenletbe © = kwyt és y = ), frunk, akkor visszakapjuk a (20)-as
egyenletet.

A periodikus id6fiiggvény Ay és ¢y értékekkel leirt spektrumat az wy, = kwy helyeken vonalakkal
abrazoljuk, ezeknek a vonalaknak a nagysdgat az Ay és a p, szamértékei hatdrozzak meg. Az ilyen
fajta spektrumot vonalas spektrumnak nevezziik.

Tehat az eddigiek alapjan alaptételként rogzithetjiik a kovetkezdket:

1. Periodikus fiiggvénynek diszkrét frekvenciaspektruma van, amelyet a Fourier-sorba fejtés-

ben megadott egyiitthatok irnak le.

2. Paros fiiggvényeknél a b, egyiitthatdk, paratlan fliggvényeknél az a; egyiitthatok nulldk. (A
(22)-es és a (23)-as egyenletekbdl kovetkezik.)

3. Azonos frekvencidk esetén az ay, és a by, egyiitthatokat egy A amplitidoval és egy ;. fazissal
lehet 6sszefogni, ezért minden periodikus fiiggvény diszkrét amplitido- és fazisspektrummal

jellemezhetd.

4. Normalis esetben az amplitidéspektrum onmagdban nem mond semmit az id6fiiggvény
menetérol, ezért egyes Aj. tényezdk oy, helyzetének megvaltoztatasaval mas és mas idofiigg-

vényeket kapunk.
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Komplex Amplitudd

[ o 2 A 4

=¥

Karfrekvencia

4. abra. A C;, komplex egyiitthat6 spektralis 4brdzoldsa.

3.7.3. A komplex Fourier-sor

A Fourier-sor valds alakjanak sok gyakorlati alkalmazdsa van, de a jelanalizaciés problémak
korében ez kényelmetlenné vélik. Ezért irjuk 4t a (20)-as egyenletet komplex alakba. Ehhez az
atirashoz az Euler-formuldkra van sziikség:

gikwot 4 o—ikwot

cos (kwot) = 5 (29)

e’ik‘wot _ e—ik’wot

2
Hasznaljuk ki (29)-es és a (30)-as Osszefiiggéseket, €s alakitsuk at a (20)-as egyenletet, ami a

i - sin(kwot) = (30)

kovetkez6 alaka lesz:

o] eikwot + e—ikwot . eikwot _ e—ikwot
f(t) =ag + Z [ak 9 — Zbk 5 (31)
k=1
o |0k = 0k g | O+ 00k
Ft) = g+ 3 | ettt LT Dk gk (32)
k=1

Az 0sszegzés kiilon is elvégezhetd, de a mdsodik tagndl valtoztassuk meg az 0sszegzd indexet
k-r6l —k-ra, ekkor:

eikzwot + XO:O a—g — ib*k eikwot (33)
k=—1 2

— 1by,

f(t)=a0+§:a’“ 5
k=1
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Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
Ha k > 0, akkor ¢, = % ésha k < 0, akkor ¢, = % Az 4j jeloléssel a (33)-as egyenlet

a kovetkez6 alaku lesz:
) =ao+ Y cpe™0 + 37 ettt (34)
k=1 k=—1

Igy f(t) Fourier-sorat mar egy 3" jel ald lehet frni:

fit)y=> ™, (35)
k=—o00
ahol
1 To )
o= — / F(t)e kot (36)
TO 0

Az ay és a by val6s Fourier-egyiitthatdk, valamint a ¢, komplex egyiitthaté kozott a kovetkezd

Osszefliggés all fenn:
Q. — Zbk
2 9

Ck = (37)

ahol k = —o0, ..., 00.

3.7.4. Nem periodikus jelek Fourier-analizise

Az eddig targyalt Fourier-analizis sordn feltettiik a vizsgalt fiiggvények periodikus voltat. A
Fourier-tételnek nem periodikus jelekre torténd kibovitése a Fourier-integral bevezetését teszi sziik-
ségessé, amely fontos szerepet jatszik a kovetkezd részben targyalt diszkrét Fourier-transzformacios
(DFT) eljarasban.

A periodikus jelekr6l a nem periodikus jelekre valé attérést ugy lehet elvégezni, hogy az 4l-
talanos periodikus jel Tj periddusidejét a végtelenhez kozelitjiikk. Mivel a diszkrét spektrumban
a spektrumvonalak egymads kozti tavolsaga a periédusidével forditva aranyos, ezért Af — 0, ha
Ty — oo. Igy a vonalas spektrum helyett folytonos spektrum jon létre. Igy tehdt a hatdrdtmenet
elvégzésekor a (35)-6s egyenletben szerepld Osszeg integralld alakul és eljutunk a Fourier-tétel

integral alakjat megfogalmazé két egyenletig:

1 oo ,
OEF= /k C Fl@)edw (38)
és
F(w) = / F(t)e ™ tdt (39)
k=—oc0
A (39)-es egyenletben szerepld F'(w) mennyiséget az f(t) Fourier-transzforméltjanak nevezziik,
mig a (25)-0s egyenletet az inverz Fourier-transzformacidnak nevezziik. Mivel érvényes a df = ‘;—j
Osszefliggés, ezért a (38)-as egyenlet a kovetkez$ alakba is irhaté:
[t = [~ et (40)
k=—0o0
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Megjegyzendd, hogy nem minden nem periodikus folyamatnak van Fourier-transzformaltja. Az
F(w) létezésének egyik sziikséges feltétele, hogy az [ = [° __|f(t)|?dt integral értéke véges
legyen. Ezt a konvergencidt szinte minden fiiggvény esetén meg lehet valdsitani megfeleld mate-

matikai miiveletek segitségével. ©

3.7.5. Mintavételezett jelek Fourier-transzformaltja

A mintavételezett jelekre a (39)-es egyenlet kozvetleniil nem alkalmazhatd, mert a végtelen
kis mintavételi tartomédnyokat el6iré kovetelmény a gyakorlatban nem valdsithaté meg (végte-
len nagy mintavételi sebesség adédna). Tegyiik fel, hogy csak a ¢, diszkrét id6pontokban vett
mintavételezett jelek allnak rendelkezésiinkre, ezért a folytonos t véltozét a ¢, = nAt (—oo <
n < 0o) diszkrét valtozéval helyettesitjiik, és az integral helyett diszkrét osszeget haszndlunk. Igy

a (39)-es egyenlet a kovetkezd alakba irhat6:

Flw) = At i f(nAt)er?mmiat (41)
Mig a folytonos fliggvények F'(w) éltalanos Fourier-transzformaltja esetén a spektrum amplitdd6i
és fazisai barmilyen frekvencidra definidlva vannak, addig az F”(w) spektrum amplitddoi és fazisai
nincsenek minden tetszés szerinti nagy frekvencidra definidlva. Azaz létezik egy f = f,,4. fels6
hatér, amely a At mintavételi tartomanytdl és ezzel egyiitt az f,, mintavételi frekvenciatdl fiigg.
Ezt a hatart Claude Shannon (1949) mintavételi tétele szabja meg, amely kimondja, hogy id6ben és

értékben folytonos jel id6beni mintavételezett értékekbdl torténd hibatlan helyredllitdsdhoz az f,,

mintavételi frekvencidt a jelben el6forduld legnagyobb frekvencia kétszeresénél nagyobbra kell

valasztani, azaz f,,.. < ﬁ. Az [ értéke az F'(w) megengedett felsG hatarat adja. Ez az
frmaz = %At maximalis frekvencia, amit meg lehet hatdrozni, az tin. Nyquist-frekvencia.

3.7.6. Diszkrét Fourier-transzformacio (DFT)

Mivel a gyakorlatban véges szdmu mintavételi értékiink van, ezért a (38)-as egyenlet tovabbi
modositdsra szorul, igy jutunk el az id6ben korlatozott jelekre vonatkozé diszkrét Fourier-transzfor-
macids (DFT) eljardshoz.

Tegyiik fel, hogy N szamui mintavételezési pont all rendelkezésiinkre, ekkor az egyenlet a kovetkezd

alakot olti:
J-1

Flwy) = At > f(nAt)e Mawnt, (42)

n=—4

Laplace és a Z-transzformacio.
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ahol az eredeti folytonos w valtozét egy diszkrét wy, véltotta fel. A korldtozas kovetkeztében az
eredeti folytonos spektrumot csak véges szamu, egymastol fiiggetlen, diszkrét frekvenciaértékekre
lehet kiszamitani: w = MAw és fy = MAY.

A diszkrét Fourier-transzformacionak is 1étezik inverz transzformdécids algoritmusa, az inverz diszk-

rét Fourier-transzformacié (IDFT):

1 N-l - 2rmn
T = yag 2 Flm)e 43)

A Fourier-transzformaciét csak véges szdmu N mintavételi értékre korldtozva az id6tartomédnyban
egymastdl fiiggetlen frekvenciaértékek nem mindegyikét értelmezhetjiik a frekvenciatartomény-
ban, hanem a spektrum csak diszkrét frekvenciaértékekre adhaté6 meg. Ez arra utal, hogy a sza-
kaszonként megadott jel periodikusan ismétlédik az idStartomanyban. Az analizdlandé id6fiigg-
vénynek az idGablak éltal kijelolt Sr(t) szakasza az ablakszélesség idGtartamdnak megfelelGen
periodikus:

Sp(t) = Sk(t +nTp), (44)

ahol —oco < n < 00 és Tk ajel N - At idStartamon beliili mintavételezése.

A mintavételezett fiiggvények Fourier-transzformaéltjara vonatkozo (38)-as egyenletbe helyettesit-
siink be az eredetileg f(t) folytonos id6fiiggvény f’(n) mintavételi értékei helyett egy médositott
f'(t) = f(tH)w(t) id6fuggvényt:

F'(w) = At i f(n)w(n)e_i'%, (45)

n=—oo

ahol w(t) az idéablak. A Fourier-transzformaltakra vonatkoz6 konvolicids tétel szerint érvényes
az:
F'(w) = Fw) * W(w), (46)
illetve az
Fl(w) = / Fw)W (w — o' )dw’ 47)

osszefiiggés, ahol W (w) a w(t) id6ablak Fourier-transzformaltja, azaz spektruma. Az F'(w) fugg-
vény vdltozdsat nagyban befolydsolja a w(t) idGablak fiiggvényének menete. A spektrilablak
kiszamitasara a kovetkez6 Osszefiiggés hasznélhato:

W(w) = Hf nfjl cos(wtn)] . UV nfjl sin(wtn)] 2 48)

3.7.7. Alkalmazas

A Fourier-transzformacioknak és a Fourier-soroknak szamos alkalmazasuk van. Tobbek kozott

haszndljak a jelfeldolgozdsban, a hang- és videotechnikdban. Természetesen az anal6g dramkorok
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lefrasdban is. Sok valésziniiségszamitdsi és statisztikai elméletben is megjelenik. Osszetett rezgések
vizsgélatakor a Fourier-analizis segitségével meghatdarozhatdk az egyes komponensek amplitidoi
és fazisai.

A Fourier-transzformaci6 alkalmazhat6 differencidlegyenletek megolddsdban is. Ugyanis a Fourier-
transzformdcio egyik tulajdonsdganak koszonhet6en a differencidlegyenletek algebrai egyenletekké
alakithat6k, majd megoldhatdk. Az inverz Fourier-transzformacio segitségével meg visszaalakitha-
tok.

A Fourier-analizist szdmos teriileten alkalmaztdk mar a csillagaszatban is. Ezeket a szdmolasokat
ma mdr programok segitségével végezziik, tobbek kozott ilyen program a Period04 nevii program

is. A programra egy kés6bbi fejezetben visszatérek. Ennek a programnak a segitségével végeztem

el a kiilonboz6 véltozdcsillagok id6-frekvencia analizisét.

3.8. A wavelet-transzformacio

A frekvenciatartomény vizsgélata a jelfeldolgozasban igen fontos szerepet jatszik. A Fourier-
transzformdcié egyetlen igazdn nagy hatrdnya az, hogy nincs id6beli lokalizaciés tulajdonsdga,
azaz a frekvenciafiiggvény alapjan nem tudjuk eldonteni, hogy egy adott frekvenciakomponens
,»hol van” az id6fiiggvényben. Ezt a problémadt oldja meg a wavelet-transzformécio.

A wavelet-analizist els6ként a szeizmoldgia és a geofizika terén alkalmazta Goupillaud, Gross-
mann €s Morlet az 1980-as években (Goupillaud et al., 1984).

A fenti két eljards kozotti kiillonbség az, hogy mig a Fourier-transzformdcié bazisfiiggvényei a
| — 00, o0[ tartoméanyon folytonosak és egyik részintervallumon sem azonosan nulldk, addig a
wavelet-transzformacié bazisfiiggvényei olyan lokalizalt fiiggvények, melyek egy alap wavelet
(kernel) eltolt és Osszenyomott valtozatai és az alap waveletre igaz a kdvetkezd Osszefiiggés:

/ T u(t)dt =0, (49)

ahol v (t) a wavelet-fiiggvény. A Osszefiiggésbol latszik, hogy a wavelet-fiiggvény nullava vilik a
| — 00, oo[ intervallum hatérai felé kozeledve, tehét csak egy részintervallumon kiilonbozik nulldtol,
azaz lokalizlt.
A bazisfiiggvények alapjaul szolgdlé analizdl6 waveletek (alap waveletek) nincsenek konkrétan
megadva. A wavelet-transzformécio sokféle bdazissal elvégezhetd, ezek koziil parat az 5. dbra
mutat.

A transzformdcié alapelve nagyon hasonlit a Fourier-transzformaciééra. A transzformécid
sordn a transzformdland¢6 fiiggvényt korreldljuk a bazisfiiggvényekkel, igy megkapjuk az adott

bézisfiiggvény irdnydba esé komponens nagysagat. Igy a transzformacié eredménye egy kétval-
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5. abra. Analizal6 kernel fiiggvények.

tozos fiiggvény, amelynek egy altaldnos alakja a kovetkezd:

W(f,r) = \/}/_: s(t)g * [h(t — 7)]dt, (50)

ahol f a frekvenciat, 7 pedig az idGeltolast jelenti. Itt g * [h(t — 7)] jeloli a transzforméci6 kernel
fliggvényét, és a * pedig a komplex konjugaltat.
Viltozdcsillagok periddusvizsgélatdnal leginkdbb a Morlet-kernelt haszndljuk, amelynek defini-

cidja a kovetkezd:
g2
g(x) = e 7, (5D

ahol z = f-(t—7) és c skélafaktor az idG- és frekvencia-felbontast befolyasolja, ugyanis a Fourier-
transzformdcidhoz hasonléan az adatsort szakaszonként vizsgdljuk. Minél rovidebbek ezek az
ablakszélességek, anndl bizonytalanabb lesz a frekvencidk meghatdrozottsdga, azaz csokken a
frekvenciabeli felbontas. Szélesebb ablakok alkalmazdsa esetén a frekvencidk meghatdrozédsa pon-
tosabb lesz, azaz a frekvenciabeli felbontds novekszik, de az idSbeli felbontds csokken. Ertelem-

szerlien a szélesebb ablakokat hosszabb adatsorok elemzésére hasznaljuk.

3.8.1. Diszkrét wavelet-transzformacio

A gyakorlatban érdemes bevezetni a Diszkrét Fourier-transzforméaciéhoz hasonléan a Diszkrét

Wavelet Transzformdciot (DWT), ekkor az amplitidé spektruma (Szatméry és Gal, 1992):

}1/2 ’ (52)

W(f,r)=[f-C’(f,r)+f-S*(f,7)
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ahol

n

C(f,7) =3 s(ti)cos[2m f(t — 7)]e” 2/t (53)

i=1

n

S(f.m) = s(ty)sin[2n f(t — )]e 2/ =7, (54)

i=1
ahol n a mintavételezett pontok szamaét jeloli. Az ablakot 7 értékkel toljuk el az adatsor elejétdl a

végéig, €s minden eltoldsra kiszdmoljuk a frekvenciaspektrumot.

3.8.2. A wavelet-térkép

A 3. fejezetben tdrgyaltuk, hogy a Fourier-spektrumot kétdimenzids grafikonon (amplitido-
frekvencia vagy fazis-frekvencia) dbrazoljuk, ellenben a wavelet-transzforméciéval kapott frekven-
cia-id6-amplitidé adathdrmast egy feliiletként dbrazoljuk, ezt wavelet-térképnek nevezziik. Az
eredmények abrizoldsdhoz harom tengelyre van sziikség. Itt kétféle lehet6ségiink van az dbra-
zolasra: perspektivikusan szintvonalakkal, vagy az amplitid6 nagysdgat kiillonboz6 szinekkel jelez-
ve, mintha , feliilr6]” latnank. Ezzel azt szemléltetjiik, hogy a kiilonboz6 frekvencidju (vagy per-
16dusu) fényvaltozdsok mikor és milyen amplitidoval vannak jelen a fénygorbében. A térképek
segitségével olyan jelenségeket is kimutathatunk (pl. moduldcidk, fazisugras, médusvaltas), ame-

lyeket a hagyomanyos Fourier-analizissel nem.

4. Programok

4.1. Period04

A Fourier-analizist a Period04 nevii programmal végeztem el, amit Martin Sperl készitett.
A Period04 bdvitett verzidja a Sperl éltal készitett Period98-nak (Sperl, 1998) - egy szoftver-
csomag, ami egy kifinomult time-string analizis szdmara késziilt. A program kiilonosképpen a
hosszu asztrondmiai idésorokat tartalmazé fiiggvények analizisével foglalkozik. A csillagdszati
alkalmazasokra késziilt program kombindlt megvaldsitdsa a Fourier-analizisnek €s a nemlinedris

tobbparaméteres fiiggvényillesztésnek. A program 3 részbdl (modulbdl) tevédik dssze:
e time-string modul
e megfeleltetés modul

e Fourier modul
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A time-string modullal a felhaszndl6 rogzitheti az adatokat. A modul tartalmaz olyan esz-
kozoket, melyekkel az adathalmazok szétvaghatdk alhalmazokra és ezek az adathalmazok kiilon-
kiilon kombinalhat6ak egymassal.

A megfeleltetés modul segitségével szdmos frekvencia legkisebb négyzetes illesztése készithetd
el. A program tartalmaz még amplitidé és/vagy fazis varidciét. Ezeken feliil szdmos eszkoz
elérhetd a megfeleltetési paraméterek bizonytalansdgainak szamolasahoz, mint példdul a Monte-
Carlo—szimul4cio.

A Fourier modul segitségével kiszamithatjuk a vizsgélt jelek Fourier-spektrumat, illetve fehérités
segitségével meghatdrozhatjuk a tobbszordsen periodikus jelek frekvencia Osszetevdit és azok
paramétereit (frekvencia, amplitddo, fazis). A Fourier-analizis a PeriodO4-ben a diszkrét Fourier-
transzformdcids algoritmuson alapul. Nem hasznal gyors Fourier-transzformécids algoritmust
(FFT), mivel az iddsorok édltalaban nem egyenletesen mintavételezettek.

Néhany eszkoz vagy funkcid csak akkor elérhetd, ha a program tigynevezett Expert médban tizemel.
A Period04 minden adatot (Fourier-spektrum, frekvencidk, amplitidok, stb.) egy kozponti fajlba
ment. Maga a kozponti f4jl platform fiiggetlen, ez biztositja, hogy a felhasznél6 kiillonb6z6 opera-
cids rendszerek kozott valogathasson.

A Period04 egy Java/C++ hibrid program, ingyen elérhetd és Linux, Windows, illetve MacOSX

alatt is hasznalhato.

4.2. WinWWwWZ

A Geir Klingenberg és Lisa Henkel 4ltal kifejlesztett WinWWZ egy Windows alapu program,
amely a viltozécsillagok adatainak, vagy egyéb idsorok elemzésére szolgil. Ugy tervezték, hogy
az AAVSO nemzetkozi adatbézisaibdl letolthetd adatok elemzésére szolgéljon, de lehet haszndlni
a legaltalanosabb idGsorok elemzésére is.

A program segitségével letolthetdek az adatsorok az AAVSO oldalardl, amiket azonnal megje-
lenit a program. Ezek a fénygorbék nagyithatok és atlagolhatok tetszdleges iddintervallumokra.
A program a stulyozott wavelet-transzformacié egy specidlis esetét hasznalja (Weighted Wavelet
Z-Transform - WWZ) haszndlja, ami levezethet6 a diszkrét wavelet- transzforméaciébol (Foster
1996). A wavelet-térképeket szines dbrdkon jeleniti meg, amelyet contour plot-nak neveziink.

Nagy el6nye, hogy az eredmények elmenthetdk és exportidlhatdk szoveges fajlokba is.
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5. Eredmények

5.1. A T Ursae Minoris

A T Ursae Minoris a Mira-tipusd véltozdcsillagok osztdlyédba tartozik, koriilbeliil 300 napos
periddussal. Gal és Szatmary (1995) vizsgdlata sordn meghatdrozta, hogy 25 év alatt a csillag
periddusa 314,5 naprol 283,2 napra csokkent. Ezt a nagy periddusvaltozast egy ismert csillag sem

mutatta korabban.
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6. abra. A T UMi1 fénygorbéje 10 napos atlagolassal.

A viéltozdcsillag fényesség adatait az AAVSO honlapjéardl toltottem le. Az adatsort a Win-
WWZ nevii program segitségével 10 napra dtlagoltam, majd dbrazoltam. A csillag 10 napra at-

lagolt fénygorbéjén (6. abra) jol latszik a kb. 300 napos pulzicids periddus. Az utolsé években
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ténylegesen megfigyelhets, hogy a csillag pulzdcidja megvéltozott. Az abrardl az is leolvashato,
hogy a csillag pulzdciés amplitiddja is megvaltozott.
Az adatok Fourier-spektrumdbdl (7. abra) - melyet a Period04 nevili programmal végeztem - latszik

a f6 periddus, melynek adatait az 1. tdblazat tartalmazza.

0.80F

0.60

Amplitude

0.40F

0.20r

0.00 L L L L L
8.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

7. dbra. A T UMi Fourier-spektruma 10 napos dtlagolassal.

Eszrevehetd, hogy a f6 312,5 napos periédus mellett még fellépnek kisebb amplitddéju rezgések
is. Ezek koziil a legjobban kiemelkedd csuics kb. 160-170 napos pulzdciét mutat. Az analizis
elvégzése utan a kisebb amplitiddju rezgésre 156,25 nap adddott, ami épp a fele a f6 periddusnak.

Val6szintisithetd, hogy ez a f6 periddus egy felharmonikusa.

Frekvencia [1/nap] | Amplitadé ["] | Fazis [rad] | Periédus [nap]
0.0032 1.14 0.276 312.5
0.0064 0.277 0.060 156.25

1. tablazat. A T UMi adatai.

A wavelet-térképen (8. dbra és 9. dbra) jOl lathat6 a pulzdcids periddus megvaltozdsa, azaz
a frekvencia kb. 0,003 nap~!-r8l kb. 0,0045 nap~!-re valé novekedése. A wavelet-térkép segit-

ségével ténylegesen megallapithatd, hogy a valtozdcsillag periddusa, azaz a frekvencidja id6ben
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véltozik. A wavelet-analizist tobb c skélafaktor esetén is elvégeztem, hogy lathat6 legyen mennyire
befolydsolja az id6- és frekvenciafelbontdst. A wavelet-analizis adatait a 2. tdbldzat tartalmazza.
A tébldzatban szerepl§ t,,;, érték a kezd6-, mig a ¢,,,,, a végs6 idGpontot jeloli Julidn-ddtumban.
A 7 érték a 1épéskoz az idStengelyen, Ggy hogy a t,,;,-t6l indul €s elmegy a t,,,,, értékig. Az f,,in
és az f,.. azok a frekvencia értékek, melyek kozott az analizis sordn a valtozdcsillag frekvencadjat
keressiik, a A f pedig a 1épéskoz. A ¢ skdlafaktor értéke befolydsolja az id6- és frekvenciafelbon-
tast. Latszik, hogy ¢ novelésével a frekvenciabeli felbontés (fiiggbleges tengely) novekszik, de az

1ddbeli felbontés (vizszintes tengely) csokken.

tmin [nap] | 2418500
tmaz [Nap] | 245600
7 [nap] 500
fmin [U/map] | 0.0025
Jmaz [1/nap] | 0.0055
Af [1/nap] | 0.00002

1 0.00125
Co 0.0125
c3 0.125
Cy 0.5

2. tablazat. A wavelet-analizis adatai a T UMi esetén.
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9. dbra. A T UMi wavelet-térképe.
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A véltozdcsillag utébbi évtizedekben tortént periddus csokkenése miatt az utolsé 23 év fényesség
adatain djra elvégeztem a Period04-gyel a Fourier analizist, melynek eredménye a 3. tablazatban
és a 10. dbran lathato. A pulzécids frekvencia ténylegesen megvaltozott 263 napra, és az amplitudé

is lecsokkent.
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10. abra. A T UMi Fourier-spektruma 10 napos atlagoldssal az utolsé 23 évre.

Frekvencia [1/nap] | Amplitadé ["] | Fazis [rad] | Periédus [nap]
0.0038 0.687 0.791 263.16

3. tablazat. A T UMi adatai az utolsé 23 évre.

5.2. A V Bootis

A V Bootis SRa tipusu félszabdlyos valtozé csillagot, mar kordbban tobben is elemezték,
tobbek kozott Fritzovd és munkatdrsai (1954) meghatdroztdk a f6 periddusat, amelyre azt kap-
tak, hogy 248 és 264 nap kozott valtozik. A csillag fényessége 7 és 12 magnitud6é kozott in-
gadozik. Percy et al. (1990) az AAVSO adatsor analizisébdl a fényvaltozds teljes amplitiddjanak
3 magnitddordl 2-re vald csokkenését mutatta ki. Emellett 258 napos periddust hatdrozott meg.

Az érdekesség az, hogy ez id6 alatt az atlagfényesség €s a periddus is dllandé maradt a folyamat
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11. abra. A V Bootis fénygorbéje 10 napos dtlagoléssal.

soran. A jelenségre mar sokan prébaltak magyarazatot taldlni. Graves €s Howarth (2000) a csillag

koriili anyag jelenlétét okoltak.

A V Bootis adatait is az AAVSO honlapjérdl toltdttem le. Az adatsort a WinWWZ nevili program

segitségével 10 napra dtlagoltam, majd dbrdzoltam. A csillag 10 napra atlagolt fénygorbéjén (11.

abra) latszik egy kb. 250 napos peridédus. Az utolsé években ténylegesen megfigyelhets, hogy a

csillag pulzacios amplitidoja lecsokkent (12. abra).

A csillag adatainak Fourier-spektrumat elkészitettem, melyet a 13. dbra mutat. Az dbran szem-

betind a kb. 0,004 nap~! frekvencidhoz tartozé csics. Ennek a frekvencidnak az adatait a 4.
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12. abra. A V Bootis teljes fénygorbéje.

tdblazatban foglaltam Ossze.

Periédus [nap]

257.73

Fazis [rad]

0.969

0.778

Frekvencia [1/nap] | Amplitadé ["]

0.00388

4. tablazat. A V Bootis adatai.

32



0.70l T T T T T T T T T

0.60r- 4

0.501 q

o

>

S
T
1

Amplitude

o
w
S
T
1

0.20F 4

0.10r B

0.00 | L H h
8.000 0.004 0.008 0.012 0.016 0.020
Frequency

13. dbra. A V Bootis Fourier-spektruma 10 napos atlagoléssal.

Az éltalam készitett-wavelet térképeket a 14. dbra és a 15. 4bra tartalmazza. A wavelet-térkép
segitségével jelen esetben az amplitidé viltozdsa nem igazédn lathatd, azaz nem lehet biztosan
kimutatni. A wavelet-analizist tobb ¢ skdlafaktor esetén is elvégeztem, igy lathaté6 mennyire be-
folydsolja az id6- és frekvenciafelbontdst. A wavelet-analizis adatait és konstansait az 5. tabldzat
tartalmazza. A tdbldzatban szerepld mennyiségeket az el6z6 valtozdcsillag targyaldsa sordn kifej-
tettem és az alabbi esetben is ezt haszndlom. A c=0,125-es vagy anndl nagyobb értéknél mar az

analizis hasznalhatatlan, az id6beli felbont4s nagyon lecsokkent.
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Frekvencia [1/nap]
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5. tablazat. A wavelet-analizis adatai a V Boo esetében.
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14. abra. A V Bootis wavelet-térképe.
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Julian Datum (-2400000)
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15. dbra. A V Bootis wavelet-térképe.

5.3. A 7 Ursae Minoris

T T T T T T T
o B S, ot \,-“"Jt' /_.,_‘,w\-".. . g L ._.-»:'“",z St -
:5 12 ; w .. —
gL . . _ i
% '.: — N - ) ..' - .. “.' . -‘:-'
€ 14— T e o o o Lo =
2 . - . R
B [ " ' : ST 7
S A
N 16— L n
> | s |
1 | 1 | 1 | 1 | 1 | ] 1 | 1
50000 51000 52000 53000 54000 55000

Julian Datum (-2400000)

16. dbra. A Z Ursae Minoris fénygorbéje 10 napos atlagolassal.

A Z Ursae Minoris Benson et al. (1994) szerint az R Coronae Borealis (RCB) valtozdcsil-
laghoz hasonl6 fényvaltozdst mutat. A csillag fényvaltozdsat el6szor Beljawsky (1934) jegyezte
le. Kholopov és munkatarsai (1993) szerint a Z UMi egy Mira tipusu valtozdcsillag, melynek

egyik periddusa tobb mint 400 napos. Benson és munkatérsai (1994) megvizsgaltdk a csillagot és
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megéllapitottdk, hogy a csillag a fotometriai és spektroszkdpiai vizsgélatok alapjan az RCB vél-
tozdcsillagok osztilyaba tartozik.

A csillag fényesség adatainak letdltése utdn elkészitettem az dtlagolést 10 napra. Az dtlagolas utani
fénygorbe a 16. abran lathatd. A Z Ursae Minoris fénygorbéjére tekintve 1dthat6 egy vagy tobb pe-
riodikusan visszatérd folyamatos fényesség csokkenés, ami valészintileg nem pulzécié eredménye.
Ezutan a Period04 program segitségével elkészitettem a a Z Ursae Minoris valtozdcsillag Fourier-
spektrumat, amely a 17. 4bran lathat6. A Fourier-analizis sordn taldlt adatokat a 6. tablazat

tartalmazza. A két legnagyobb amplitidéju fényvaltozds periddusideje 1923 €s 395 nap.

0_80 L s L s L s L s L
000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

17. dbra. A Z Ursae Minoris Fourier-spektruma 10 napos dtlagolassal.

Frekvencia [1/nap] | Amplitadé ["*] | Fazis [rad] | Periédus [nap]
0.00052 0.765 0.955 1923.07
0.00165 0.712 0.641 606.06
0.00146 0.547 0.882 684.9
0.00253 0.559 0.952 395.26
0.00193 0.501 0.562 518.14

6. tablazat. A Z Ursae Minoris adatai.

A téblazat tartalmazta adatok alapjan generalt szinusz fiiggvény illesztése az adatsorra a 18.

abran lathat6. A gorbe elég jol megkozeliti az adatpontokat.
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18. dbra. A Z Ursae Minoris fénygorbéjére illesztett fiiggvény 10 napos dtlagolassal.

A wavelet-térképeken (19-20. dbra) lathatd két erdsebb amplitidéja fényvaltozds. Ez a két
fényvaltozds kb. 0,0016 nap~! (kb. 620 nap) és kb. 0,0006 nap~! (kb. 1650 nap).
A wavelet-analizis adatait és konstansait a 7. tdbldzat tartalmazza. A c skdlafaktor értéke befolya-

solja az 1d6- és frekvenciafelbontdst.

tmin [nap] | 2449500
tmaz [Map] | 2455900
7 [nap] 100

fmin [1/nap] 0
fimaz [1/map] | 0.0051
Af [1/nap] 0.0002

1 0.00125
Co 0.0125
c3 0.125

Cq 0.5

7. tablazat. A wavelet-analizis adatai a Z UMi esetében.
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19. dbra. A Z Ursae Minoris wavelet-térképe.

Julian Datum {-2400000)

50000 ] 57?00 ¢ 54(]’00 i 50000 52000 54000
| | |

800'0
1
T
800'0

S00'0
1
T
500'0

Frekvencia [1/nap]

#00'0

1 1

T T
00°0

o
1
| et
T
10

; i
I

zZo0'0
Z00'0

- i “ '_ A& ".‘A

T T T T T T T
50000 52000 54000 50000 52000 54000

o

c=0.125 c=05

20. abra. A Z Ursae Minoris wavelet-térképe.

5.4. A Z Ursae Maioris

Az SRb tipust Z Ursae Maioris valtozdcsillagot kordbban mar sokan vizsgaltak. Fényval-

tozaséat King fedezte fel 1897 és 1904 kozott. Loreta (1940) arra az eredményre jutott, hogy a {6
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21. dbra. A Z Ursae Maioris fénygorbéje 10 napos atlagolassal.

periddus hossza 198,3 nap. Suchko (1980) az AAVSO-r6l letoltott adatokat elemezve azt kapta,
hogy a csillagnak alapvetden két rezgési periddusa van: a rovidebbnek 195, a hosszabbiknak 205
nap a periodusideje. Szerinte ennek a két periddusnak az egyiittes hatdsa okozhat lebegési jelen-
séget.

Késbbb tobben is kimutattdk, hogy a csillag multiperiodicitdsa a gerjesztett médusok egyideji
pulzicidjdnak az eredménye. (Isles (1998), Percy és Polano (1998), Kiss és tarsai (1999)). Szerin-
tilk a csillag az alapmddusban és a felharmonikusokban egyszerre oszcillal.

A GCVS (1985) szerint ciklusonként két maximum és két minimum figyelhetd meg, a periédus
195,5 nap.

A Z Ursae Maioris egy félszabdlyos valtozocsillag. Az AAVSO oldalardl letoltott adatokat 10
napra atlagoltam, majd dbrdzoltam. A fénygorbére (21. abra) tekintve lathaté egy pulzicid sza-
balyossdga, amelynek kb. 200 napos periddusa lehet. Néhany helyen lathaté egy masik pulzicié

eredménye, amely mellékminimumokat, illetve maximumokat hoz létre.
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22. abra. A Z Ursae Maioris Fourier-spektruma 10 napos atlagoldssal.

A Fourier-analizis elvégzése utdn jol lathaté a spektrumban két erds csics (22. dbra). A
rovidebb periddus, mely 97,75 napnak adédott €s amplitidéja 0.139 magnitido. A nagyobb, 0,368
magnitddés amplitiddjd csucs pulzdcids periddusa is hosszabb (8. tablizat). Szembetlinik még
egy csucs csoport az dbran, ez kb. 5000 napos periédusndl van. A hosszabb periddus mintha kicsit
16tydgne, ingadozna egy atlagérték koriil.

Frekvencia [1/nap] | Amplitadé [] | Fazis [rad] | Periédus [nap]
0.00514 0.368 0.726 194.5
0.01023 0.139 0.495 97.75

8. tablazat. A Z Ursae Maioris adatai.

Az altalam készitett wavelet-térképeken (23-24. 4bra), kiillonosen a c=0,00125 konstans esetén

l4that6 a kb. a 0,005 nap~! frekvencidnal a pulzéci6 idSbeli, azaz frekvenciabeli 16tydgése.
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Frekvencia [1/nap]
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0. tablazat. A wavelet-analizis adatai a Z UMa esetén.
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23. dbra. A Z Ursae Maioris wavelet-térképe.
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24. abra. A Z Ursae Maioris wavelet-térképe.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatomban rovid leirdst adtam a fénygorbe analizishez haszndlt médszerekrdl. Ezek
a modszerek koziil kettét, a Fourier-analizist és a wavelet-transzformaciot részletesebben is is-
mertettem. A wavelet-transzformaciéndl probéltam kitérni arra, hogy az ablakszélesség mennyire
befolydsolja az id6- €s frekvenciafelbontést. E két alkalmazds napjainkban egyre szélesebb korben
terjed a csillagdszatban.
A Fourier-analizist és a wavelet-transzformaciot én is elvégeztem az dltalam kivédlasztott négy csil-
lag esetén. A csillagok fényesség adatait az AAVSO nemzetkozi adatbazisbol toltottem le. Ezek a
csillagok koziil egy (T UMi) mutatott csak egyszeres periddust, a mdsik 3 esetén a tobbszoros pe-
riodicitds a valoszini. A T UMi csillagndl a periddusidd az utébbi évek sordn erdsen lecsokkent,
amely a wavelet-transzformdcio segitségével jol ki is mutathat6. A V Bootis csillag esetén is
bekovetkezett véltozds, de itt nem a pulzdcié periddusideje, hanem az amplitidéja csokkent le.
Ebben az esetben a wavelet-térképeken a véltozas nem annyira latvdnyos, mint a periédusidd val-
tozdsa esetén. A Z Ursae Minoris véltozdcsillagot az RCB-k osztilydba soroljdk, melynek sordn
a Fourier-analizis az 4ltalam észrevettek alapjan mar kevésbé hasznédlhatd, nem ugy mint a Ben-
son €s munkatarsai (1994) altal elvégzett fotometriai és spektroszkopiai vizsgalatok. A Z UMa
SRb tipusu valtozdcsillag tobbszords periodicitdst mutat, melyet a Fourier-analizis ki is mutatott.
Az analizis viszont tényleg nem képes kimutatni a frekvencia id6beli valtozasat, ahogy a Z UMa
esetében is tortént. Ezen modszerek nagyon sokat fejlodtek az elmilt évtizedekben. De a zaj, a
mintavételezett jelekbdl szdrmazo hibédk és az adatsorban fellépd irok még mindig nagy mérték-
ben befolyasoljak a mérési eredményekbdl levonhatd kovetkeztetéseket. Természetesen ezek a
hibdk a megfeleld miiveletek, eljardsok segitségével mar nagy mértékben csokkenthetdk. Ezeket a

modszereket manapsag mar széles korben alkalmazzdk mas teriileteken is.
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