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1. fejezet

Szupermassziv fekete lyukak és
kornyezetuk

A fekete lyukak definicid szerint lathatatlanok, viszontdianyezetiikben gaz talalhato, a be-
hullé6 anyag sugarzasa megdfigyelbvt teszidket. A spiralpalyan keriniy akkretalé anyag
plazma allapotd, igy magneses raehoz Iétre, melynek poloidalis szerkezete a polusoknal
nagy energiaju sugarzas kibocsatasat teszideéetAz ily modon keletkdz nyaldbok szintén
megfigyelhebk az elektromagneses sugarzas radio tartomanyaban, vag/Raseline Interfe-
rometry (VLBI) technikakkal.

A fekete lyukakat tomeguk szerint két csoportba soroljuk.ef csoportba @ + 40 nap-
tomegi (/) fekete lyukak tartoznak, ezekKént a galaxisunkon belil figyellidt meg. Az
ebben a tomegtartomanyban talalhaté an. asztrofizikatdditakak Utkdzése és 6sszeolvadasa
soran keletkez gravitacios sugarzas kimutatasara épiiltek a foldfalsmierferometrikus ala-
pon mikod detektorok, a 4km karhosszusagu LIGO két berendezésmhaiés Washington
allamokban, illetve a 3km karhosszusagu Virgo Pisa mekegiravitacios sugarzas detektalasa
nehéz feladat, hiszen a hullamok altal okozott hosszUdémrésokl 02! + 10~22 m nagysag-
rend(iek (a kvark méretének félsataral0—'7 m). A rendszer vakuumban van, ez csokkenti a
lézer fény szorodasat. A lézer fényt a karokon sokszor aigsik az effektiv karhossz nove-
lése céljabol. A mérés soran az interferenciaképet folyasaa fenntartjak a karok végén v
tukrok preciz mozgatasaval, és a mozgatdsok soran kifejtetmeérik.

Az elméleti iton meghatarozott gravitaciés hullamforméakanatched filtering technika-
val keresik a zajos mérési adatokban (A jel amplitidoja@sezhebd a zajjal). Bar az elmult
év adatainak kiértékelése még nem fépitt be, eddig mindéssze a kilénbBogravitaciés
hullam-forrasok éfordulasi gyakorisadgara sikertlt félbatarokat megallapitani. Ez nem meg-
lepd ugyanis a jelenlegi miiszerek érzékenységét véve alapatiossze néhany évenként ér-
kez) erds gravitacios hullam detektalasara lehetett szamolyaRtatban van viszont a LIGO
berendezések teljes atépitése az érzékenység 1-2 nagyddgirvalé ndvelése céljabdl (Uj op-
tika; 0], aktiv szeizmikus szigetelés; stb). Az Advance®Ol berendezések varhatéan 2013
kornyékén kezdenek tzemelni [1]. Szintén tervezik a Virgeebdezés atépitéseét is.

A masodik csoportba a0° < 10° naptdmegl Un. szupernehéz fekete lyukak tartoznak.
Ezek a legtobb galaxis kdzéppontjdban megtalalhatdky aktjy ,csendes” allapotban. Egy
ilyen aktiv galaxis magrol készult felvételt lathatunk ak dbran.

Az aktiv galaxis magokat az 6ssztémeg, az akkrécio mértékgasi paraméter és a for-
gastengely és a latéirany altal bezart szog alapjan lelogtocwsitani [2]. A radidban halk
kvazarok és a Seyfert 1 tipusu galaxisok egy osztalybaztzaitq csak a luminozitasuk kilon-
bozteti megdket. Nagyon aktiv akkrécio és lassu forgés jellémajuk. A Seyfert 2 tipusu
galaxisok hasonldk, a kilénbség abban all, hogy gaz vagiéalds korong takarja el a forrast.
Ezeket kbzel az egyenlitsikbdl latjuk. A radibban hangos kvazarokat két csoparszthatjuk
a megfigyelés szdge alapjan: meredek spektrumu, kitegedidokra illetve lapos spektrumd,
kompakt forrasokra. Spektrumukban széles vonalak varsalelativisztikus jetjik, ami gyors
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1.1. abra. Aktiv galaxis magrol keszitett felvetelek, addehli foldfelszini tavcével, a jobb
oldalit a HubbleUrtavcvel készitették. [4]

forgasra és akkréciora utal. Radié galaxisoknak hasotdfmitbnsagaik vannak. A jet sebessége
alapjan fényes perem (relativisztikus sebességl gespeét pereml (alacsony sebesséqi jet)
radio galaxisokra bontjuk széket. A blazarok és BL Lac objektumok kis sz6g alatt megfigyel
radio galaxisok, a relativisztikus jet anyaga elnyomjarad® emisszios vonalait.

Szupernehéz fekete lyukak Utk6zése soran kelétgeavitacios hullamok mérésére szol-
gal majd a 2020-ra tervezett LISA (rteleszkép. A projektae ebfutara a LISA Pathfinder
misszi6é, amit 2011-ben fognak féHi. A miihold célja bebizonyitani, hogy a kidolgozott tech
noldgiak biztositani tudjak a preciz pozicionalast azeiafB]. A misszio feladata lesz még a
berendezések teherbirasanak tesztelése, az interferek@ontossaganak meghatarozasa és
a LISA mérési elvének tesztelése. Ha sikerll &gbntossagot elérni és megbizonyosodni a
mérési modszerek mikbBepességét, akkor fogjak elinditani a LISA projektet. A Natio-
nal Research Council of the National Academy of Science®-23ljelentése alapjan a LISA
projekt magas prioritasu[5].



2. fejezet

Szupernehéz fekete lyuk kethsok

A galaxisok fejbdését kialakulasuk utdn az dsszeolvadasok hatarozzak@adaxisok dssze-
Utkozése soran kezdetben a galaxisok anyaga kozotti duaastirlodas ad disszipativ ef-
fektus. A fekete lyukak kdzeledésének dinamikdja jol leiéhamig a koztik & tavolsag
megkdzelibleg 1 pc-re nem csdkken. Sokaig fennallt az utolsé pc pros)énely szerint a két
szupernehéz fekete lyuk nem kozelitheti meg egymast 1 holgan. Azonban mar napvila-
got lattak olyan elméletek, melyek lebgt teszik, hogy a két fekete lyuk elég kdzel keriljon
egymashoz, és a gravitacios sugarzas vegyedatimss$zipativ effektus szerepét. Az egyik elmé-
let szerint az itk rendszerben 3 akkrécios korong talalhatd (mindkét feligetie koril egy
és a ketbs koril egy nagyobb). Ez az utdbbi akkrécids korong viszaglgimpulzus momen-
tumot, ezzel csokken a szeparacié. Egy masik elmélet sZ&fiezkete lyuk 6nmagaban nem
elég az 6sszeolvadashoz, hanem kell egy harmadik Utkanéésazeloki a két egymas koril
forgd fekete lyukat, és egy Uj kétt alakul ki. A gravitaciés sugarz8s)05 pc-nél veszi at ad
disszipativ folyamat szerepét, ez a tavolsag nagyon gyeftigg) a rendszer teljes tomegkés

a fekete lyuk kordli csillagok eloszlasatdl, illetve eggdin nem fligg a tomeg-aranytol [6].

A galaxis Utk6zésekkor a kdzponti fekete lyukak tipikus &graranya.03 + 0.3 kozott
van[6]. Ezen tdmegarany esetén a nagyobb tdmeg fekedtespinje dominans, ezért a kisebb
spint elhanyagolhatjuk. Ekkor megfigyelbet spin-atfordulas jelensége is, mely magyarazata
a 2.1 abran lathaté.

Amikor a gravitacids sugarzas veszi atéadisszipativ effektus szerepét, a rendszert j6l le
tudjuk irni a poszt-newtoni formalizmussal. Ebben a foimmlsban a gravitacios hullamokat
a sik Minkowski metrika kis perturbacioiként kezeljuk. Agzt-newtoni kifejtést az

Gm  v?

2r 2 (2-1)
kisparaméter szerint végezzik. 4t = m; + m, a rendszer 6ssztémegea két fekete lyuk
kozotti r szeparacio hossza, G a gravitacios allandd, ¢ a fénysehespédig a szeparacio
derivaltjanak a hossza. Formulainkban megjelenhetndl tagok is, ezeért a felbontas so-
ran feles és egész rend(i tagjaink vannak. A kisparaméigl0a pc hatarnall0—2 kordli. A
poszt-newtoni kozelités ~ 0.1-ig tekinthet érvényesnek. Thorne megmutatta, hoghya
gravitaciés hullamformat a szimmetrikusan spur mentestiadmultip6lus momentumokkal a
kovetked mddon lehet szamolni masfeles poszt-newtoni rendig[7] :

(3) (4) (5)
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2.1. abra. Az abran a spin-atfordulas folyamata lathat6.idés jet a kezdeti spin irdnyaba
mutat. Ahogy a két fekete lyuk egymashoz kézeledik a spin pélgaimpulzus momentum
a teljes impulzus momentum korll precesszal. A gravitasifgarzas energiat és impulzus
momentumofL. visz el a rendszed Ugy hogy a teljes impulzus momentuiirdnya meg
marad. A folyamat sorah nagysaga cstkken, még a spiné nem valtozik. Még a lefybtibil
korpalya elérése étt a spin kdzel a irdnyaba all be és egy Uj jet alakul ki [6].

ahol D a megfigydl és a forras tavolsaga, @7 ... kifejezések a tomeg multipélus momentu-
mok, aJ% ... pedig az aram multip6lus momentumok. Az-k azN egységvektor elemei, ami a
rendszer tomegkozéppontjabdl a megfigyfelé mutat. A TT a transzverzalis trace mentesitést
jelali.



3. fejezet

Gravitacios hullamformak 1.5
poszt-newtoni rendig, a vezei rendd
spin-palya kdlcsdnhatas figyelembe
vetelével

A mozgasegyenleteket masfeles rendig a kdvétleegenlet hatarozza meg:

a=ay +apy+aso, (3.1)
ahol o
ay = ——"r, (32)
r
Gm Gm 3 )
apN =~ 3 { {(1 +3n)v: —2(2 + 77)— — 5777“ ] —-2(2- n)rrv} , (3.3)
G |6 T 4
as0 = =3 ﬁr[(r Xv)(S+0)]—vx(4S+30)+ 3;1" x (2S+0)| , (3.4)

S =8+ Sy, u="1"2 v ="2, =L 0=vS +v~ 1S,.

A szamolasok soran a [11] "cikkben bevezetett koordinatdszareket és valtozokat hasz-
naljuk. A gyorsulasok kifejezéseit a [10] és [9] cikkéklbessziik. A 3.2 a newtoni gyorsulas, a

3.3 az el poszt-newtoni rendje a gyorsulasnak, a 3.4 kifejezégmedpin-palya kdlcsonhatas

tagja a gyorsulasnak. Ez utobbi masfeles post-newtonilrésgl A 2.2 képletben bevezetett

momentumokat a 3.5-3.14 kijezések adjak meg. Ezeket ak8boi vesszik annyi kiegészi-

téssel, hogy nem hasznéaljukGa = ¢ = 1 konvenciot, hanem S| mértékegység rendszerben

szamolunk.

y . 29 v? o1 Gm
I = p(x l‘j)STF[lJrE(l—?W)g—5(5—877)E] (3.5)
4 4 11 .
== 3n)pri(z'o?) S 4 ST 3n)ur? (v'o?) 51T
8 . . , 4 . .
+anlzt(v x g Pt — " (r % o)1t (3.6)



. 1—v S 1 U2 1 Gm
[@]k - _ Z]kSTFl —1 - — — —1 g
@A Y — e SY) @)
ik STF 2ipIpk)STFE
L B i 38)
Iijkl — M(l . 377)(xixjxkxl)STF ’ (39)
pikim — LTV o (g gkl STF (3.10)
1+v ’
P = e )T (03— 68 + 27+ 30m) S 3.11)
1+v 28 14
5 T STF 3 L+v i jsrr
(U 2) (e VT = Sy gt (3.12)
T = (1 = 3t (v x V)FISTF 4 a(atadot) T (3.19
. 11—
ikl _ J ok JSTF
JI = u1+y(1 2n) [z’ 2* (r x v) P (3.14)

A h¥ tenzor szamolasa soran minden derivalas utan a sebesséitigehelyére behelyet-
tesitjuk a 3.1 teljes gyorsulast. A kapott hullamforma atkéx alaku:

U= G“ 5 Q7+ POPQY + PQY + PQYp + PUQY + PQp + PQ] 1y o (3.15)
ahol Q¥ a newtoni jarulék,PO5Q" feles post newtoni rendli tagQ”ésPQY,, az el$ poszt-
newtoni rendd és a spin-palya kélcsOnhatasbél szarmgabtaen a rendben. Masfeles rendben
hasonlé a jel6lés az élsendhez, itt a plusz tag A 5Qt ., az ugy nevezett tail(uszaj)-tag ez a
gravitacios hullam énmagara hatasaval kapcsolatos tag.

A kettds palyaja a gravitaciés sugarzas kovetkezményeként lkdn@asimul az dsszeol-
vadas ébtt, igy hasznalhatjuk a kdzel-korpalya kozelitést. A nésagyenleteket a kovetkez
azonossagok segitségével at lehet irni:

! ca = i —rw?

,

Ara = rw+2rw (3.16)
. « dL,
Ly-a = —rw(A- o ),

ahol)\ = LN>< Ly = |L ‘,LN a newtoni palya-impulzusmomentum. A palyaszdgsebességet

av=ro+ m)\ egyenlet hatdrozza meg. A kozel-kdrpalya kdzelitésberpasaciot allando-
nak tekintjik, de megengedjiuk a palyasik precesszibjaklEs a feltételekdl levezethed a
kovetked 6sszefliggés|8]:

Gm\'? 1 Gm Gx; 2
_ 1—2(3—p)—" — = ! 17
o= () { 0= -3 3 [Sron (mrm)] o @




A v = rw) helyettesitéssel kapjuk a hullamforma kozel-korpalyaekitsét.

A gravitacios sugarzasnak két polarizacidja van. A po#aiias allapotokat & tenzor
komponenseinek linearis kombinacidjakent fejezzuk kiDlkoordinatarendszert valasztunk,
ahol a z tengely d teljes impulzus momentum iranyaba mutat, definialjék-a arcsin(N - Jo)
szoget és az x és y iranyokat Ugy valasztjuk meg, hogy ekRSr-a cos§z+ sin % az x-z
sikban van. Ekkor &, ésh, polarizacios allapotokat a kdvetkieegyenletekkel szamolhatjuk
Ki:

1
= 5{0052 Oh™™ — h¥Y + sin® Oh** — sin(20)h"*} (3.18)
hy = cos@h™ — sin OhY* - (3.19)

A 3.1 &bran bevezetett szogek segitségével felirjuks\ vektorokat:

3.1. &bra. Az &bran lathatok a teljes impulzus momenfima newtoni palya-impulzus mo-
mentumLNLN, és a spinel§; 281 o altal bezart szogek. &, szog ad ésx tengely altal bezart
szdg melyet al-re meBleges sikban mériink. A spinek és a newtoni Laplace-Ruege-L
vektor azimutalis szogeit),, 5, ¢,) az I-t8l mérjik azLy-re mebleges sikban. A valodi
anomaliay,, a Ay és art altal bezart szog. [11]

= sin(2— 6,) cos() — cosacos(S — 6,)sin(v)
I:r—y = cos(%r — ¢,,) cos(y)) — (305045111(377r — ¢,)sin(v) , (3.20)
% = sinasin(v)



3 3

Ao = sin(; — ¢,,)sin(y)) — cos « 605(7 — ¢,,) cos(v) ,
A, = — Cos(?%r — ¢,,)sin(y)) — cosozsin(?)?7T — ¢,,) cos(v) , (3.21)
A, = sinacos(v),

Itt ), +x,, = ¥. A[8] cikk eredmeényein a kvetkézavitasokat kell elvegezni: A (B2c) egyen-
letben@, -t —Q_.-re kell cserélni, a (B3c) egyenletben egy zardjel hianggikos? (1) sin*(a) +
cos’(a)) tagban. A (B3j) egyenletbena helyett—cd-t kell irni. A kijavitott képletek teljes
dsszhangban vannak az eredményeinkkel.

Eredményeimet a REDUCE szimbolikus programnyelvben jét $ajlesztésii programmal
allitottam eb. A hullamformak kozel-korpalya kdzelitése az A figgelgkibalalhato.

A detektor altal mért jelet a

h(t) = Fyhy(t) + Fuxhy(t) (3.22)
kifejezés adja, ahdl’, ésF\, az Ugy nevezett antenna fliggvenyek. Ezek megmutatjak ketdete

érzékenységét a megfadgbolarizacios allapotra.

F, = %(1 + cos? ) cos(2¢) cos(21)) — cos 0 sin(2¢) sin(24)) , (3.23)

F, = %(1 + cos? 0) cos(2¢) sin(21)) + cos § sin(2¢) cos(21)) . (3.24)

Itt (0, ¢) sz6gek hatarozzak meg a forras helyzetét a detektorhozkage hogy a detektor
karjai mutatnak az x és y tengely mentén, a z tengely pedigdliéges. Ay sz6g a konstans
azimut és a gravitacios hullam polarizacios tengelye Bkahrt sz6g.



4. fejezet

Szupernehéz fekete lyuk kethsok
gravitacios sugarzasanak jellemai a LISA
parametertartomanyaban

A LISA detektor érzékenységét a frekvencia fliggvényébetatjaua 4.1 abra.

le-14

‘ "scg_§203.dat" ‘
le-15

le-16 |
le-17
le-18
le-19

le-20

h (dimensionless strain)

le-21
1e-22 | e
Mﬁ\w‘ﬂ "

le-23 t N k

1e-24 L L L L L L L L
le-08 1le-07 1le-06 1le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

f (Hz)

4.1. bra. Altalanos LISA érzékenységi gorbe. A dimenaidterhelésti() abrazoljuk a frek-
vencia fuggvényében [15]. Az 4bra a [14] honlapon talalléargkenységi gorbe generatorral
készult.

A frekvencia, tbmeg és a szeparacio kdzott a

Ty = 2nGm (#)3/2 = — (4.1)



kifejezésldl levezethdh a kbvetked 0sszefliggés.

m _ o3 Gm 3/2: o3 32 4.2)
M@ WGM@f C2T WGM@f

Korpalya kdzelités esetén a gravitacios sugarzasban leeifjegy karakterisztikus frekvencia,
mely a forras tavolsagatol a 4.3 egyenlet szerint flgg[Ag@]egyenletben z a voroseltolodas.

2f
= 4.3
J 1+z (4.3)
A 4.2 egyenletbl ki tudjuk fejezni a szeparacioét a frekvencia fliggvényebe
¢ 1z g (4.4)

:WGm 2

Ezt behelyettesitve a 3.22 egyenletbe megkapjuk a gradstéallam amplitidojanak frekven-
ciafuggését. Vezétrendben ez a kdvetkéz

3/3G5/3m5/3 U
h=0C AD(z) (1+v)?’

(4.5)

ahol C a ketbs helyzetéil figgd konstans. AD(z)-t a 4.6 egyenlet hatarozza meg [17].

1

(I +2)c dx
D(z) = H, / (U + Qpzt) /2 (4.6)

(142)-1

ahol2,, = 0.274 ésQ, = 0.726 kozmologiai konstansoki/, a Hubble paraméter jelenlegi
ertéke [18].

le-017

le-018 ¢

1e-019 -

1e-020 +
< 1le-021 ¢ s NP

le-022

le-023 ¢

le-024 +

1e-025 - ‘ ‘ ‘
1e-005 0.0001 0.001 0.01 0.1

f[Hz]

4.2. dbra. A fekete vonal jelenti a LISA detektor érzékeggsé A tobbi vonal fentil lefele
2 % 108,108,5 x 107,107, 5 x 106,105 M, fekete lyuk ketbskdl szarmazé gravitacios hullam
amplitidodjanak frekvenciafiggése. A tomegarany 0.1 ,a tavolsag = 6.

A korfrekvencia idfejlédését vezétrendben a 4.7 egyenlet hatarozza meg[13].

dw  96mmbS/3h/3

— = - 4.7)

10



4.1. tdblazat. Szupernehéz fekete lyukak altal kibocsgtavitacios sugarzas jelleriza LISA
(rdetektorl0—° + 1 Hz frekvenciatartomanyaban. AzéK » = 6 tAvolsagu rendszerre szamit
értékek. EI§ sor: a rendszer 6ssztbmege. Masodik sor: a gravitacidgnmdtekvencidja a
poszt-newtoni korszak végén € 0.1). Harmadik sor: d0° — w; frekvenciatartomanyaban
toltott id6. Negyedik sor: a LISA érzékenyseégi kiiszébe folott eltdittd.

m/Mpap 109 5 % 106 107 5 % 107 108 2 x 108
w[Hz| 12x1072[25x107%|12x102 [ 25x107*[1.2x107% | 6.4 x 107
ty —tip-s 84év 5.7év 1.8év 4bnap 14dnap dnap
tf — thiiszob 19nap 20nap 20nap 17nap 1dnap dnap

Atrendezve az egyenletet és integralva dzkidejezésére kapjuk:

15 am\ ? 1 1
768 c? Wil Wete

Itt figyelembe kell itt venni, hogy a képletben koérfrekvainal kell szamolni, nekiink pedig
csak frekvencia értékeink vannak, ezértfaz ;- 0sszefliggessel at kell meg irni a frekvenci-
aértékeket. A minimum frekvencia értékher(a® H z-hez tartozo6 korfrekvenciat valasztottuk.
A maximum frekvencia értékhez a 4.2 képl@th = 0.1 értékhez szadmolt frekvenciat irjuk,
igy kapjuk a 4.1 tablazatban azt adigdmelyet a kefis rendszer gravitacios sugarzassal tolt
10~° H2-t6l a poszt-newtoni leirds végéig. A 4.5 képlet és a 4.1 atatrald érzékenységi
gorbe segitségével meghataroztatdé hogy mekkora frel&@htesz az amplitido az érzekeny-
ségi kiiszob folott, ezt a 4.2 abran lathatjuk.

11



5. fejezet

Kis tdomegaranyu fekete lyuk kettosok
gravitacios hullamformai

A [12] cikkben meghataroztak az kdzel-kdrpalya kozelitégléteit 1.5-0s rendig, ez utan az
szdg szerint sorfejtettek. Ez a sorfejtes« L esetben érvényes, ekkor a fekete lyukak tome-
garanya kozel 1. Mi kis tomegaranyra akarunk kdzelitést, adkor a folyamat végén(amikor

a gravitacios sugarzas amplitudoja elég nagy, hogy éskjedhogy mar korabban is belattuk a
(3, szbg lesz kicsi. Ezt a szbget a kovetliddfejezésekkel tudjuk feltitd becsulni:

o S 1
COSBl = 7_(1+5*1/2y)1/2
L 1
sinf3; < =N = (5.1)

N (1 +el/2p-1)1/2

A szamolésok soran ki kell hasznalni azt, hogy ~ ¢'/>v~! ésJ = (L% + S22 Ezektdl
av tdbmegaranyra tudunk becslést adni.

1/2

v gtx cos 3 )2_1)
1
N () 5.2)
1

Ekkor vessziks, szdgféggvényeinek sorfejtéseit 4. rendig, és minden eenuegallapitjuk
hogy milyen értékekre ad még 2 tizedes jegy pontos becsksfajtés.

2 4
cosf; ~ 1— 71 + 2—i

: 3

sinf3;, =~ (;— Fl (5.3)

A 5.1 tablazat tartalmazza rendenként a maximalis szdgetdig elég pontos a sorfejtés, és
az ehhez az értékhez tartoz6 maximalis tomegaranyt.

A tablazat eredményei alapjan a masod rendl sorfejtégresemaximalis tomegarany
v = 8.3 x 1073. Ebben az esetben @ sz0g a bespiralozas folyamata soran végig kicsi.
Ez a tdtmegarany nem tipikus érték, ez egy nagy €s egy kis ibsmgermassziv fekete lyuk
UtkGzése esetén lehetséges. Masik i@heg egy kis tomegis (x 10°M,) szupermassziv fekete
lyuk és egy kdzepes tomegu fekete lyuk Gtkozése lehet. kkiddunk ilyen tipusu gravitacios
hullamot, az utalhat ilyen k6zepes tomegi fekete lyuktdekésére.

A sorfejtés elvégzéséhezoslor be kell vezetniink @, szoget a képletekbe. A folyamat

12



5.1. tAbldzat. Tomegarany becslésnagysaga szerint. Hissor: a sorfejtés rendje. Maso-
dik sor: a maximalis sz6g melyre a szogflggvények sorfejtéég 2 tizedes jegy pontosan
megegyzik a pontos értékkel. Harmadik sor: A tomegaranyel).1 esetén.

rend 1 2 3 4
G41°1 5 9 14 20
v 3x103[183x1073|1.98x 1072 | 4.16 x 1072

sorén alLy ésS; aJ korul precesszal, ekkor a kdvetkedsszefliggések érvényesek [6].
cos a = cos(ky — f3;) (5.4)

sina = sin(ky; — G4) (5.5)

Ezeket a képleteket kell behelyettesiterii aésh, képleteinkbe. A végsképletekhez még
azS; komponenseit meg kell adni. Ezt a [11] cikkben bevezetettciarendszerben egyszer(
kifejteni:

Sz = Sysinf) cos(¢, — ¢,)
Sy = Sisin By sin(¢; — ¢,,) (5.6)
Si. = SicosB

Itt S; = %m%u‘lxl[ll]. Elvégezziik a behelyettesitéseket és sorfejttjalien masod rendig.
A behelyettesitések megnovelik az altalanos formula lésamit a sorfejtés kdzel felére csok-
kent. Az eredményeket a dolgozat korlatozott terjedelmegtrasak el poszt-newtoni rendig
a B fuggelék tartalmazza.
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6. fejezet

Osszegzés

A dolgozat célja a kis tdmegaranyu fekete lyuk &stik gravitacios hullamformainak megha-
tarozasa volt. Elszor sikeresen reprodukaltam a [8] cikk eredményeit a REBSzimbolikus
programnyelvben irt sajat fejlesztést programmal.

A valasztott koordinatak kozott olyan szdget kerestlinkynkéd tomegarany esetén kicsi
lesz, és lehet benne sorfejteni (ez a sz@g)aA sorfejtés pontossagat 4. rendig meghataroztam,
ezek utan ugy dontottiink hogy masod rendig érdemes elmesanfegjtésben.

A programom a megadott radiativ multip6lus momentumokiséh énozgasegyenletebb
kiszamolja ah/ tenzort, elvégzi a kozel-korpalya kozelitést, meghatbaaz, ésh, polari-
zAaciobs allapotokat, elvégzi a megfédiehelyettesitéseket és a sorfejtést. Ezzel megkaptam a
kis tomegaranyu fekete lyuk kégok gravitacios hullamformait.

A formulak hossza fontos, mert a hatalmas mennyiségi mgdésbol ki kell sziirni a je-
let. Minél nagyobb a formula, annal tovabb tart a kiértékel& kapott altalanos eredmények
a koordinatainkban hosszabb eredményeket adtak mint Kigildgenényei [8], a sorfejtés vi-
szont jelenbsen csotkkentette az eredményeim hosszat. Ez csdkkeotgaid mérési adatok
kiértékelésének idejét.

Meghataroztam a gravitacios hullam amplitidjanak frekiefiiggését. A detektor var-
hat6 érzékenységének ismeretében kiszamoltantaaidelyet a gravitaciés hullam a detektor
erzéekenyseégi kiiszob folott tolt.
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/. fejezet

Koszonetnyilvanitas

Kdszondm Dr. Gergely Arpad Laszlonak hogy a kutatasba lesa@dhattam, és a sok hasznos
instrukciot és tanacsot. Koszondom Keresztes Zoltannakrikém gyakorlati részében nyujtott
segitséget. Kdszonettel tartozom Drownik Mareknek is.
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A. Flggelék

A gravitacios hullamformak
kozel-korpalya kdzelitésben

A kozel-korpalya kozelités eredményei 1.5-es poszt-newendig:

ahol

PO.

hij _ 2G,U <Gm) |:Qz]_'_PO5QZJ <G_m)

AD r c3r
- Gm L5 i [ GM 3/2
+PQY | — | + (P : Q?) — , (A.1)
c2r c2r -
QY =2 [)\Z/\j 7P A]] , (A.2a)
. 1—v ~ L ~
500 —— CaEyg) pipd iyJ
Q¥ == 1 {6(1\1 #)700) 4 (K- R) [#177 — 2)°7 }} (A.2b)

. 2 N o oo ~ ~ 4
PQY = g(l—?ﬂ)){(N-f)z (57777 — TAN] — 16(N - 2) (N - V)AUAT)

Qi -

1—v

—_

+ 2(

ww@@i

~” A o . 1 .
+ (N - \)? [3AZAJ—¢W}} —(19 — 3n) (777 — X' X))

w

2c 1+v
Gm21—v

~—

#i((c —8) x N)? (A.2¢)

{(1—277)[;(N NP (F7 — ANNT) + i(N £)2(N - ) (58NN — 37777

1

12(101 — 12077

(N - #)3700) 15(N-f)(N-5\)2f@)\j)} —(N-))

1 . .
(19 — 477))\2/\3]—6(149 36n)(N-f)f<w>}

2
|

2G
— 677
N-

A~

| - )
fne(S+0)] + 200 [ix (o)) +7¢ [Ax (48 + 50)}]
(i

>/)

AN [LN (28 + 30—)}
)
) (o

[ )XN} ) 1 2(N - §) [(U)XN}“M}, (A.2d)

Itt £ azr irAny( egységvektor. &%-t behelyettesitve a 3.18-3.19 képletekbe kapjuk a polari-
zacios allapotokat. Ezek explicit kifejezése megtal@tefl2] cikk A appendixében. A [12]
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cikk eredményeiben (ahdl = ¢ = 1) « helyéredr — ¢,-t, « helyérea-t kell helyettesiteni,
tovabba a polarizacios vektordkvel valo elforgatasa miatt a képletek -el szorzodnak.
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B. Fliggeléek

Gravitacios hullamforma kis tomegarany
esetén

Kis tdmegaranyra a gravitacios hullamformat 1. poszt-newtendig a kdvetkdz kifejezés

adja:
b - 2Gp (Gm o 4 Gm 1/21_Vh0'5 (B.3)
ADp \Ur X c2r 14+v x '
1
+ (C’;—m) (h! + ihlfo)} (8.4)
c°r X 14 X

Minden poszt-newtoni tagot/@, hatvanyai szerint rendezve adom meg{ 0; 0.5; 1):

Ry R A R (B.5)

hS% = (—4cosk cos(20)sin(2¢,) sin(2¢) — 12 cos Ky sin(2¢,,) sin(2¢))

+3 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos(20) — 3 cos(2k1) cos(21))

— c08(2K1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos(260) + 3 cos(2¢))

—3cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) — 9 cos(2¢,,) cos(21))

—3cos(2¢) cos(20) — 3 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21))

—4 cos(2) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,, + 8 cos ¢,, sin Ky sin(2¢)) sin(26)) /4 (B.6a)
RSt = (—4cos K cos @, sin(2¢) sin(20) + 4 cos(2k1) cos(21)) sin(26) sin ¢,

— c0s(2¢,,) cos(21) cos(26) sin(2k1) — 3 cos(2¢,,) cos(21) sin(2k;)

+3 cos(2¢)) cos(26) sin(2k1) — 3 cos(2¢) sin(2k1)

—2cos(20) sin Ky sin(2¢,,) sin(2¢)) — 6 sin k4 sin(2¢,,) sin(2¢)) /2 (B.6b)
h%? = (coskycos(20)sin(2¢,)sin(21) + 3 cos k; sin(2¢,,) sin(21))

+ cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(26) + 3 cos(2k1) cos(21))

+3 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) — 3 cos(2k1) cos(21)) cos(20)

+4 cos(2¢) sin(2k1) sin(26) sin ¢,, — 2 cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(26)) /2 (B.6¢)
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—4 cos k1 cos(2¢,,) cos O sin(21)) + cos(2k1) cos(2¢)) cos 0 sin(2¢,,)
—2c0s(29) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6 4 3 cos(2¢)) cos 0 sin(2¢,,)
—4 sin Ky sin(21) sin ¢,, sin 6 (B.7a)

= 2(2cos k1 sin (2¢)) sin ¢,, sin 6 + 2 cos(2k; ) cos (21)) cos ¢,, sin O

—2 cos(2¢,,) cos 0 sin Ky sin (21)) + cos (21) cos 0 sin(2k1) sin(2¢,,)) (B.7b)

= 2(cos K1 cos(2¢,,) cos O sin(21)) — cos(2k1) cos(21)) cos O sin(2¢,,)

+2 cos(2¢) cos ¢, sin(2k1) sin 6 + sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin 6) (B.7¢)
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RSP = (9cos Ky cos(2k) cos(26,) cos(2¢)) cos(26) cos 1 sin ¢, sin 6
+27 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos 1 sin ¢, sin 0
—5 cos K1 cos(2K1) cos(2¢,,) cos(260) cos 1 sin ¢, sin §
—15 cos k1 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos 1 sin ¢, sin 6
—63 cos k1 cos(2k1 ) cos(21)) cos(260) cos 1 sin ¢, sin 6
—9 cos k1 €os(2K1) cos(21)) cos 1 sin ¢, sin 6 + 45 cos(21)) cos ¢,, sin Y sin 6
+35 cos k1 cos(2k1 ) cos(26) cos 1) sin ¢,, sin 6
+5 cos k1 €os(2K1 ) cos ) sin ¢, sin @ — 37 cos k4 cos 1 sin ¢, sin 0
+63 cos k1 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos 1) sin ¢,, sin 6
+189 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢ sin ¢, sin 6
—31 cos K1 cos(2¢,,) cos(260) cos 1 sin ¢, sin 6
—93 cos k1 cos(2¢,,) cos 1 sin ¢, sin @ — 25 cos(2k1 ) cos 1) cos 0 sin K
+99 cos k1 cos(21)) cos(26) cos ¢ sin ¢,, sin 6 — 35 cos(2¢,,) cos 1 cos 0 sin Ky
+117 cos k1 cos(2¢)) cos 1 sin ¢, sin 6 + 9 cos(2k1 ) cos ¢,, sin ¢ sin 6
—51 cos k1 cos(26) cos 1 sin ¢,, sin  — 39 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos ¢,, sin 1) sin 6
—27 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin ) sin 6
+27 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4
—81 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos ¢,, sin ) sin 6
+9 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos 1) cos 0 sin Ky
—13 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) cos ¢,, sin 1) sin 6
—15 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(26) cos 1) cos O sin Ky
—5 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos 1 cos O sin k; — 69 cos(2¢,,) cos ¢,, sin ¢ sin 6
+81 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos(20) cos ¢,, sin ¢ sin 6
) cos(245) co
+63 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos ¢,, sin ) sin 6 + 45 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos 1) cos 0 sin Ky
)

( cos(260) cos ¢ cos 0 sin Ky
(

+39 cos(2k1 ) cos(20) cos ¢,, sin 1 sin 0 + 25 cos(2k1) cos(26) cos ) cos 0 sin k4
(
(

—45 cos(2k1) cos

—45 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 1) sin 6

+81 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

—135 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin ¢ sin 0 + 27 cos(2¢,,) cos(21)) cos 1) cos O sin Ky

—23 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢, sin 1 sin @ — 41 cos(2¢,,) cos(26) cos 1 cos 6 sin k4

—45 cos(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin ) sin 6 + 45 cos(2¢)) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

+54 cos(21)) cos(260) cos 6 sin(2k, ) sin(2¢,,) sin ¢
(2¢)
(

TL)
)

+18 cos(2¢)) cos O sin(2ky ) sin(2¢,,) sin ¢ — 23 cos(26) cos ¢,, sin 1) sin 0

—21 cos(26) cos 1) cos O sin k1 — 45 cos(21)) cos 1 cos 6 sin k4

+26 cos(20) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,) sin ¢ + 23 cos ¢,, sin ¢ sin 6

+21 cos ) cos O sin Ky — 2 cos sin(2k, ) sin(2¢,,) sin ) /16 (B.8a)
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RSPt = (—81cos Ky cos(2k1) cos(2¢,) cos(2)) cos(26) cos b cos 6
¢,,) cos(21)) cos 1 cos 0
+45 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) cos 1) cos O
+15 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ) cos O + T5 cos Ky cos(2k; ) cos 1) cos 0
+135 cos k1 cos(2k7) cos(2¢) cos(26) cos 1 cos 0
)

—135 cos K1 cos(2k1 ) cos(2

—27 cos Kk cos(2k1 ) cos(2¢,,

Qo O

cos 1 cos

—T75 cos k1 cos(2k1) cos(26) cos 1y cos 6 + 25 cos Ky cos(2¢,,) cos 1 cos §

—27 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1) cos O

—9 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos 1 cos O + T1 cos Ky cos(26) cos ¢ cos 0

+11 cos k1 cos(2¢,,) cos(26) cos 1 cos @ — T1 cos Ky cos Y cos

—135 cos k1 cos(21)) cos(26) cos 1) cos O + 135 cos ky cos(21)) cos 1 cos f

+27 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1 sin k4 sin ¢,, sin 6

+81 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos 1) sin Ky sin ¢, sin 0

—15 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) cos 1 sin k4 sin ¢, sin 6

—45 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos 1 sin k1 sin ¢,, sin 0

—189 cos(2k1 ) cos(21)) cos(26) cos 1) sin Ky sin ¢, sin 0

—108 cos(2k1) cos(21)) cos(26) cos 0 sin(2¢,,) sin ¢

—27 cos(2k1) cos(21)) cos 1 sin k1 sin ¢, sin 0

—36 cos(2k1) cos(2)) cos 0 sin(2¢,,) sin ) + 4 cos(2k1 ) cos 0 sin(2¢,,) sin ¢
+105 cos(2k1) cos(26) cos 1 sin k4 sin ¢,, sin 6

—52 cos(2k1) cos(260) cos 0 sin(2¢,,) sin ¢ + 15 cos(2k1) cos 1 sin k4 sin ¢, sin 6
—54 cos(2¢,,) cos(21) cos(260) cos ¢,, sin(2k1) sin ) sin 0

+81 cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(26) cos 1 sin k1 sin ¢, sin 6

—162 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin(2k1) sin sin 6

+243 cos(2¢,,) cos(2¢) cos 1 sin Ky sin ¢, sin 6

—26 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin(2k1) sin 1) sin 6

—41 cos(2¢,,) cos(20) cos 1 sin k4 sin ¢,, sin @

—78 cos(2¢,,) cos ¢,, sin(2k1) sin ¢ sin @ — 123 cos(2¢,,) cos ¢ sin k; sin ¢,, sin 0
+162 cos(2v)) cos(20) cos ¢,, sin(2k1 ) sin ¢ sin 6

—27 cos(21)) cos(26) cos 1 sin Ky sin ¢, sin 0

+126 cos(2¢) cos ¢, sin(2k1 ) sin ¢ sin 6 4 99 cos(2)) cos ¢ sin k4 sin ¢,, sin 0
+78 cos(20) cos ¢,, sin(2k1 ) sin ¢ sin  — 27 cos 1 sin k1 sin ¢, sin 6

+19 cos(26) cos 1 sin Ky sin ¢, sin @ + 18 cos ¢,, sin(2k;) sinypsinf) /16 (B.9a)
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0.5 2
h’+

(—81 cos K1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1 sin ¢,, sin @

—243 cos k1 €os(2K1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos 1 sin ¢, sin 6

+45 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos 1) sin ¢, sin 6

+135 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos 1 sin ¢, sin 6

+567 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos(26) cos i sin ¢,, sin 6

+81 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢) cos 1) sin ¢,, sin O

—315 cos k1 cos(2K1 ) cos(26) cos 1) sin ¢, sin 6

—45 cos k1 cos(2K1 ) cos 1 sin ¢, sin @ + 33 cos Ky cos(2¢,,) cos Y sin ¢,, sin 0

—27 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1) sin ¢,, sin 6

—81 cos Kk cos(2¢,,) cos(21)) cos 1 sin ¢, sin §

+11 cos k1 cos(2¢,,) cos(26) cos 1) sin ¢,, sin 6 + 57 cos k1 cos P sin ¢, sin 6

—351 cos k1 cos(2¢)) cos(26) cos ) sin ¢,, sin 6

—153 cos k1 cos(2¢)) cos 1 sin ¢,, sin 8 + 191 cos k4 cos(26) cos 1 sin ¢,, sin 0
+108 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 1) sin 0

—243 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

+324 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos ¢,, sin ¢ sin 6

—81 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos 1 cos O sin K4

+52 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) cos ¢,, sin 1 sin 6 + 55 cos(2¢,,) cos 1) cos 0 sin K
+135 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

+156 cos(2k1) cos(2¢,,) cos ¢, sin ¢ sin 0 + 45 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos 1 cos 0 sin Ky
—324 cos(2k1 ) cos(21)) cos(260) cos ¢,, sin 1) sin 6
+405 cos(2ky ) cos(2¢) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

—252 cos(2k1) cos(21)) cos ¢,, sin 1 sin 6 — 405 cos(2k1) cos(21)) cos 1 cos 0 sin k4
—156 cos(2k1 ) cos(26) cos ¢,, sin ) sin 0 — 225 cos(2k1) cos(26) cos 1 cos 0 sin k4
—36 cos(2k1 ) cos ¢,, sin ¢ sin § + 225 cos(2k1 ) cos 1) cos 0 sin Ky

—189 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 1 cos 6 sin k4

—63 cos(2¢,,) cos(2¢) cos 1) cos O sin k1 + 101 cos(2¢,,) cos(26) cos 1 cos 6 sin k4
+135 cos(2¢)) cos(26) cos 1 cos @ sin k1 — 135 cos(21)) cos ¢ cos 0 sin ky

—216 cos(2¢)) cos(20) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,) sin ¢

—72 cos(2¢) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,) sin ) — 79 cos(26) cos 1 cos 0 sin k4

—104 cos(26) cos 6 sin(2ky ) sin(2¢,,) sin ¢ + 79 cos 1 cos 0 sin k4

+8 cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,) sin¢) /32 (B.10a)

22



050 __
h><

051
h><

(9 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, cos 1) sin(26)

—5 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ¢,, cos 1 sin(26)

—27 cos k1 €os(2K1 ) cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin(20)

+15 cos k1 cos(2k1 ) cos ¢,, cos ¥ sin(26) + 23 sin(26) sin ¢,, sin ¥

+63 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, cos 1 sin(26)

—31 cos k1 cos(2¢,,) cos ¢,, cos P sin(260) — 4 sin(2k; ) sin ¢

—9 cos k1 €os(21)) cos ¢,, cos 1 sin(260) + 9 cos K1 cos ¢,, cos Y sin(26)

+27 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(2¢)) sin(26) sin ¢,, sin ¢

+13 cos(2k1) cos(2¢,,) sin(20) sin ¢,, sin ¥ + cos(2k; ) sin(26) sin ¢,, sin ¥

—18 cos(2k1) cos(21)) cos(26) cos 1 sin Ky sin(2¢,,)

—9 cos(2k1 ) cos(21) sin(26) sin ¢,, sin ) — 4 cos(2¢,,) sin(2x1 ) sin ¢

+10 cos(2k1 ) cos(260) cos 1) sin k1 sin(2¢,,)

+36 cos(2¢,,) 2¢)) cos(260) sin(2k; ) sin

+45 cos(2¢,,) 2¢)) sin(26) sin ¢,, sin ¢ + 4 cos(26) sin(2k, ) sin ¢

+16 cos(2¢,,) cos(20) sin(2k1 ) sin ¢ + 23 cos(2¢,,) sin(20) sin ¢,, sin ¢

—54 cos(2¢)) cos(26) cos i) sin Ky sin(2¢,,) + 8 cos 1 sin Ky sin(2¢,,)

+45 cos(21)) sin(26) sin ¢,, sin ¢ + 30 cos(26) cos ¢ sin k4 sin(2¢,,))/8 (B.11a)

(54 cos K1 cos(2k1) cos(21)) cos(20) cos ) sin(2¢,,)

—30 cos K1 cos(2k1 ) cos(26) cos 1 sin(2¢,,)

+18 cos k1 cos(2)) cos(26) cos 1) sin(2¢,,)

—10 cos k1 cos(26) cos 1 sin(2¢,,) — 8 cos k1 cos 1 sin(2¢,,)

—72 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(26) sin )

+27 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin k1 sin(26)

—32 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(26) sin ) + 8 cos(2k;) cos(2¢,,) sin )

—15 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos ¢,, cos 1 sin k; sin(26)
)
c

cos(
cos(

—81 cos(2k1) cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin k1 sin(26)
—8 cos(2ky)
+8 cos(2k1 ) sin ¢ + 81 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, cos 1) sin k4 sin(20)
+54 cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,, sin ¢

n)

0s(260) sin 1) + 45 cos(2k1) cos ¢,, cos P sin Ky sin(26)

(2¢,,) cos ¢,, cos P sin kq sin(26)
+26 cos(2¢,,) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,, sin ¥
—63 cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin K sin(26)

—18 cos(2¢)) sin(2k1 ) sin(20) sin ¢,, sin ¥

+39 cos ¢,, cos P sin ky sin(26) + 2sin(2k, ) sin(26) sin ¢, sin ) /8 (B.11b)

—41 cos
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0.5 2
h><

(—81 cos K1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, cos 1 sin(26)

+45 cos k1 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos ¢,, cos P sin(20)

+243 cos k1 cos(2k1) cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin(20)

—135 cos k1 cos(2k1) cos ¢,, cos P sin(260) — 16 cos(26) sin(2k,) sin ¢

—27 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, cos 1 sin(26)

+11 cos k1 cos(2¢,,) cos ¢,, cos 1 sin(260) — 99 cos k1 cos(2¢)) cos ¢,, cos 1 sin(20)
+51 cos K1 cos ¢,, cos 1 sin(260) — 108 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(2¢)) sin(26) sin ¢,, sin ¢
—52 cos(2k1 ) cos(2¢,,) sin(26) sin ¢,, sin ) — 8 cos 1 sin k; sin(2¢,,)

+162 cos(2k1) cos(21)) cos(20) cos 1 sin k1 sin(2¢,,) + 16 sin(2k) sin ¢

+36 cos(2k1) cos(2¢) sin(26) sin ¢,, sin ¢ — 90 cos(2k1) cos(26) cos 1 sin k4 sin(2¢,,)
—4 cos(2k1) sin(20) sin ¢,, sin ¢ — 144 cos(2¢,,) cos(2v) cos(26) sin(2k; ) sin ¢

—64 cos(2¢,,) cos(260) sin(2k1 ) sin ¢ + 16 cos(2¢,,) sin(2k; ) sin ¢

+126 cos(2¢)) cos(26) cos 1 sin k4 sin(2¢,,)

—70 cos(26) cos ¢ sin Ky sin(2¢,,)) /16 (B.12a)
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10 __
ho =

((1 — 3n)(—64 cos K1 cos(2k1) ¢

—128 cos Kk cos(2k1 ) cos(2¢,,) ¢
+192 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) ¢
)
n)

cos(2¢,,) cos(21)) cos?(26) sin(2,,) sin(21))

(
0s(21) cos(20) sin(2¢,,) sin(21))
) €os(21)) sin(2¢,,) sin(2¢))
0s?(26) sin(24,,) sin(21))

+8 cos k1 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(260) sin(2¢,,) sin(2¢))

+4 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) ¢
c

—12 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) sin(24,,) sin(2t)) — 44 cos*(2k;)
)
)

n

1448 cos k1 cos(2k1) cos(21)) cos®(26) sin(2¢,,) sin(2¢))

+128 cos k1 cos(2k1 ) cos(21)) cos(26) sin(2¢,,) sin(2¢))

—64 cos Ky cos(2k1) cos(2¢) sin(2¢,,) sin(2¢) + 8 cos?(2k1) cos(2¢,,)

—28 cos k1 cos(2k1 ) cos?(26) sin(2¢,, ) sin(21))

—104 cos k1 cos(2k1 ) cos(26) sin(2¢,,) sin(2¢) + 4 cos k1 cos(2ky ) sin(2¢,,) sin(21))
—192 cos k1 cos(26,) cos(21)) cos®(20) sin(2¢,, ) sin(2¢))

—384 cos Kk cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) sin(2¢,,) sin(21))

+576 cos Ky cos(2¢,,) cos(2¢)) sin(2¢,,) sin(2¢)) — 12 cos?(2k1) cos*(2¢,,)
—4 cos k1 cos(2¢,,) cos?(26) sin(2¢,,) sin(21)) + 156 cos k; sin(2¢,,) sin(21))

—8 cos K1 cos(2¢,,) cos(20) sin(2¢,,) sin(2¢) + 12 cos k1 cos(2¢,,) sin(2¢,,) sin(21))
—448 cos iy cos(29) cos®(260) sin(2¢,,) sin (2¢) + 88 cos?(2k ) cos? (2¢))

—128 cos k1 cos(2¢)) cos(26) sin(2¢,,) sin(21)) + 64 cos k1 cos(21)) sin(2¢,,) sin(2¢))
412 cos k1 cos®(20) sin(2¢,,) sin(21)) + 24 cos k1 cos(260) sin(2¢,,) sin(2¢))

—8 cos?(2k1) cos?(2¢,,) cos®(2¢) cos®(26) — 3 cos?(2k) cos?(2¢,,) cos(21))

—16 cos?(2k1) cos®(2¢,,) cos®(2¢)) cos(26) 4 24 cos®(2k1) cos®(2¢,,) cos®(29))

4 cos?(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos?(260) + 2 cos®(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos(26)
+4 cos®(2k1) cos?(26,,) cos®(20) + 8 cos®(2k1) cos?(2¢,,) cos(26)

1112 cos®(2k1) cos(2¢,)) cos?(21)) cos?(260) + 2 cos®(2k1) cos(2¢,,) cos(21))

432 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos(20) — 16 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(21))

—14 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(2t)) cos?(26) — 4 cos®(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26)
—56 cos?(2k1) cos(26,,) cos?(20) — 16 cos?(2k,) cos(2¢,,) cos(26)

—136 cos?(2k1) cos?(21)) cos®(20) + 48 cos?(2k1 ) cos?(2¢)) cos(26)

+17 cos®(2r1) cos(2¢)) cos®(260) — 6 cos®(2k1) cos(21)) cos(26)

—11 cos?(2k1) cos(2¢)) + 68 cos?(2k1) cos?(26) — 24 cos?(2k;) cos(26)

—112 cos(2k1) cos®(2¢,,) cos?(21)) cos*(26)

—224 cos(2k1) cos®(2¢,,) cos?(21)) cos(20)

4336 cos(2k ) cos®(2¢,,) cos®(21)) — 32 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(21))

42 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos?(26)

+4 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos(20) — 6 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21))

+56 cos(2k1) cos?(26,,) cos?(20) + 112 cos(2k1 ) cos?(2¢,,) cos(26)

—168 cos(2k1) cos®(2¢,,) + 224 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢)) cos®(26)

—64 cos(2#ky) cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,,
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+64 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos?(2¢)) cos(26)
—64 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(2¢) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,
—4 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos? (26)
+384 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)
+8 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,
—116 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) — 16 cos(2k1) cos(20)
+384 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢, sin k1 sin(21)) sin(26)
+8 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,
440 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) — 112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(26)
—24 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) cos ¢, sin k1 sin(2¢)) sin(20)
+32 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(26) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,
—32 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) + 408 cos*(2¢,,) cos*(2¢))
—T72 cos(2k1) cos(2¢,,) cos ¢,, sin k1 sin(2¢)) sin(26)
+32 cos(2ky) cos(2¢,,) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,, + 16 cos(2k) cos(2¢,,)
+336 cos(2k1) cos?(21)) cos?(26) — 168 cos(2k1) cos? (26)
+192 cos(2k ) cos®(21)) cos(26) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,
+32 cos(2k1 ) cos?(21)) cos(20) — 64 cos(2k;) cos®(21)) sin(2k; ) sin(26) sin ¢
—368 cos(2k1) cos?(21)) — 6 cos(2k1) cos(21)) cos?(26)
—640 cos(2k1 ) cos(21) cos(26) cos ¢, sin k1 sin(2¢)) sin(26)
—24 cos(2ky ) cos(21)) cos(26) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,
—40 cos(2k1) cos(2¢)) cos(20) — 272 cos®(2¢,,) cos®(21)) cos(26)
—128 cos(2k1 ) cos(21)) cos ¢,, sin k1 sin(2¢)) sin(26)
+8 cos(2k1) cos(29) sin(2ky ) sin(260) sin ¢,, + 46 cos(2k1) cos(21))
+40 cos(2k1) cos(26) cos ¢,, sin k1 sin(2¢)) sin(20)
—96 cos(2k1 ) cos(26) sin(2k1 ) sin(20) sin ¢,, + 184 cos(2k1)
+152 cos(2k1) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)
+32 cos(2k1 ) sin(2k;) sin(26) sin ¢,, — 136 cos®(2¢,,) cos®(24)) cos?(26)
—3cos?(2¢,,) cos(2¢)) cos®(20) — 6 cos?(2¢,,) cos(21)) cos(26)
+9 cos?(2¢,,) cos(21)) + 68 cos?(2¢,,) cos®(26) + 136 cos(2¢,,) cos(26)
—204 cos?(26,,) — 336 cos(2¢,,) cos?(21)) cos?(26)
—448 cos(2¢,,) cos*(21)) cos(26) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,
—96 cos(2¢,,) cos*(2¢) cos(26) — 448 cos(2¢,,) cos®(2¢) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,
cos”(
)

n

+48 cos(2¢,,) cos?(2¢)) + 2 cos(2¢,,) cos(24)) cos?(26)

+640 cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)

+8 cos(2¢,,) cos(21) cos(20) sin(2k, ) sin(260) sin ¢,,

+40 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) + 640 cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin Kk sin(2¢)) sin(26)
+104 cos(2¢,,) cos(2v) sin(2k; ) sin(260) sin ¢,, + 118 cos(2¢,,) cos(21))

1168 cos(2¢,,) cos?(260) — 8 cos(2¢,,) cos(20) cos ¢,, sin £ sin(21)) sin(26)
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+224 cos(2¢,,) cos(20) sin(2k; ) sin(20) sin ¢,, + 48 cos(2¢,,) cos(26)

—152 cos(2¢,,) cos ¢,, sin Ky sin(2¢) sin(260) — 24 cos(2¢,,)

+224 cos(2¢,,) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,, — 72 cos®(21)) cos*(26)

—448 cos®(29)) cos(26) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,, + 176 cos?(21)) cos(26)

—192 cos?(2¢)) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,, — 104 cos?(21)) — 11 cos(21)) cos*(26)
+128 cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)

+8 cos(21)) cos(20) sin(2k; ) sin(20) sin ¢,, + 46 cos(21)) cos(20)

—384 cos(2)) cos ¢,, sin Ky sin(2e)) sin(26) + 24 cos(21)) sin(2x, ) sin(20) sin ¢,,
—35cos(21)) + 36 cos®(26) + 24 cos(26) cos ¢,, sin k; sin(21)) sin(26)

+224 cos(20) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,, — 88 cos(20)

+8 cos ¢, sin k1 sin(21)) sin(260) 4 96 sin(2k, ) sin(26) sin ¢,, + 52))/96
+(3(4 cos k1 cos(26) sin(2¢,,) sin(2¢) + 12 cos Ky sin(2¢,,) sin(2¢)

+ cos(2ky) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) + 3 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21))

n

—3 cos(2k1) cos(2) cos(26) + 3 cos(2k1) cos(21) + 3 cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(26)
+9 cos(2¢,,) cos(2v)) + 3 cos(21)) cos(20) + 4 cos(2v) sin(2k; ) sin(260) sin ¢,,
—3cos(2¢) — 8 cos ¢, sin Ky sin(2¢) sin(26))) /4 (B.13)
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11
h+

((1 — 3n)(—288 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos ¢, sin(21)) sin(26)
—288 cos K1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin(21)) sin(26)

+18 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos ¢,, sin(21)) sin (26)

+54 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ¢,, sin(21)) sin(20)

+480 cos k1 cos(2k1 ) cos(29)) cos(26) cos ¢,, sin(21)) sin(20)

+96 cos k1 cos(2k1) cos(2¢) cos ¢, sin(21)) sin(26)

—30 cos K1 cos(2k1 ) cos(26) cos ¢,, sin(21)) sin(260)

—114 cos k1 cos(2k1) cos ¢,, sin(21)) sin(20)

+32 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos ¢,, sin(21)) sin(20)

+32 cos k1 cos(2¢,,) cos(2) cos ¢,, sin(21)) sin(20)

—10 cos k1 cos(2¢,,) cos(20) cos ¢,, sin(21)) sin(26)

+2 cos k1 cos(2¢,,) cos ¢, sin(2¢)) sin(26) — 8 cos®(2k1) cos(2¢) sin(26) sin ¢
—352 cos k1 cos(21)) cos(26) cos ¢,, sin(21)) sin(26)

+32 cos k1 cos(2¢)) cos ¢, sin(21)) sin(20)

+14 cos k1 cos(26) cos ¢,, sin(21)) sin(20) + 74 cos k1 cos ¢,, sin(21)) sin(20)
464 cos?(2k1) cos(26,,) cos?(21)) cos(26) sin(26) sin ¢,,

+64 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(2¢) sin(26) sin ¢,,

—8 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) sin(26) sin ¢,,

—8 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) sin(26) sin ¢

—32 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(20) sin(26) sin ¢,,

—32 cos?(2k1) cos(2¢,,) sin(20) sin ¢,,

—192 cos?(2k1) cos?(21)) cos(26) sin(26) sin ¢,,

+64 cos?(2k1) cos?(2¢) sin(26) sin ¢, — 32 cos?(2k1) sin(26) sin ¢,

424 cos?(2k1) cos(21)) cos(26) sin(26) sin ¢,

496 cos?(2k1) cos(26) sin(26) sin ¢,, — 12 cos(2k1) cos®(2¢,,) sin(2k1)

—8 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos®(21)) cos?(26) sin(2k;)

—16 cos(2k1) cos®(2¢,,) cos® (21)) cos(26) sin(2k1 )

124 cos(2k1 ) cos?(2¢,,) cos®(2¢) sin(2k1 )

+ cos(2k1) cos?(26,,) cos(2¢) cos®(20) sin(2k1)

+2 cos(2k1) cos?(2¢,, ) cos(21)) cos(26) sin(2k)

—3 cos(2k1) cos*(2¢,,) cos(21) sin(2k;)

+4 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos?(26) sin(2k;) + 8 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(26) sin(2k1 )
+112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(2)) cos?(26) sin(2k1)

+32 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos?(2¢) cos(26) sin (21 )

4224 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢) cos(26) sin(26) sin ¢,,

—16 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(2¢) sin(2k1 )

+224 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) sin(26) sin ¢,

—48 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos?(20) sin &, sin(2¢,, ) sin(21))

n
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—14 cos(2k,) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos?(26) sin(2k;)

—96 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2) cos(26) sin k4 sin(2¢,,) sin(21))

—4 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(21) cos(20) sin(2k;)

—4 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(260) sin(260) sin ¢,,

+144 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) sin k1 sin(2¢,,) sin(21))

+2 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k1)

—52 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) sin(26) sin ¢,,

+3 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(26) sin k1 sin(2¢,, ) sin(21))

—56 cos(2k ) cos(2¢,,) cos?(26) sin(2k;)

+6 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) sin k; sin(2¢,,) sin(2¢))

—16 cos(2ky ) cos(2¢,,) cos(26) sin(2k, )

—112 cos(2ky) cos(2¢,,) cos(26) sin(260) sin ¢,,

—9 cos(2ky ) cos(2¢,,) sin k1 sin(2¢,,) sin(21) + 8 cos(2k1 ) cos(2¢,,) sin(2x,)
—112 cos(2k1 ) cos(2¢,,) sin(20) sin ¢,,

—136 cos(2k1) cos®(2¢) cos®(26) sin(2k;)

148 cos(2k1) cos?(2¢)) cos(26) sin(2k; )

4224 cos(2k1) cos®(2¢) cos(26) sin(26) sin ¢,, + 88 cos(2k) cos? (21)) sin(2k1 )
496 cos(2k1 ) cos?(21)) sin(26) sin ¢,,

4336 cos(2k ) cos(2¢) cos?(26) sin k; sin(2¢,,) sin(2¢))

417 cos(2r1) cos(21)) cos? (26) sin(2k1 )

+96 cos(2k1) cos(21)) cos(20) sin k; sin(2¢,,) sin(21))

—6 cos(2ky) cos(29)) cos(26) sin(2k1) — 4 cos(2k1) cos(21)) cos(20) sin(20) sin ¢,,
—48 cos(2k1) cos(2¢)) sin k4 sin(2¢,,) sin(21)) — 11 cos(2k; ) cos(2¢)) sin(2k)
—12 cos(2k1 ) cos(24)) sin(20) sin ¢,,

—21 cos(2k;) cos?(26) sin k; sin(2¢,,) sin(21) + 68 cos(2k;) cos?(26) sin(2k; )
—T78 cos(2ky) cos(20) sin k1 sin(2¢,,) sin(21)) — 24 cos(2k; ) cos(20) sin(2k )
—112 cos(2ky ) cos(26) sin(26) sin ¢,, + 3 cos(2k; ) sin Ky sin(2¢,,) sin(21))

—44 cos(2ky ) sin(2k1) — 48 cos(2k1) sin(26) sin ¢,,

—56 cos?(2¢,,) cos®(2¢) cos®(20) sin(2k1)

—112 cos?(2¢,,) cos?(21)) cos(260) sin(2k;) + 168 cos? (2¢, ) cos?(21)) sin(2k1 )
4 cos?(2¢,,) cos(2¢) cos®(20) sin(2k1) + 2 cos?(2¢,,) cos(2¢) cos(26) sin(2k;)
—3cos?(2¢,,) cos(21)) sin(2k;) + 28 cos?(2¢,,) cos®(20) sin(2k1)

+56 cos?(2¢,,) cos(20) sin(2k;) — 84 cos?(2¢,,) sin(2k;)

+112 cos(2¢,,) cos®(2¢) cos®(20) sin(2k1) + 32 cos(2¢,,) cos?(21)) cos(20) sin(2k1)
—32cos(2¢,,) cos?(2¢)) cos(26) sin(20) sin ¢,, — 16 cos(2¢,,) cos?(21)) sin(2k;)
—32c0s(2¢,,) cos?(2¢) sin(26) sin ¢,, — 2 cos(2¢,,) cos(2¢) cos?(26) sin(2k;)
—80 cos(2¢,,) cos(21)) cos?(26) sin k1 sin(2¢,,) sin(21))

—160 cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) sin k; sin(2¢,,) sin(21))
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—58 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(260) sin(2k1)

+4 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) sin(20) sin ¢,,

+240 cos(2¢,,) cos(2¢) sin k1 sin(2¢,,) sin(21))

+20 cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k1) + 4 cos(2¢,,) cos(21)) sin(20) sin ¢,,

+ cos(2¢,,) cos?(20) sin k, sin(2¢,) ) sin(21))

—56 cos(2¢,,) cos?(26) sin(2k;) — 16 cos(2¢,,) cos(26) sin(2x;)

+2 cos(2¢,,) cos(26) sin k4 sin(2¢,,) sin(2¢))

+16 cos(2¢,,) cos(26) sin(26) sin ¢,, + 8 cos(2¢,,) sin(2k, )

—3cos(2¢,,) sin k1 sin(2¢,,) sin(2y)) + 16 cos(2¢,,) sin(20) sin ¢,,

1168 cos?(21)) cos?(26) sin(2k;) + 16 cos?(2¢) cos(26) sin(2k;)

496 cos?(21)) cos(26) sin(26) sin ¢,, — 184 cos*(21)) sin(2k1 )

—32 cos?(21)) sin(26) sin ¢,, — 20 cos(2¢) cos(26) sin(2k;)

4112 cos(2¢)) cos?(26) sin k; sin(2¢,, ) sin(2¢))

—3 cos(2¢) cos®(20) sin(2k;) — 12 cos(21)) cos(26) sin(26) sin ¢,

+32 cos(2¢)) cos(20) sin k; sin(2¢,,) sin(21))

—16 cos(2¢)) sin k1 sin(2¢,,) sin(21)) + 23 cos(2¢) sin(2k, )

+4 cos(2¢) sin(260) sin ¢, — 11 cos®(26) sin k; sin(2¢,,) sin(2¢))

—84 cos?(20) sin(2k;) — 46 cos(26) sin k; sin(2¢,,) sin(2¢)) —

8 cos(20) sin(2k;) — 48 cos(26) sin(26) sin ¢,, + 41 sin k; sin(2¢,,) sin(2¢))
+92sin(2k;) + 16sin(20) sin ¢,,)) /24 + (3(4 cos k1 cos ¢,, sin(2¢)) sin(26)
—4 cos(2k) cos(2¢)) sin(26) sin ¢,, + cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) sin(2k; )
+3 cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k1) — 3 cos(21)) cos(20) sin(2k;)

+3 cos(2¢)) sin(2k1) + 2 cos(26) sin k; sin(2¢,,) sin(2¢))

+6 sin Ky sin(2¢,,) sin(21))))/2 (B.14)
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12
h+

((1 — 31)(144 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos?(26) sin(2¢,,) sin(21))
+288 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) sin(2¢,,) sin(2¢))
—432 cos k1 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(21)) sin(2¢,,) sin(21))

—9 cos k1 cos(2k ) cos(2¢,,) cos?(26) sin(2¢,,) sin(21))
—18 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(20) sin(2¢,,) sin(21))
+27 cos Ky cos(2k1) cos(2¢,,) sin(2¢,,) sin(21))

—1008 cos 1 cos(2k1) cos(21)) cos?(26) sin(2¢,, ) sin(21))
—288 cos K1 cos(2k1) cos(21)) cos(26) sin(2¢,,) sin(21))
+144 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢) sin(2¢,,) sin(21))

+63 cos k1 cos(2k1) cos?(26) sin(2¢,, ) sin(21))

+234 cos k1 cos(2k1 ) cos(26) sin(2¢,,) sin(2¢))

—9 cos K1 cos(2k1) sin(2¢,,) sin(21)) — 15 cos k1 cos(2¢,,) sin(2¢,,) sin(21))
—16 cos k1 cos(26,,) cos(21)) cos?(20) sin(2¢,,) sin(2¢))

—32 cos K1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) sin(2¢,,) sin(21))

+48 cos k1 cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2¢,,) sin(2¢))

+5 cos K1 cos(2¢,,) cos®(20) sin(2¢,,) sin(2¢))

+10 cos k1 cos(2¢,,) cos(26) sin(2¢,,) sin(21))

+560 cos Ky cos(2)) cos?(26) sin(2¢,,) sin(21))

+160 cos k1 cos(29)) cos(26) sin(2¢,,) sin(2))

—80 cos k1 cos(2¢) sin(2¢,,) sin(2¢)) — 31 cos k; cos®(26) sin(2¢,,) sin(24))
—110 cos K1 cos(26) sin(2¢,,) sin(21)) — 35 cos k1 sin(2¢,,) sin(21))

+32 cos?(2k1) cos®(2¢,,) cos®(24)) cos?(26)

+64 cos?(2k1) cos?(2¢,,) cos®(2¢)) cos(20) + 48 cos?(2k1) cos®(2¢,,)
—96 cos?(2k, (2¢,,) cos

2

) cos?(2¢,,) cos®(2¢)) — 4 cos?(2k1) cos®(2¢,) cos(21)) cos?(26)
—8 cos?(2k1) cos?(2¢,,) cos(2¢)) cos(26) + 12 cos?(2k1 ) cos?(2¢,,) cos(21))
—16 cos?(2k1) cos®(2¢,) cos?(260) — 32 cos? (21 ) cos*(2¢,,) cos(26)
—448 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos? (21)) cos?(26)
—128 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) + 64 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos®(24))
+56 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos?(26)
+16 cos®(2k1) cos(26,,) cos(21)) cos(26) — 8 cos®(2k1) cos(2¢,,) cos(21))

4224 cos®(2k1) cos(2¢,,) cos®(20) + 64 cos®(2k1) cos(2¢,,)
—32cos?(2k1) cos(2¢,,) + 544 cos?(2k1) cos®(2¢) cos®(20)
—192 cos?(2k1) cos?(2¢)) cos(20) — 352 cos®(2k) cos®(29))
—68 cos?(2k1) cos(2¢)) cos?(26) + 24 cos®(2k1) cos(2¢)) cos(26)

—272 cos®(2k1) cos?(260) + 96 cos? (2r1) cos(26) + 176 cos? (2k1)

+112 cos(2k1) cos?(26,,) cos?(21)) cos?(20) + 44 cos? (21 ) cos(21))

+224 cos(2k1) cos®(2¢,) cos? (21)) cos(26)

—2cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos?(20) — 336 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos?(21))

cos(260)
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—4 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(29)) cos(260) + 6 cos(2k; ) cos?(2¢,,) cos(24))
—56 cos(2k1) cos?(26,,) cos?(20) — 112 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(26)
+168 cos(2k1) cos®(2¢,) — 224 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2)) cos®(20)
4256 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢) cos(26) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,,
—64 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26)
1256 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(2¢)) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,,
132 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(21)) + 4 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21) cos?(260)
—864 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin k4 sin(21)) sin(20)
—32 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,
+116 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26)
—864 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21) cos ¢,, sin k1 sin(2¢)) sin(26)
—32 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,
—40 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) + 112 cos(2k1) cos(26,,) cos?(26)
+54 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos ¢, sin Ky sin(21)) sin(26)
—128 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,
+32 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) — 16 cos(2k1) cos(2¢,,)
+162 cos(2k1) cos(2¢,,) cos ¢,, sin K1 sin(21)) sin(26)
—128 cos(2ky ) cos(2¢,,) sin(2k1) sin(26) sin ¢,,
(2K1) cos?(20) — 32 cos(2k) cos®(21)) cos(26)
—768 cos(2k1) cos®(21)) cos(26) sin(2k,) sin(26) sin ¢,,
(2r1)

)
—336 cos(2k) cos?(21))
(2¢9)

4256 cos(2k ) cos®(21)) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,
(2¢9)
)

(&
(&
(&
4368 cos(2k ) cos®(21)) + 6 cos(2k1 ) cos(21)) cos?(26)
+1440 cos(2k1) cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)
+96 cos(2k1 ) cos(29)) cos(26) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,

+40 cos(2ky ) cos(2¢)) cos(26) — 46 cos(2k1 ) cos(2¢))

+288 cos(2k1 ) cos(21)) cos ¢, sin Ky sin(2¢)) sin(26)

—32 cos(2k1 ) cos(2¢)) sin(2k, ) sin(20) sin ¢,

+168 cos(2k1 ) cos?(26) + 16 cos(2k1 ) cos(26)

—90 cos(2ky ) cos(20) cos ¢, sin k sin(2¢)) sin(26)

+384 cos(2k1 ) cos(26) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,

—342 cos(2ky ) cos ¢,, sin Ky sin(21)) sin(26)

—128 cos(2k1) sin(2k1) sin(26) sin ¢,, — 6 cos?(2¢,,) cos(2¢))
—184 cos(2k1) — 16 cos?(2¢,,) cos*(2¢)) cos®(26)

—32 cos?(2¢,,) cos®(2¢) cos(26) + 48 cos?(2¢,,) cos?(21))

+2 cos?(26,,) cos(21)) cos?(20) + 4 cos?(2¢,,) cos(21)) cos(26)
+16 cos?(2¢,,) cos(20) — 24 cos*(2¢,,)

1224 cos(2¢,,) cos®(21)) cos®(20) + 8 cos?(2¢,,) cos?(26)
1448 cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,,

n
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164 cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) — 8 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26)

1448 cos(2¢,,) cos?(21)) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,,

—32cos(2¢,,) cos?(21)) — 28 cos(2¢,,) cos(2¢)) cos?(26)

—544 cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)

—8 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,,

—544 cos(2¢,,) cos(21) cos ¢, sin k1 sin(21)) sin(26)

—104 cos(2¢,,) cos(29) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,, + 4 cos(2¢,,) cos(2¢))
—112 cos(2¢,,) cos?(26) — 32 cos(2¢,,) cos(26)

+26 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)

—224 cos(2¢,,) cos(20) sin(2k1) sin(26) sin ¢,,

+110 cos(2¢,,) cos ¢,, sin k1 sin(2¢) sin(26)

—224 cos(2¢,,) sin(2k;) sin(26) sin ¢,, + 16 cos(2¢,,)

—272 cos?(2¢)) cos?(26) + 96 cos®(29)) cos(26)

1448 cos*(2¢)) cos(26) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,

4192 cos®(2¢) sin(2k1 ) sin(26) sin ¢,, + 176 cos*(2¢))

434 cos(2¢) cos?(26) — 12 cos(2)) cos(26)

+608 cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin k1 sin(21)) sin(20)

—8 cos(2¢) cos(20) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,,

+224 cos(2v)) cos ¢, sin k1 sin(2¢)) sin(20)

—24 cos(21)) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,, — 22 cos(21)) + 136 cos?(26)
—46 cos(26) cos ¢,, sin K1 sin(21)) sin(26)

—224 cos(260) sin(2k, ) sin(26) sin ¢,, — 48 cos(20)

—154 cos ¢, sin £ sin(2¢) sin(26) — 96 sin(2k1) sin(26) sin ¢,, — 88)) /48
+(3(— cos Kk cos(20) sin(2¢,,) sin(21)) — 3 cos Ky sin(2¢,,) sin(21))
— cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) — 3 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21))
+3 cos(2k1) cos(2¢) cos(26) — 3 cos(2k1) cos(21))

—4 cos(29) sin(2k; ) sin(26) sin ¢,, + 2 cos ¢,, sin Ky sin(21) sin(26)))/2  (B.15)

33



th _

((1 — 3n)(—64 cos k1 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 8 sin(24))
464 cos ki cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(24)) cos O sin(21))

+4 cos k1 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(26) cos 6 sin(29))

—4 cos k1 cos(2k ) cos?(2¢,,) cos 0 sin(2¢))

+224 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos O sin(21))
—96 cos K1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos O sin(21))

) cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(21))

) cos(21)) cos(26) cos 0 sin(2¢))

) cos(21)) cos 6 sin(2¢))

) cos(26) cos 6 sin(21))

1) cos @sin(21)) + 4 cos k1 cos?(2¢,,) cos 0 sin(21))
¢,,) cos(21) cos(26) cos 6 sin(2¢))
¢

)

—32 cos K1 €oS(2K1) cOS
+32 cos K1 cos(2k
—32 cos K1 cos(2kK1
+28 cos K1 cos(2k
—28 cos k1 cos(2K
—192 cos ki cos?(2
+192 cos k1 cos?(2¢,,) cos(2)) cos 6 sin(21))
—4 cos k1 cos?(2¢,,) cos(20) cos O sin(21))
—224 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 0 sin(21))
+96 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos 0 sin(21))
+48 cos k1 cos(2¢,,) cos 0 sin(21)) — 96 cos k1 cos(21) cos O sin(2¢))
+96 cos k1 cos(2¢) cos(20) cos 6 sin(21))
—28 cos K1 cos(26) cos 0 sin(21)) + 28 cos kq cos 6 sin(2))
+8 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) cos #sin(2¢,,)

(2K

—8 cos?(2ky) cos(2¢,,) cos?(21)) cos O sin(24,,)
— cos®(2k1) cos(2¢,) cos(2¢) cos(26) cos O sin(2¢,,)
+ cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos O sin(2¢,,)

2

—4 cos ( 1) cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)
+4 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos O sin(2¢,,)

—56 cos2( 1) cos?(2¢)) cos(26) cos § sin(2¢,, )

424 cos?(2k) cos?(2¢)) cos A sin(2¢,,)

+7 cos?(2k1) cos(21)) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—3 cos?(2k1) cos(21)) cos  sin(2¢,, )

428 cos?(2k1) cos(26) cos Osin(26,,) — 12 cos®(2k,) cos Osin(24,,)
—48 cos(2k1) cos(2¢,,) cos*(21)) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 6
+112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—16 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos ¢,, sin(2k; ) sin 6

—112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(21)) cos § sin(2¢,, )

+6 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21) cos(20) cos ¢, sin(2k; ) sin 0

—2 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos 0 sin(2¢,,)

—288 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin §
+2 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin(2k; ) sin 0
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+2 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos 0 sin(2¢,))

—96 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin ¢

+24 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos ¢,, sin(2k1) sin 6

—56 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) cos §sin(2¢,,)

+24 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(20) sin k1 sin(21)) sin ¢,, sin ¢

+8 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6

+56 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos 0 sin(2¢,))

+24 cos(2k1 ) cos(2¢,,) sin k1 sin(2¢)) sin ¢,, sin 6

480 cos(2k ) cos?(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin(2k;) sin 0

—112 cos(2k1) cos?(2¢) cos(26) cos O sin(2¢,,)

148 cos(2#k1 ) cos?(2¢)) cos ¢, sin(2k1 ) sin @

148 cos(2k ) cos?(2¢)) cos O sin(2¢,,)

—10 cos(2ky ) cos(29)) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 0

+26 cos(2k1 ) cos(2¢)) cos(26) cos 6 sin(2¢,,)

—32 cos(2k1) cos(2¢)) cos(260) sin k4 sin(21)) sin ¢, sin 6

—6cos(2k1) ¢

—6cos(2k1) ¢

+32 cos(2k1 ) cos(2¢)) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin 6

—40 cos(2k1 ) cos(26) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6
)
)

0s(21)) cos ¢,, sin(2k1) sin 0
08(2¢)) cos 0sin(2¢,,) — 24 cos(2k1 ) cos ¢,, sin(2k1) sin 6

+56 cos(2k1 ) cos(20) cos 0 sin(2¢,,) — 24 cos(2k1) cos 0 sin(2¢,,)
—40 cos(2k1 ) cos(26) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin 0

—8 cos(2k1 ) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin 0

—336 cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) cos ¢, sin(2k1) sin 6

1136 cos(2¢,,) cos?(21)) cos(26) cos Osin(2¢,,)

—112cos(2¢,,) cos?(2¢) cos ¢,, sin(2k; ) sin §

—136 cos(2¢,,) cos®(21)) cos § sin(2¢,,)

+18 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin(2k; ) sin 0

+3 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

—480 cos(2¢,,) cos(21) cos(260) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin 6

+38 cos(2¢,,) cos(2¢) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6

—3cos(2¢,,) cos(21)) cos @ sin(2¢,,) — 72 cos®(21)) cos O sin(2¢,,)
—160 cos(2¢,,) cos(2¢) sin k4 sin(2¢)) sin ¢,, sin 6

+168 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 0

+24 cos(2¢,,) cos(26) sin k4 sin(2¢)) sin ¢,, sin 6

+56 cos(2¢,,) cos ¢,, sin(2k1) sin 6 4 68 cos(2¢,,) cos 0 sin(2¢,,)
+56 cos(2¢,,) sin k1 sin(21)) sin ¢,, sin ¢

+112 cos®(2¢)) cos(26) cos ¢, sin(2k1) sin &

4168 cos?(2¢)) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)
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+16 cos®(21)) cos ¢,, sin(2k;) sin 6

—68 cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

—38 cos(2¢)) cos(260) cos ¢,, sin(2k1) sin 6

— cos(2¢) cos(260) cos 0 sin(2¢,,)

—352 cos(2¢)) cos(26) sin k4 sin(2¢)) sin ¢, sin 6

—2c0s(21)) cos ¢,, sin(2k1 ) sin @ — 39 cos(2¢)) cos O sin(2¢,,)
—160 cos(2¢)) sin k; sin(2¢) sin ¢,, sin 6

—56 cos(26) cos ¢,, sin(2k1 ) sin @ — 84 cos(26) cos 0 sin(2¢,,)
—8 cos(20) sin k4 sin(2¢)) sin ¢, sin § — 8 cos ¢,, sin(2k1 ) sin §
+36 cos 0 sin(2¢,,) + 72 sin Ky sin(2¢) sin ¢,, sin 6)) /24
+3(4 cos k1 cos(2¢,,) cos 0 sin(21))

— cos(2K1 ) cos(2¢) cos O sin(2¢,,)

+2 cos(2¢)) cos ¢,, sin(2k1 ) sin @ — 3 cos(2¢) cos sin(2¢,,)
+4 sin k1 sin(24)) sin ¢,, sin 6)

36

(B.16)



((1 — 3n)(216 cos k1 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21) cos(20) sin(21)) sin ¢,, sin 0
+72 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21)) sin(2¢)) sin ¢, sin 6

(2¢,,) cos(20) sin(2¢) sin ¢,, sin 0
(2¢,,) sin(2¢) sin ¢,, sin 6

—18 cos k1 cos(2k1) cos

s(24) cos(20) sin(21)) sin ¢,, sin ¢
cos(2¢) sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
cos(26) sin(21) sin ¢,, sin 6
+6 cos k1 cos(2k1 ) sin(2¢)) sin ¢, sin 6
—24 cos k1 cos(2¢,,) cos(2) cos(26) sin(21)) sin ¢,, sin 6
—8 cos K1 cos(2¢,,) cos(21) sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
+6 cos k1 cos(2¢,,) cos(26) sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
—2 cos k1 cos(2¢,,) sin(2¢) sin ¢,, sin 6
)
)

(2r1) co
—18 cos k1 cos(2K1 ) cos
+24 cos k1 cos(2k1) co
—24 cos K1 cos(2K1)
)

+30 cos k1 cos(2k4

+72 cos k1 cos(2)) cos(26) sin(2¢)) sin ¢,, sin 6

+56 cos k1 cos(21)) sin(2¢)) sin ¢, sin 6

—18 cos k1 cos(26) sin(2¢) sin ¢,, sin  — 22 cos k4 sin(21)) sin ¢,, sin 6
+48 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos?(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin 6

416 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢)) cos ¢,, sin f

—6 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos ¢, sin §
—2cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢, sin O

—24 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin &

—8 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos ¢,, sin § + 24 cos®(2k,) cos ¢, sin f
—80 cos?(2k) cos®(21)) cos(26) cos ¢, sin f

—48 cos?(2k1) cos?(2¢)) cos ¢, sin 6

410 cos®(2k1) cos(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin O

+6 cos?(2k1) cos(21)) cos ¢,, sin @ + 40 cos®(2k1 ) cos(26) cos ¢,, sin 6
—48 cos(2k) cos*(2¢,,) cos(21) cos(26) cos O sin k sin(21))
148 cos(2k1) cos?(26,,) cos(21)) cos 0 sin k; sin(2¢))

+3 cos(2k1 ) cos?(2¢,,) cos(260) cos § sin k1 sin(2¢))

—3 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos O sin k1 sin(21))

+168 cos(2k1) cos(26,,) cos?(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 6

+8 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢)) cos(26) cos O sin(2k; ) sin(24,,)
456 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos?(2¢) cos ¢,, sin 6

—8 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢)) cos O sin(2k, ) sin(24,,)

—9 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 0

+168 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos(20) cos 6 sin k4 sin(21))
— cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) cos 0 sin(2k1) sin(2¢,,)
—19 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin 0

—T72 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢)) cos 0 sin k4 sin(21))
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+ cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2v) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,)
—84 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(20) cos ¢,, sin 6

—24 cos(2K1) cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin k4 sin(21))

—4 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(2k; ) sin(2¢,,)
—28 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ¢,, sin H

+4 cos(2k1) cos(2¢,,) cos 0 sin(2k, ) sin(2¢,,)

—56 cos(2k1) cos?(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 6

—56 cos(2k1) cos?(2¢) cos(26) cos f sin(2k,) sin(24,,)
—8 cos(2k1 ) cos?(21)) cos ¢, sin O

124 cos(2k1 ) cos?(21)) cos O sin (2, ) sin(2¢,,)

+19 cos(2ky ) cos(2¢) cos(26) cos ¢,, sin 0

+24 cos(2k1) cos(21)) cos(20) cos 0 sin Ky sin(2¢))

+7 cos(2ky1) cos(29)) cos(26) cos 6 sin(2k, ) sin(2¢,,)

+ cos(2k1 ) cos(21)) cos ¢,, sin 6 + 4 cos(2k1) cos ¢,, sin ¢
+28 cos(2k1 ) cos(20) cos ¢,, sin 0

—24 cos(2k1) cos(21)) cos 0 sin Kk sin(21))

—3 cos(2k1) cos(21)) cos O sin(2k1) sin(2¢,,)

+21 cos(2k1) cos(20) cos 0 sin k4 sin(21))

+28 cos(2ky ) cos(26) cos sin(2k, ) sin(2¢,,)

—21 cos(2k1) cos Osin  sin(21) — cos®(2¢,,) cos 0 sin k; sin(2¢))
—12 cos(2ky ) cos 0sin(2ky ) sin(2¢,,)

—80 cos?(2¢,,) cos(2)) cos(26) cos 0 sin k; sin(29))
480 cos?(2¢,,) cos(21)) cos O sin k1 sin(21))

+ cos?(2¢,,) cos(26) cos O sin k1 sin(21))

—24 cos(2¢,,) cos?(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin 0

+56 cos(2¢,,) cos?(2¢)) cos(26) cos  sin(2k1 ) sin(2¢,, )
—8 cos(2¢,,) cos*(2¢) cos ¢,, sin 0

—56 cos(2¢,,) cos®(24)) cos 0 sin(2k, ) sin(24,,)

+3 cos(2¢,,) cos(2¢) cos(20) cos ¢,, sin 0

+56 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) cos 6 sin k4 sin(21))

— cos(2¢,,) cos(2¢) cos(20) cos 6 sin(2k1) sin(2¢,,)

+ cos(2¢,,) cos(2v)) cos ¢,, sin 0

—24 cos(2¢,,) cos(21)) cos O sin k4 sin(21))

+ cos(2¢,,) cos(2¢) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,)

+12 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin 0

—16 cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin k4 sin(21))

—28 cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(2k; ) sin(2¢,,)

+4 cos(2¢,,) cos ¢,, sin 6 + 12 cos(2¢,,) cos 0 sin k; sin(21))
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+28 cos(2¢,,) cos Osin(2k, ) sin(2¢,,)

440 cos?(21)) cos(26) cos ¢,, sin 0

—56 cos?(21)) cos(26) cos O sin(2k1 ) sin(2¢,,)

+24 cos®(21)) cos ¢, sin 6 + 24 cos?(21)) cos O sin(2k1 ) sin(2¢,,)
—5cos(29) cos(26) cos ¢,, sin @ — 3 cos(21) cos ¢, sin §

+40 cos(2¢)) cos(260) cos 0 sin k4 sin(21))

+13 cos(2¢)) cos(20) cos 0 sin(2k, ) sin(2¢,,)

—40 cos(2¢)) cos 0 sin Ky sin(21)) — 12 cos ¢,, sin 0

—3cos(2¢) cos 0 sin(2k1 ) sin(2¢,,) — 20 cos(20) cos ¢,, sin §

+7 cos(26) cos 0 sin k4 sin(21)) — 7 cos 6 sin k4 sin(29))

+28 cos(26) cos 0 sin(2k, ) sin(2¢,,) — 12 cos 0 sin(2k;) sin(2¢,,))) /6
+6(—2 cos Ky sin(24)) sin ¢,, sin @ — 2 cos(2k1) cos(2¢) cos ¢,, sin 0
+2 cos(2¢,,) cos @ sin k1 sin(21)) — cos(24) cos 0 sin(2k1) sin(2¢,,)) (B.17)
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= ((1 — 3n)(144 cos Ky cos(2k1) cos®(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos O sin(21))

—144 cos Ky cos(2k1) cos?(2¢,,) cos(21)) cos O sin(2¢))

—9 cos k1 cos(2k) cos?(2¢,,) cos(26) cos O sin(21))

49 cos k1 cos(2k1) cos?(2¢,,) cos 0 sin(21))

—504 cos k1 cos(2K1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(260) cos O sin(21))
+216 cos k1 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos 0 sin(21))

+72 cos k1 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos 0 sin(21))

—72 cos Ky cos(2k1 ) cos(2) cos(26) cos 0 sin(21))

+72 cos k1 cos(2k1 ) cos(21)) cos O sin(21))

—63 cos k1 cos(2k1 ) cos(26) cos 0 sin(21))

463 cos 1 cos(2k1) cos O sin(21)) + 48 cos?(2k, ) cos §sin(2¢,,)
—16 cos Ky cos®(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos O sin(21))

+16 cos k1 cos?(2¢,,) cos(2¢) cos 0 sin(29))

+5 cos K1 cos?(2¢,,) cos(26) cos 6 sin(21))

—5cos Ky cos?(2¢,,) cos O sin(21))

+280 cos k1 cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos 6 sin(21))

—120 cos k1 cos(2¢,,) cos(2)) cos 0 sin(21))

—32 cos K1 €os(2¢,,) cos(20) cos O sin(21))

—12 cos k1 cos(2¢,,) cos O sin(21)) — 35 cos Ky cos 6 sin(2¢))
+8 cos k1 cos(21)) cos(26) cos O sin(21))

—8 cos K1 cos(21)) cos 0 sin(21)) + 35 cos k1 cos(26) cos 6 sin(2¢))
—32cos?(2k) cos(26,,) cos?(2¢)) cos(26) cos § sin(2¢,,)

132 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢) cos 0 sin(2¢,,)

44 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—4 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos O sin(2¢,,)

116 cos?(2k1) cos(2¢,,) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—16 cos?(2k,) cos(2¢,,) cos fsin(24,,)

4224 cos®(2k1 ) cos?(21)) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—96 cos?(2k1) cos?(2¢) cos #sin(2¢,,)

—28 cos?(2k) cos(2¢)) cos(26) cos fsin(2¢,,)

412 cos?(2k1) cos(2¢)) cos O sin(2¢,,)

—112 cos® (21 ) cos(26) cos f sin(2¢,,)

+192 cos(2k1) cos(26,,) cos?(2¢) cos(26) cos ¢,, sin(2k; ) sin 0
—112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos®(2¢)) cos(26) cos f sin(2¢,,)
164 cos(2k ) cos(2¢,,) cos?(21)) cos ¢, sin(2k, ) sin 6

4112 cos(2k1) cos(2¢,,) cos?(2)) cos O sin(2¢,, )

—24 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(2¢) cos(260) cos ¢,, sin(2k1) sin 6
+2 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(21) cos(20) cos 6 sin(2¢,,)
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+648 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) sin Ky sin(2¢) sin ¢,, sin 6
—8 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(21)) cos ¢,, sin(2k;) sin 6

—2 cos(2K1 ) cos(2¢,,) cos(2¢) cos 0 sin(2¢,,)

+216 cos(2k1) cos(2¢,,) cos(21)) sin Ky sin(2¢) sin ¢,, sin 6

—96 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos(260) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6

+56 cos(2k1 ¢,,) cos(20) cos 0 sin(2¢,,)

¢,,) cos(20) sin Ky sin(2¢) sin ¢,, sin 6

¢

¢

Pn

(2k1) cos(2
—54 cos(2k1)
—32 cos(2k1 ) cos(2¢,,) cos ¢,, sin(2k;) sin f
(2K1) cos(2¢,,) cos O sin(2¢,,)
(2K1) ) sin k1 sin(24)) sin ¢,, sin 0
—320 cos(2k1 ) cos”(2¢)) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 0
W)

c
c
c
—56 cos(2k1) ¢
c

(21) cos™(

+112 cos(2k1) cos?(2¢)) cos(26) cos O sin(26,,)
(21)
c
c
c
c
c

(
(
0s(2
(
(
(

—54 cos(2k1) cos(2

2

—192 cos(2k1) cos? (2¢) cos ¢,, sin(2k1 ) sin @

—48 cos(2k1) cos?(2¢) cos O sin(2¢,,)

+40 cos(2k1) cos(21)) cos(20) cos ¢,, sin(2k; ) sin 0

—26 cos(2k1 ) cos(21)) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

+72 cos(2k1) cos(21)) cos(20) sin k; sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
+24 cos(2k1) cos(21)) cos ¢, sin(2k;) sin 0

+6 cos(2k1) cos(2¢) cos 0 sin(2¢,,)

—T72 cos(2k1) cos(2¢) sin k1 sin(21)) sin ¢, sin 6

+160 cos(2k1) cos(20) cos ¢,, sin(2k; ) sin 0

—56 cos(2k1 ) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

+90 cos(2k1) cos(20) sin k; sin(2¢) sin ¢,, sin 6

+96 cos(2k1) cos ¢, sin(2k1 ) sin 0 + 24 cos(2k; ) cos 8 sin(2¢,,)
+18 cos(2ky ) sin k1 sin(2¢) sin ¢,, sin 6

+336 cos(2¢,,) cos®(2¢) cos(26) cos ¢, sin(2k1) sin &
+16 cos(2¢,,) cos?(2¢) cos(26) cos  sin(2¢,,)

+112 cos(2¢,,) cos®(2¢) cos ¢,, sin(2k;) sin 4

—16 cos(2¢,,) cos*(2¢) cos O sin(2¢,,)

—18 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 6

—2 cos(2¢,,) cos(21) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

+408 cos(2¢,,) cos(21)) cos(20) sin k1 sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
—38 cos(2¢,,) cos(2¢) cos ¢,, sin(2k1 ) sin 6

+2 cos(2¢,,) cos(2¢)) cos 0 sin(2¢,,)

+136 cos(2¢,,) cos(2¢)) sin k1 sin(21)) sin ¢,, sin 6

—168 cos(2¢,,) cos(26) cos ¢,, sin(2k, ) sin 6

—8 cos(2¢,,) cos(26) cos 0 sin(2¢,,)

—30 cos(2¢,,) cos(26) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin §
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—56 cos(2¢,,) cos ¢,, sin(2k1) sin 6 + 8 cos(2¢,,) cos O sin(2¢,,)

—38 cos(2¢,,) sin k4 sin(21)) sin ¢,, sin ¢

—112 cos®(2¢) cos(26) cos ¢, sin(2k1) sin &

—112 cos®(2¢) cos(26) cos O sin(2¢,,)

—16 cos?(21)) cos ¢, sin(2k; ) sin 6 + 48 cos?(2¢)) cos f sin(2¢,,)
+38 cos(2¢)) cos(260) cos ¢,, sin(2k1) sin 6

+14 cos(2¢)) cos(20) cos 0 sin(2¢,,)

+120 cos(2¢)) cos(26) sin k4 sin(2¢)) sin ¢, sin 6

+2 cos(2¢) cos ¢, sin(2k1 ) sin @ — 6 cos(2¢)) cos  sin(2¢,,)

+8 cos(2¢)) sin k1 sin(24)) sin ¢, sin 6 + 56 cos(26) cos ¢,, sin(2k;) sin 6
+56 cos(26) cos 0 sin(2¢,,) + 42 cos(20) sin k; sin(2¢)) sin ¢,, sin 6
+8 cos ¢,, sin(2k1) sin @ — 24 cos 0 sin(2¢,,)

—10sin k1 sin(2¢) sin ¢, sin§)) /12

+6(— cos k1 cos(2¢,,) cos O sin(21))

+ cos(2k1 ) cos(2¢)) cos O sin(2¢,,) — 2 cos(21)) cos ¢,, sin(2k1) sin @

— sin Ky sin(24)) sin ¢,, sin 0) (B.18)
R0 = (2sin On(cos Ky cos ¢, sin ) — cos P sin @, ) (B.19)
RSO = (2n(— cos K cos(2¢,,) cos ¢, cos O sin 1
— cos K1 cos 0sin(2¢,,) sin ¢, sin ) + cos ¢,, sin k1 sin 1 sin 0
— ¢0s(2¢,,) cos ) cos O sin ¢y + cos ¢, cos ) cos O sin(2¢,,)
— €08 ¢, sin K1 sin ¢,, sin 1 sin @ + cos ¢,, sin k1 sin ¢, siny sind)) (B.20)
hfo 2 = (n(2cos k1 cos ¢, sin ¢, sin 1 sin § — 2 cos K, cos ¢, sin ¢, sin 1) sin O
—2 €08 K1 €OS ¢, sin Y sin @ — 2 cos(2¢,,) cos ¢, cos O sin k1 sin
+ cossin ¢, sin @ — 2 cos 0 sin ky sin(2¢,,) sin ¢, sin1))) (B.21)
RSO0 —  (n(— cos k1 sin(260) sin ¢,, sin 1) — cos(26) sin k; sin 1
— €08 ¢,, cos Y sin(26) + sin k4 sin 1)) (B.22)
RSO —  (n(= cos ky cos(2¢,) cos(26) sin ¢, sin 1)
X 1 n 1

—3 cos Kk cos(2¢,,) sin ¢, sin

+ cos k1 cos(26) cos ¢, sin(2¢,,) sin

+ cos k1 cos(26) sin ¢, sin ) + 2 cos Ky cos(26) sin ¢

+3 cos K1 cos ¢ sin(2¢,,) sin ) — cos K1 sin ¢, sin ¥

—2cos K1 sin Y + cos(2¢,,) cos(26) cos ¢, cosp

+3 cos(2¢,,) cos ¢, cos Y + cos(26) cos ¢, cos Y

+ cos(26) cos 1 sin(2¢,,) sin ¢y + 3 cos 1 sin(2¢,,) sin ¢,

—2 €08 ¢ €os ¢, sin k1 sin(26) sin ) — cos ¢, cos P

—2sin Ky sin(20) sin ¢, sin ¢,, sin ¢ — 2sin k1 sin(26) sin ¢,, sinv)) /AB.23)
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h€2 = (n(2cosk cos ¢, cos ¢, sin(20) sin 1)
+2 cos k1 sin(26) sin ¢, sin ¢, sin ¥
+2 cos k1 sin(26) sin ¢,, sin ¥ + 2 cos(26) sin k4 sin
— c0s(2¢,,) cos(26) sin k1 sin ¢, sin
—3cos(2¢,,) sin k1 sin ¢, sin
+ cos(26) cos ¢, sin k; sin(2¢,,) sin ¢
+ cos(26) sin k4 sin ¢, sin ¥ + 3 cos ¢y sin Ky sin(2¢,,) sin ¥
+ cos ¢,, cos Y sin(26) — sin Ky sin ¢, siny — 2sin kg sine)) /2 (B.24)
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