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BEVEZETES 3

1. Bevezetés

A specidlis relativitdselmélet els6ként vezette be a négydimenziés téridé fogalméat, majd
az dltaldnos relativitdselmélet annak gorbiiltségével hozta kapcsolatba a gravitdciot. A
newtoni elméletben végtelen sebességgel terjedd gravitdciét jellemzo potencidl helyét
az altaldanos relativitdselméletben 10 metrikus fiiggvény, a g, metrikus tenzor kompo-
nensei veszik 4t. A metrikus komponensek a diffeomorfizmus-invariancia miatt nem
fiiggetlenek, a szabadsdgi fokok pedig fénysebességgel terjednek. A metrika els6é de-
rivdltjai a szabad mozgdsokat jellemz6 geodetikus egyenletben szereplé Levi—Civita
konnexiét, masodik derivaltjai (az arapélyerdként is felfoghato) gorbiiltséget adjék meg.

Az sltaldnos relativitdselmélet igen pontosan irja le a gravitédcios jelenségeket mind
a Naprendszer léptékén (ahol a gravitdcié gyengének mindsiil és a karakterisztikus
sebességek kicsik a fény sebességéhez viszonyitva), mind az erés gravitacié olyan tar-
tomdanyaiban, melyek megfigyelhet6 jelenségekhez vezetnek. Eldbbibe tartoznak a pe-
rihéliumvandorlés, gravitacios fényelhajlds és gravitacios voroseltolédas. Utébbiba tar-
toznak a gravitdcids lencsézés, a fekete lyukak akkréciéjaval és nagyenergids részecske-
nyaldbjaival kapcsolatos jelenségek, valamint a gravitdciés hulldimok. A kompakt ket-
t6s rendszerek Osszeolvaddsabdl keletkezd, az Advanced LIGO és Virgo foldi detek-
torai segitségével megfigyelt gravitdciés hullamok [1]-[6] az &dltaldnos relativisztikus
joslatoknak megfelelé tulajdonsdgokat mutattak [7]. A kett6s neutroncsillag 6ssze-
olvadésbdl keletkezett gravitdciés hullamok és a kiséréd gamma kitorés megfigyelt 1,7 s
idokiilonbsége a gravitacios hullamok fénysebességii terjedését [—3 x 10715, +7 x 10716]
relativ pontossdgon beliil igazolta [8]. A gravitdciés hulldm terjedését jellemzd &l-
taldnositott diszperzios relacidkra [9] kapott kényszerek a graviton tomegének eltiinését
5,0 x 10723 eV/c? pontossdggal mondtdk ki [10]. Szintén nagy pontossdggal igazoljsk
az dltaldnos relativitdaselmélet joslatait a kettés pulzér megfigyelések [11]. Az éltaldnos
relativitdselmélet dltal megjosolt kiilonb6z6 precesszios effektusokat a Gravity Probe
B miihold mérései nagy pontossdggal erdsitették meg [12]. A kozelmuiltban radio-
interferometriai mérésekkel sikeriilt az M87 galaxis kozponti (Powehi-nak elnevezett)
fekete lyukdrol ,fényképet” késziteni [13]-[18].

Az dltaldnos relativitdaselméletet igazolé Naprendszer, Tejitrendszer és extragalak-

tikus skaldn végzett preciz megfigyelések mellett azonban mind galaktikus, mind koz-



BEVEZETES 4

moldgiai skidldan problémédk is felmeriiltek. A galaxisok kiils6 csillagainak forgdsa nem
koveti az altaldnos relativisztikus (a galaxis centrumtél mért nagy tévolsdg miatt ez
tulajdonképpen kepleri) joslatot, az tn. galaktikus forgdsgorbék nagy tavolsdgoknél
tavolsdgtdl fiiggetlen dllandé keringési sebessége vagy a newtoni gravitacié tin. MOND
megvaltoztatasaval [19] vagy a galaxist magaba foglalé sotét anyag hal6 bevezetésével
magyarazhaté. A galaxis klaszterek dinamikdja ugyancsak jelentés mennyiségii sotét
anyag jelenlétére utal. Az Ia szupernévik keletkezésiik fizikai mechanizmusa miatt
standard (standardizalhat6) gyertyakként viselkednek, latszé fényességiik megfigyelése
alkalmassd teszi Oket tavolsdgmeghatdrozdsra. A luminozitds tdvolsdg a spektroszkopi-
ailag megfigyelhet6 voroseltolddason kiviil a kozmoldgiai paramétereknek is fiiggvénye.
Kidertiilt, hogy az univerzum gyorsulva tagul, ezt az erds energiafeltételt sértod, taszito
hatédsui sotét energia bevezetésével sikeriilt eddig magyardzni. Jelenlegi tuddsunk sz-
erint az Univerzum mind&ssze 4,90% barionikus anyagot, 26,21% sotét anyagot és
68, 89% sotét energiat tartalmaz (az értékeket 0, 56% pontossaggal 2018-ban hatédrozta
meg a Planck Kollaborécié a kozmikus mikrohulldmu hattérsugérzas, barion akusztikus
oszcilldciok és gravitdcids lencsézési adatok alapjén, lasd [20] mésodik tablézatat).

A legegyszeriibb sotét energia jelolt a kozmoldgiai dlland6. Ennek értéke azonban
mintegy 60 nagysdgrenddel kisebb (Lorentz-invariancia figyelembevételével, eredetileg
120 nagysédgrend volt az eltérés) [21] a legkézenfekvébb magyarazataul szolgdlé kvan-
tumtérelméleti zéro-pont energidandl, bedllitva ,,a legrosszabb elméleti jéslatot a fizika
torténetében” [22]. Amennyiben a sttét energia kozmoldgiai allandé lenne, az Uni-
verzum a jovOben exponencidlis tdguldsba kezd, és véges ido elteltével in. Big Rip
(nagy szakadds) szingularitds &ll el6 (ezt a skalafaktor végtelen értéke jellemzi). Tet-
szetbsebbek a dinamikai sotét energia modellek, melyekben egy fizikai mez6 (pl. skalér)
jatssza a s6tét energia szerepét.

A sotét anyag kozvetlen kimutatdsdnak eddigi prébédlkozasai annak lehetséges gyen-
ge kolcsonhatésara épitettek. Az eddigi negativ eredmények megalapoztdk azt az elkép-
zelést, hogy a sotét energidhoz hasonléan a sotét anyag is csak gravitdciésan hat kol-
cson. Médositott gravitacidelméletek jelentek meg, melyek azt tlizték ki célul, hogy a
megfigyelésekkel kompatibilis modelleket hozzanak létre (skalar, vektor, 2-forma mez6k
vagy egy masodik metrikus tenzor bevezetésével). A moédositdsoknak azonban kimu-
tathatatlannak kell lennie azokban a tartoméanyokban (pl. Naprendszer skaldjan), ahol
az dltaldnos relativitdselméletet a megfigyelések pontosan igazoltédk.

A legegyszeriibb gravitdcidelmeélet a skaldr-tenzor elmélet. Ostrogradsky instabilita-
sok elkeriilése végett megkoveteljiik, hogy az elmélet csak mésodfoki differencidlegyen-
letekhez vezessen. A legdltaldnosabb skaldr-tenzor elmélet, melyben mind a metrikus

tenzorra, mind a skaldrmezoére mésodrendii differencidlegyenletek vonatkoznak, a Horn-
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deski elmélet [23, 24]. Ezt négy Lagrange-siiriiség sszege adja meg, melyek koziil Lo
és L3 a metrikdt csak minimélis csatolds formdjdban tartalmazza. Az &ltaldnos re-
lativitaselmélet Einstein—Hilbert hatdsdanak Brans—Dicke tipusi dltaldnositasa Ls-ben,
Ls-ben pedig az Einstein-tenzor szerepel. Az tun. effektiv térelméleti (EFT) vagy
Horndeski-n tilinak (beyond-Horndeski) is nevezett skaldr-tenzor elméletekben elfor-
dulnak magasabb rendii dinamikai egyenletek is, a szabadsdgi fokok terjedését azonban
tovdbbra is mésodrendii dinamika jellemzi [25]. Ezen elméletek kozmolégiai vonatkozé-
sait kiterjedten vizsgaltdk, hangsilyt helyezve a perturbécidk stabilitdsara [26]. A
feketelyuk-megoldédsok stabilitdsat is vizsgaltdk mér ebben az elméletcsalddban, azon-
ban csupdn az tn. pdratlan szektorban [27]. A gravitdciés hulldmok fénysebességii
terjedése korldtokat jelent az EFT hatds fiiggvényeire.

A gravitacié geometriai elméleteiben a gravitdcios dinamikdt egy 3 + 1, Arnowitt—
Deser—Misner (ADM) tipusi tér+idé felbontds nyomén szokds vizsgélni [28]. Szem
el6tt tartva, hogy a gombszimmetrikus feketelyuk-téridék sugdr irdnyban, illetve a
gombfeliileten eltéro tulajdonsdguak, indokolt a gravitdaciés dinamika 2 + 1 + 1 tipust,
azaz gombfeliilet+radidlis irdny+ido felbontdsa. Ezt a formalizmust a 2017-ben dolgoz-
tam ki nem-meroleges kettos félidzasra a XXXIII. Orszdgos Tudomanyos Didkkori Kon-
ferencidra benyujtott dolgozatomban, elnyerve az Extragalaktikus Asztrofizika tagozat
els6 dijat [29]. Ezeket, a jelenlegi dolgozatban ismertetett 1j kutatédsi eredményekhez
sziikséges el6zményeket a 2. fejezet tartalmazza.

Altalsnositva a [30, 31] tdrgyaldsat, a 3. fejezetben kidolgozom a skaldr-tenzor
elméletek legegyszeriibb reprezentansanak, az dltalanos relativitdselméletnek a Hamil-
toni dinamikajat. Az Einstein—Hilbert hatdson elvégzem a Legendre-transzforméaciot
a kovetkezd médon. A Lagrange-siiriiséget felirom olyan alakban, hogy eléélljon a
Liouville-forma, amibdl szarmaztathaté a vikuum Einstein gravitdcié Hamilton-s{ir{i-
sége, mely mér csak a kanonikus koordinatakat, kanonikus impulzusokat és azok ido-
és térderivaltjait fogja tartalmazni. A kanonikus egyenletek levezetéséhez be fogom
vezetni a kanonikus véltozok és az in. simitott Hamiltoni-stiriség Poisson-zaréjeleit.
Ezeket az eredményeket 2017-ben eléadtam a 10. Bolyai—Gauss—Lobachevsky konfe-
rencidn Gyongyoson [32], 2018-ban referélt cikkben publikéltuk a Universe folydiratban
[33], illetve 2018 janudrjdban poszteren mutattam be [34] a Solvay "Sugar2018: Search-
ing for the sources of galactic and extragalactic cosmic rays" konferencidn Briisszelben
(Belgium).

A 4. fejezetben az dltaldnos relativitdaselméleti gombszimmetrikus fekete lyukak
szambavétele utdn megadom a gravitaciés hulldimok fénysebességii terjedésével kom-
patibilis EFT ill. Horndeski elméletek csaladjét. Ezutan [27] targyaldsanak mintdjara

megadok egy dltaldnos, de a [27] hivatkozdsban térgyalttél két fontos jellemzében is
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eltérd hatast, mely magdba foglalja a megengedhet® skalar-tenzor hatdsokat. Az egyik
eltérés az eredeti viltozok szamédnak 10-re valé csokkentése, a masodik pedig a félidza-
sok nem-merdlegességét megadé N megtartdsa az egyenletekben. A hatds elsérendii
meghatarozé dinamikai egyenleteket, melyek az ismeretlen metrikus fiiggvényekre vo-
natkoznak. Ezek koziil hdrom visszaadja az eddig ismert egyenleteket, a negyedik 1j.
Az energia-impulzus tenzor divergenciamentessége biztositja a skaldrmezd dinamikai
egyenletének teljesiilését is. Az EFT hatdst az Einstein—Hilbert hatdsra specifikdlva a
dinamikai egyenletekbdl levezettem, hogy a Schwarzschild-téridé az egyetlen megoldés.

Az 5. fejezetben a skaldr-tenzor elméletek gombszimmetrikus és sztatikus fekete
lyukainak altaldnos perturbacisit kezdem tanulmanyozni. Un. radislis ,unitér” mérték-
rogzitéssel élek, azaz a skaldrmezo szintfeliileteivel hatdrozom meg a radidlis koordiné-
tat és a diffeomorfizmus mértékszabadsdg segitségével ezt a tulajdonsdgot perturbaciok
megjelenése utan is érvényesitem. Azaz a skaldrmez6 perturbaciéja ebben a mértékben
nulla. A fennmaradé diffeomorfizmus mértékszabadsdgokat a perturbéciok olyan mér-
tékrogzitésére haszndlom, melynek nyomén elhdrul a feketelyuk-perturbécidk stabil-
itdsanak vizsgdlatdban felmeriilt f6 probléma, azaz nem marad tetszoleges idofiiggvény
a megolddsban. Ez megnyitja az utat a feketelyuk-perturbdcidk paros szektoranak a
targyaldsahoz, melyet a [27] munkdban nem sikeriilt elvégezni a szerzéknek. Ezeket az
eredményeket meghivott eldaddson mutattam be a Szczecini Egyetem Kozmoldgia cso-
portjaban [35], valamint a 15. Marcel Grossmann (MG15), University "La Sapienza"
of Rome (Olaszorszag) [36], illetve a FUture of Gravitational Alternatives (FUGA),
Valencia (Spanyolorszdg) [37] rangos nemzetkozi konferencidkon.

A 241+1 felbontott dltaldnos relativisztikus Hamiltoni dinamikét és a skaldr-tenzor
elméletek mértékrogzitését targyald szakcikkiinket 2019-ben a Physical Review D foly6i-
rat kozlésre elfogadta [38], valamint az ezeket szintén ismerteté XXXIV. Orszdgos Tu-
domaényos Didkkori Konferencidra benyujtott dolgozatom az Elméleti asztrofizika és
asztrodinamika tagozat elsé dijat nyerte el [39)].

A 6. fejezetben folytatom a skaldr-tenzor elméletek perturbéciéinak targyaldsat. A
vizsgdlom, mely meghatdrozza a perturbaciokra vonatkozoé fejlédésegyenleteket.

A dolgozatban hasznalt jelolések: a latin- illetve gorog indexek absztrakt indexek 4,
illetve 3 dimenziéban (azaz csupén a tenzor-jelleget jelolik), a vastag kis- és nagybetiis
latin indexek pedig (példaul i, illetve A) 2, illetve 4-dimenziés bézisvektorok nevében

jelennek meg.
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2. El6zmények

2.1. A nem-meroleges 2+1+1 felbontas

A [29]-es hivatkozdsban szereplé munkdban kidolgoztam a téridé nem-merdleges 24141
felbontdsanak formalizmuséat. Ezt fogom felhasznélni a tovabbiakban, ezért kivonatosan
ismertetem a lényeges elemeket. A kettos félidzdst a t =konst. és xy =konst. szint-

feliiletek hatdrozzak meg. Elébbinek normélisa n®, utébbinak idészerii érintdje a

(%) = Nn®+ N*+ Nm*, (2.1)

ahol N a lapse-fiiggvény, N a hiperfeliiletek ¥;, metszetéhez érinté 2-dimenzids shift-
vektor, N pedig a mind n®, mind 3, -re merbleges m® bézisvektor menti harmadik

shift-komponens. Megmutathatd, hogy ebben a bédzisban

8 ¢ a a
(8_x> = Mm"+ M (2.2)

alakot olti. Itt M és M*® a radidlis lapse-fiiggvény és 2-dimenziés shift-vektor. A

metrikus véltozok szdmét g., a My -n indukalt metrika egésziti ki 10-re:

ds® = (N,N"+N?— N®dt* + 2N,dtdz" + 2 (N, M* + N M) dtdy
+gapda®da® + 2M,dzdx + (M M+ M?)dx>.

A fenti osszefiiggésben 2% jeloli a 3;,-n futé koordindtakat (ge, M®, N® projekciés
tulajdonsédgai biztositjdk, hogy ilyenbdl csak kettd van).

A ¥, felillet bedgyazasat az n® és m® vektorokkal képezett
Kay = g°ag"sVena Loy = ¢°g"Vema (2.3)
kiils6 gorbiiletek, a
K, = gbamcﬁcnb , L= —gbancﬁcmb (2.4)

normadalis fundamentdlis formék és a

K= m“mb@anb, L5 = nnV, my (2.5)



ELOZMENYEK 8

normélis fundamentdlis skaldrok jellemzik. Ezek kifejezhetok koordindtaderivdltak

segitségével:
111 N [1
Kp = — |=0,gap — DaNyy | — — | = — DM,
ab N |:28tgab (a b):| MN |:2axgab (a b):| )
. 1 [1
L = 77 [éaxgab—D(aMb)] )
a 1 a a b a b a M a N
1 a a
]C = W[atM—axN—NDaM—l—MDaM,
1
£ = —— [0 (InN) = M°D, (I N)] , (2.6)
tovabba fennéll az u N
- — D, (= 2.
Lo=Kat 5 ( M) (2.7)

osszefiigges is. A fenti képletekben a D, illetve V a 2-, illetve 4-dimenziés kovaridns
derivaltakat jelolik.

Ezen kiviil haszndljuk még az n® és m® vektorok 2-dimenziés
Ge = ¢n'Vyne=D,(InN) ,
b} = ¢*m’Vyme.= —D, (In M) (2.8)

gyorsuldsait is. Megjegyzem itt, hogy a
D,D*N n D*ND,M

Vyal = N N (2.9)
- D,D*M  D*MD,N

== : : 2.1
R (210)

Ven® = §%Veny =K +K ,

Vem® = §%Vemy =L* — L* (2.11)

tovabbi szdmoldsokhoz hasznos osszefiiggések.

2.2. Altaldnos relativisztikus gravitdciés dinamika

Az altaldnos relativitdselméletben a graviticié dinamikdjat az Einstein-egyenlet adja

meg, mely szdrmaztathaté az

Spi = / d*z/—gR (2.12)
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Einstein-Hilbert hatdsbol, varidciés elv felhasznaldsdval. Az itt szerepld R a Jap Metri-
kdhoz rendelt 4-dimenziés gorbiileti skaldr és ¢ a metrika determindnsa. FEnnek a

hatdsnak a 2+1+1 felbontdsat a kétszer kontrahédlt Gauss-azonossdg segitségével és a

V-3=NMg (2.13)

osszefiiggeés (itt g a 2-dimenzoés indukalt metrika determindnsa) felhasznéldséval korab-
ban mar elvégeztem [29]:

SEH = SEH [{gabv Mav M} ; {Kaba Icav IC} ; {LZM ‘C*} ; {Nv N(L’N}]
— /dt / dx/ d*sNM\/g{R+ K K + K* — (L")’
th
— L3, L 4+ 2K K, + 2K (K + K) — 2L* (L* — L¥)
12840 (K +K) — 280 (L* — L)
—2[N"'D,DN + M™D,D*M + (NM)™' D°MD,N]} , (2.14)

ahol £y a V* kongruencia menti Lie-derivéldst jeloli és R a gq indukélt metrikdhoz
rendelt 2-dimenzids gorbiileti skaldr. Ebben a hatdsban kizdrélag a X, -n értelmezett
tenzorok, vektorok és skaldrok szerepelnek.

A kovetkezdkben dttérek az 1j kutatdsi eredmények ismertetésére.
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3. Hamiltoni fejlodés az altalanos relativitaselmélet-

ben

Ebben a fejezetben kidolgozom az altaldnos relativitdselméletbeli gravitdciés hamiltoni
dinamikdnak a 2+1+1 felbontott alakjdt. Az einsteini gravitdcié hamiltoni dinamikaja
3+1 alakban ismert, azonban kitiintetett térbeli irdny jelenléte esetén (ilyen a gémb-
szimmetrikus fekete lyukak esetében a radidlis irdny), a 2-+1+1 felbontds indokolt és
hasznos. Elézményként rendelkezésre &dllt a meroleges kettos félidzas alapjan kidolgo-
zott [31] hamiltoni formalizmus, azonban ebben az egyik diffeomorfizmus szabadségi fok
a merolegesség miatt hidnyzik, és ez perturbédcidk targyaldsakor a mérték egyértelmii
rogzitését lehetetlenné teszi. A probléméit megoldja a fejezetben ismertetett hamiltoni
targyalds, mely visszadllitja a teljes diffeomorfizmus-szabadsdgot.

Ezt a munkdt a Universe folydiratban kivonatosan ismertettiik [33], részletes bemu-

tatdsa nemzetkozi referalt publikdcioban pedig folyamatban van [38].

3.1. Altaldnositott koordindtdk és impulzusok

A (2.14) hatést a (2.9), (2.10), (2.11) ¢és az

La(K+K) = n'V,(K+K)=V,(n*(K+K))— (K+K)*,
Lo (L* = L) = mV,(L* — L) =V, (m*(L* = L") — (L* = £*)*  (3.1)

osszefiiggések felhasznélasaval az

LE = NMg{R+ K4K®~ K* - 2KK + 2K°K, — L}, L*® + L*?
~2L'L 2 (NM) ™ DUMD,N = 2V, [a® = 8 = n*K +m“L']} (3.2)

kovaridns 4-es divergencidt tartalmazé alakra lehet hozni. A (gq,, M®, M) véltozékhoz

tartozoé
ab a‘CG ab ab
m = agab:\/gM[K - 9g (K+IC)] )
oLe
a — = 2/gK. )
p PTVE V9
oLe
p = = —2\/gK (3.3)

OM
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kanonikus impulzusok levezetésekor az idéderivéltak azonositdsshoz a (2.6) osszefiig-
géseket haszndltam, valamint a 4-es divergencidkkal nem foglalkoztam, hiszen ezek a
dinamikat nem befolydsol6 hatdrtagokat adnak. A tobbi metrikus valtozénak (N, N¢,
N) az id6derivéltja nem szerepel a (3.2) Lagrange-siiriiségben, gy ezekhez tartozé

impulzusok elt{innek.

3.2. Liouville-forma és kényszerek

A Lagrange-siiriséget olyan alakban szeretném felirni, hogy eldalljon a Liouville-forma,
azaz a metrikus valtozok (g., M®, M) idéderivéltjait a megfeleld impulzusok altal szor-
zott kifejezés. Ehhez a Lagrange-stirliség altaldnositott sebességeket tartalmazo tagjait
formélisan szorzom egy (2 — 1) szorzéval, majd ezeket szétvalasztom, mikézben a gor-
biileti skaldrt, a metrikdnak csak a térderivaltjat tartalmazé mennyiségeket (L7, £*), a

D-derivéltat tartalmazé tagokat és a teljes deriviltat védltozatlan formdban megtartom:

LY = NM\/g2Ku [K® = ¢" (9ga K"+ K)] = NM/gK o, [K** — ¢*° (9ea K + K)]
+NM/gAK,K* — NM\/g2K,K* — NM/g2KK + NM/gKK
+NM/g[R— Li,L* + L** — 2L*L*] + 2,/gD*ND, M
—2NM\/gV, (a® — §** — Kn® 4+ L*m®) . (3.4)

A megkétszerezett tagokba visszahelyettesitem a K, K%, K mennyiségek olyan alakjét,
melyben a dinamikai metrikus valtozok (gap, M®, M) idéderiviltjai, tovdbbd N, N
N szerepelnek és a kovetkezdt kapom:

LY = Mg [K™— g™ (K +K)] gu + 2y/gKM* — 2/gKM
+AN + AN, + An
—2NM,/gV, (a® — §** — Kn® 4+ L*m®) + 2,/gD* (ND,M)  (3.5)
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ahol
Ay = —Nyg{-M (R— L3 L*® + L** — 2L*L")
+M [KpK® — K? = 2KK + 2K,K%] +2(D°D,M)} |
Ay, = —2M\/gDu Ny [K® — g% (K + K)] + 2/gK, (—O N°
—N°DyM* + M"DyN®) + 2,/gKN*D,M |
Av = V9 [N (09w — 2D My)) ] [K* = g* (K + K)]
—2M?,/gK,D* (AM[) +2\/gK (N — M*“D,N) . (3.6)

Az Ay jarulék tovabb alakithaté a (2.6), a

5gab — _gacgbdégcd ’
1
(5\/§ = 5\/§g“b§gab ,
1
5 (\/Egab) — \/Eégcd <§gabgcd o gacgbd) (37)

és a

8Xgab = QMLZb + QD(GMb) ,
2Mgab = 2D(aMb) )
(ax - SM) Jab — 2MLZb . (38)

osszefiiggések felhaszndlasaval:
Ay = =NHS +2(0, — ) (ENLY) . (3.9)
ahol

HY = Vg{-M (R+3L*L} — L*) + M [Kp K™ — K* — 2KK + 2K,K°]
+2¢°" (9, — &m) L%, +2(D*D,M) } (3.10)
az in. hamiltoni kényszer 2+1+1 felbontott alakja [31]. Megjegyezem, hogy tet-

sz6leges F = f./g skalarsiirtiségek Lie-derivéltjdra az SpF = D, (FM®) sszefiiggés
vonatkozik, gy a Lie-derivdltas tag is egy hatartag. Ezt kovetkezoképpen latjuk be:

Lmvg = %\/ggabﬂMgab
= V99" DMy = \/99"* D, My = D, (\/gM*) ,
M (fvV9) = femvi+va&mf = fDa(VgM®) + \/gM*D,f = D, (f/gM*)
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Az Ay, jérulék atalakitdshoz a
a 1 ab * 1 *
DaM = 59 axgab - ML - ﬁ X\/§ - ML (311)

Osszefiiggést felhaszndlva:

Ay, = —N"HS —2,/gD, (MN,K®) +2,/gD, [MN" (K + K)]
=20, (VK" Na) + 2,/gDy (N M) (3.12)
ahol
HE = —2yg{Dy [K®,M — Mg’ (K +K)] + KD,M
+ ML + (0, — Lm) Ko} (3.13)

az un. kétdimenziés impulzuskényszer 2+1+1 felbontott alakja [31]. Mind a hamiltoni,
mind a diffeomorfizmus kényszer funkciondlis alakja megegyezik a meroleges felbontds-
ban talalttal, azonban a benniik szereplé mennyiségeknek a nem-meroleges felbontdsbol
eredden van N-t tartalmazo jaruléka is.

Vegiil az Ay jérulékhoz a (3.8) és a

0g = Vag" (MLy, + DiMy)
SM\/E = D, (\/gMa)v
(O —Lm) Vg = VML (3.14)

osszefiiggéseketfelhasznalva:
Ay = —NHS — 2/9Do (INK*M) + 2 (0 — £m) (VIKN) | (3.15)

ahol
HS = —21/g9 {M [L*KC — L, K] + %Da (M2K") — (0 — L) K} (3.16)

a kivdlasztott térbeli irdnyhoz tartozo 1ij impulzuskényszer, melynek nem volt megfeleldje
az [31]-ben tdrgyalt mertleges 24141 felbontdsban.

A Lagrange-siirtiség az eddigi dtalakitdsok utdn az

LY = Mg[K™— g (K +K)] G + 2y/gKM* — 2/gKM
~NHG — N“HE — NHS + Q (3.17)
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alakot veszi fel, ahol

Q = 2(d—Lm) (VgNL") = 20, (VVgK*No) + 2 (0y — Lm) (VIKN)
~2,/gDy (MNyK®) +2,/gD, [MN“ (K + K)] + 2,/gD* (ND, M)
+2/gDy (K*N,M") — 2,/gDo (NK*M)

—2NM\/gV, (a® — f* — Kn® + L*m*) (3.18)

hatdrtagok 0sszege, amivel a tovabbiakban foglalkozok részletesen.

3.3. A hatartagok targyalasa

A meglévo teljes derivdltakat tovdbb kell 2 + 1 4+ 1 bontani, és ki kell fejteni az M*
irdnyu Lie-derivéltakat tjabb teljes derivdltakkd. A

Q = 20,[\g(NL* — N,K*+ NK)] +2,/gDo {N (D“M — M"L*)
+N° MKy — MK + g¢ M (K + K)] = N (MK* + M°K)}
—2NM,/gV, (a® — f** — Kn® 4+ L*m") . (3.19)

Osszefiiggésben az elsd két sor mar 24141 alakban taldlhaté. Az utolsé sor felbon-

tasahoz vezessiik be a
2T = —2NM/gV, (a® — B** — Kn® + L*m?)
jelolést. Az

a® = p* = D*In(NM)—m*L" —nK,
D,n* = K,
D,m* = L*,
Van® = K+K,
Vem® = L*+L",

agn® = (bncvcnb n®

a,m* = bV onp — maL£*) m®

a

Ban® =

L)' =
(o )

mt = (ngmb )m
(o )

EmeV emy — ngK ) m® (3.20)
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tovabba a

n’V, = e P NI (Nb — MMb) Db] ,

N |0t Moy M
m, — 4|2 e (3.21)
b — M 8X bl > :

konnyen levezethetd osszefiiggések felhasznédlasaval:

27 = NM\/g(K+K)>—=NM/g(L* — L)

—/9D,D* (NM) +Tx — 1T, , (3.22)
ahol
B 1o N O b N b
T = NM\@N{E_Ma_X_(N_MM>Db}(K—HC)’
_ 1 a b * *
T, = NM gM {& - M Dbl (L L) . (3.23)

A kovetkez6kben bemutatom, hogy ez teljes t, x és D-derivaltak ¢sszege. Ehhez a

111 s |1
Ky = N |:§atgab - D(aNb)} " Mc [angab - D(aMb)} J
1|1
L* = T _a ab — D aM ’
ab M |:2 Xg b ( b):|

1
§8tgab = NKg +NLZI) + D(aNb) )

8 1 aba _ * a
aVI = 5\/59 agab—\/g[NK‘i‘NL + D,N“] |
2]\/[ = MNIC—i—aA/’—i—NaDaM—M‘IDaN,

ot dx

ax\/g - \/ggab (ML:b -+ D(aMb)) (324)

osszefiiggések felhaszndldsdval beldtom, hogy

Tie = 5 VGM (K +K)) = 5 [VGN (K + )
— /D, [(N*M = NM®) (K +K)] — JgNM (K + K)* . (3.25)

Hasonldan a

N = M°D,N — NML*

atrendezésbol eloall a

Ty, VN (L* = L£*)] = \/gDa [INM® (L* — L*)] — JgNM (L* — £*)* . (3.26)

_ 9
- 5
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A négyesdivergencia 2+1+1 felbontdsa tehat a vart alaku lett:
T =LY+ LS+ LS. (3.27)
ahol
G 8

£ = ~SAVEW (K +K)+ N (= L)
LY = —\/gDy{D*(NM)+ (N°M — NM*) (K +K) — NM*(L* — L*)} .

3.4. A Lagrange-siiriiség Liouville-format, kényszereket és ha-

tartagokat tartalmazé alakja

Az dttekinthetdség kedvéert osszefoglalom az eddigi szamolasok eredményeit. A Lagrange-

stiriiség:

LY =1%oy, + paM® +pM — NHY — N°HS — NHS + L5+ LS+ L5, (3.28)

ahol
ab a‘CG ab ab
T = WZ\/?M[K 9" (K+K)]
oLE
a = — =2 Ka ’
p PYVE V9
oLC
p = 8_M =—-2/gK (3.29)

a kanonikus impulzusok,

HY = Vg{-M (R+3L*L} — L**) + M [Kp K™ + 2K,K* — K* — 2KK]
+2¢*0, L}, — 2 (M°D.L* + 2L%,D*M") + 2D*D,M }

HE = —2yg{Dy K’ M — M¢", (K +K)] + KD,M
+K ML+ 0Ky — MPDyK, — KyDoM*}
HS = —2\g{M[L*K - LK™ + MD,K"

42K DM — 8K + M*D, K} (3.30)
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a hamiltoni, illetve diffeomorfizmus-kényszerek, végiil

Ly = 20,[\gM (K +K)] ,
LS = 20,[/g(NL* — N,K* = NK)] |
LY = —2/gD,[MD*N + NM"L*
+N* (MK — M°Ky) + N (MK* — M°K)] (3.31)

a hatdrtagokat eredményezo teljes derivaltak.

3.5. A Hamilton-stiriiség

A Lagrange-stiriiség fenti alakjdbdl, a Legendre-transzformécié figyelembe vételével,

leolvashaté a vakuum Einstein gravitdcié Hamilton-siirtisége:
HY = NHS + N“HE + NHS; |

mint a hamiltoni és impulzuskényszerek lapse-fiiggvénnyel és a 3-dimenziés shift-vektor
komponenseivel képezett linedris kombindcidja. Egyetlen 1épés maradt a hamiltoni for-
malizmusra valé dttéréshez, mégpedig a (K%, K,, K) sltaldnosftott sebességek kife-

jezése a (7%, p,, p) dltaldnositott impulzusokkal:

1 T

Kab — (ﬂ_ab _ _gab> _ p gab 7
Mg 2 1/9
1

Ka = 7 =Pa,

K = f( 2
VA M). (3.32)

Ezek visszahelyettesitése a Hamilton-siirtiségbe, azaz a kényszerekbe a

HY = g[-M (R+3L*L;, — L*?) +2¢" (8, — £m) L, + 2D"D,M]

M1 w T 1, 1, mp
+— |3 \ Tt = 5 )+ gpap” + g0’ = |

NG 2 2 8 2M
HE = 2Dy’ + pD, M — (Oy — £M) Pa »
HS = 2057 —2p°DyM — M Dyp® — (0, — £m) p (3.33)

kifejezéseket adja.
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Hasonl6 médon irhaték at a hatdrtagok is a kanonikus valtozok segitségével:

L8 = -9, <w+?) :

0 = o [pvane - N+ N (5= D)

L% = —-D, {2\/5 (MD*N + NM®L*) + N° {wb — (77 + ?) g% — M“pb]
N [Mpa + Me (% - g)] } . (3.34)

A kényszerektol eltérden ezekben megjelennek A -nel ardnyos tj jarulékok is.

3.6. A kanonikus koordindtak idofejlodése

A kanonikus koordindtak idéderivéltjait megkaphatjuk egyszeriien, ha invertaljuk a

1 [1 s |1
Ky = — |z — DNy | — — | =0yvGap — DMy |
ab N [28t9ab ( b)] e {23x9 b ( b)]
a 1 a a b a b a M a N
Ko = m(&]\/l — OyN* = N"D,M +MDbN)—ﬁD (M :
1
K = —[oM—-90N —N*D,M+ M*D,N] (3.35)
MN
kanonikus sebességekre vonatkozo osszefiiggéseket:
N
Oi9ay = 2NKap + 2D Ny + i (OxGab — 2D My))
OM* = 2MNK"+ O,N*+ N’ DyM* — M"DyN* + M*D" <%> :
oM = MNK+ON + N*D,M — M*DN
majd a (3.3)-ban szerepld kanonikus impulzusokat behelyettesitve:
N Mp N
/ = — |2 ab — e a a — (0y — ab
Gab M\/§|:7Tb (7T+2)gb:|+£Ngb+M(X £m) Yab
ra MN a a a a
M* = —p*+ (0y— L&m) N*+ MD*N —ND*M ,
V9
. MN 2m
M = —|p—— M + (0, — . 3.36
4\/§(P M>+£N + (O = Lm) N (3.36)

Ezzel megkaptuk a hamiltoni mozgdsegyenletek egyik felét, melyek a kanonikus ko-

ordindtdkra vonatkoznak.
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3.7. A Poisson-zardjel és a kanonikus egyenletek

A fenti Osszefiiggések a kanonikus egyenletekbdl is szdarmaztathatok. Ehhez azon-
ban elészor be kell vezetni a Poisson-zédréjelet. A kanonikus viltozdkra bevezetjiik a

A = {gu, M M}, a kanonikus impulzusokra a w4 = {W“b, Da, p}, a Xy, -hez adaptalt
koordindtékra pedig az y = {y',y?} roviditett jeloléseket. Két tetszoleges f (x,y) =

FOGygt 06y) . me(y) éshx,y) =h (X v 9% (x.y) . 75 (x, y)) fiiggvény Poisson-
zérdjele ekkor:

_ ifey)  _oh(x'y") f(ey)  _Sh(x'y)
(0w b () = [ [ dy (s i, — M )

Az integrélokat mindig az adott vdltozé teljes tartomdnydra értjiik. Konnyen

beldathaté, hogy a kanonikus pérok a

{o" ,v). " X\y)} = 0,
{raly), (X)) = 0,
{9" 6y) 7 (Y} = 050 (x—X)d(y—v)

osszefiiggéseket teljesitik. A kanonikus egyenleteket a kanonikus véltozdk és az un.
simitott Hamilton-siiriiség Poisson-zéardjeleként képezziik. A simitott Hamilton-siiriiség

a Hamilton-slirtiség sszetevoinek simitott térbeli integraljai osszegeként képezziik:
HE [N, NN = NJ+H [N]+ M INT
HE[N] = /dx/dyN X9 HE ()

HS [N = /dx/dyN“ Gy HE ()
HGIN] = /dx/dyN(x,y)Hf/(X,y) -

A kanonikus egyenletek, tehdt

_ SHE [N, N, N]
A = A ’ ,HG — ) ) 7
i {g* (x.v) ., H“} 57 0. 3)
SHE [N, N, N]
7a = dmaly) , HEY = — AR
4 {matoy) J 592 (X, v)

A metrikdra vonatkozé mozgdsegyenlet a Poisson-zéréjelekbol:

SHE [N, N*,N|

ﬁ 1
ilny) Ve LM

1
(27Tcd gcdﬂ') - igcdp -+ 2D( Nd + 2~/\/’Lcd ) (337)

Ged =
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ami pontosan a keresett sszefiiggés. Hasonl6an reprodukdlhaté a masik két kanonikus
koordinata idoéfejlodése is:

: SHE [N, N°, N] M

M L Nt 4 (D, — £m) N — N DM + MDA,
ope (X> ) NG (O = £m)

: JHE[N,N“N] N (1 )

M = L Mp—m )+ LM+ (0, — )N . (3.38
op(x,y) 29 P N (0= £m) (3.38)

A kanonikus impulzusok idéfejlédésének szamoldsa bar egy kicsit bonyolultabb,
hosszadalmas, de tovdbbra is az el6zéek mintdjéra tortént. Az impulzus tenzorra
vonatkoz6 mozgasegyenlet:

7-1_cd — _5HG [Na Naw/\/’]
0ed (X, )
— NSCd—|— chd +£N7TCd
—NM\/EE,* (L*cd o gch*> + \/Eng (ax . SM) (NL*)
+9 [MD*D°N — ¢“’MD,D*N — ¢°* (D,M) (D*N)]

N N cd
+M ((9X - SM) 7TCd - |:—]\;2 (ax - SM) +Np(CDd)] M
cd
+ {7;\4 0y — Lm) + Mp(ch)} N, (3.39)
ahol
2 T 1 w2
cd _ = c db__cd cd ab "
S% = \/§M(7T b T )+2\/§Mg (W“” 2>
M 11 L, mp p
all _ —ppt, (340
2770 {2pp+8 }+2\[ +2\/_pp 40
M
VCd _ _\/gM (ch+ 2L*dbL*c y — L*L*cd) + ?\/ggcd (3L*abLZb _ L*2)
+\/—( ac bd cd ab) (8 _SM)LZb
+v9 (DCDdM — g“D,D*M) , (3.41)

tovabba G¢ a kétdimenziés Einstein-tenzor. Az impulzus vektor idéderivaltja:

, SHE [N, N, N]
DPe = —
SMe (x,y)
= NV, 2yg[L;D*N + De (NLY)] + Expe = 7 D'
N 2 .
+M2 WGCD M —'I_ <pgac - Mﬂ-ac) D N 9 (3.42)
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ahol
Ve=—-2/g(D*L;.— D.L") . (3.43)

Végiil az impulzus skaldrra vonatkozé mozgdsegyenlet:

p - _OHY[N, N, V]
oM (x,y)
— NV+ NS+ &xp+2y/g(NL*L* — D,D°N)
2
+N (MﬂabLZb - Dap“) — 20" DN, (3.44)
ahol
V=yg(R+L"L;— L"), (3.45)
1[1 N AN 1,
= |— b _ ) — Zpap® — =p?| . 4
S 7 {M2 (ﬂabﬂ 2) 5Pl 820} (3.46)

Ezzel elballitottam az einsteini gravitdcié 2+141 felbontott hamiltoni targyaldsét.
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4. GoOmbszimmetrikus fekete lyukak skalar-tenzor

elméletekben

Ebben a fejezetben a skaldar-tenzor elméletek gombszimmetrikus fekete lyukainak moz-
gésegyenleteit vezetem le, kovetve [27] targyaldsat, azonban altaldnositva azt nem-
merdleges 2+1+1 felbontdsra. Itt az EFT kozelitést haszndlom, melyben gravitacios
valtozéként az indukalt metrikdbdl és a bedgyazdsi valtozékbdl képezett skaldrokat
hasznéljuk. Ez a kozelités sikeresen mitkodott a kozmolégia tdrgyaldsaban [26]. Fekete
lyukakra torténé alkalmazasa nehezebb, mivel ezek szimmetria foka kisebb (még gémb-
szimmetria esetén is kevesebb Killing-vektorunk van). Ez a fekete lyukak esetén al-
kalmazott 2+141 felbontds és a kozmoldgidban alkalmazott 3+1 felbontds nehézségi

fokdnak osszehasonlitdsabdl is nyilvdanvalo.

4.1. Fekete lyukak az altalanos relativitaselméletben és skalar-

tenzor elméletekben

Az einsteini gravitaciéelméletben asszimptotikusan sik, sima konvex eseményhorizont-
tal rendelkez6 vakuum-téridokre unicitds-tételek vonatkoznak mind a gombszimmetri-
kus, mind a staciondrius forgé, tengelyszimmetrikus esetekben. Israel tétele [42] a
Schwarzschild, Robinson tétele [43] pedig a Kerr fekete lyukat jeloli ki osztélyuk egyediili
megengedett képviseldjeként. Figyelemre mélté még Birkhoff tétele, mely szerint gomb-
szimmetrikus vdkuum (az eseményhorizonton kiviil) egyuttal sztatikus is.

Elektromégneses tér jelenlétében (elektrovikuumban) a gémbszimmetrikus, illetve
tengelyszimmetrikus stacionarius megoldésok a Reissner—Nordstrom, ill. Kerr—Newman
fekete lyukak. Ezeket tovabb lehet dltaldnositani kozmolégiai dllandé bevezetésével (de
Sitter / anti de Sitter-Reissner—Nordstrom, ill. de Sitter / anti de Sitter-Kerr-Newman
fekete lyukak). Szintén lehetséges geometriai optikai kozelitésben vett sugédrzast tartal-
maz6 gombszimmetrikus fekete lyukat, a Vaidya téridét targyalni. Léteznek még egyéb
egzotikus tin. NUT (Newman—Unti-Tamburino) toltésti ggmbszimmetrikus fekete lyu-
kak is, ezek ,,counterexample to almost anything” / majdnem mindenre ellenpéldaként
valtak hiressé [44].

A fenti esetekben a gomb sugara vagy a tengelytdl mért sugér kivilasztott szerepet
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jatszik, ezért a dinamika &altal kitiintetett szerepii id6 mellett egy térszerii irdny is
kiilonleges bandsmoédot igényel, igy indokolt a téridé 2-+1+1 felbontdsat alkalmazni.

A természetben taldlhat6 fekete lyukak varhatéan nem mind sztatikusak vagy sta-
ciondriusak, azaz nem értek el egyensiilyi helyzetet. Ilyenkor a fekete lyuk fogalom sem
egyértelmil, az eseményhorizont értelmezése finomitasra szorul [45].

Hawking bebizonyitotta, hogy a gravitdciés kollapszus nyomén staciondrius végal-
lapotba érkezo fekete lyukak a legegyszeriibb, tin. Brans—Dicke skaldr-tenzor elmélet-
ben megegyeznek az dltalanos relativitdselmélet fekete lyukaival [46]. Ezt az eredményt
Sotiriu és Faraoni terjesztette ki [47] olyan dltaldnositott Brans-Dicke elméletekre,
melyek skaldrmez6-fiiggd w (¢) csatoldsi paramétert és potencidlt is tartalmaznak. En-
nek sajatos esete az f (R) elmélet is.

A skaldr-tenzor elméletek fizikailag értelmes, dltaldnos (kovetkezd alfejezetben tér-
gyaland6) EFT osztdlydra nem ismert a legéltaldnosabb gombszimmetrikus térid6. Az

ezt megadd egyenletrendszert azonban a fejezet hétralevo részében levezetem.

4.2. Megfigyelésekkel kompatibilis EFT elméletek

A gravitdciés hullamok fénysebességii terjedése, melyre a gravitdciés hulldimok kozvet-
len megfigyelésébol kovetkeztetiink az EFT hatds szabad fiiggvényeire megkotéseket
jelent. Ezeket a [40] munkdban elemezték. A megengedheté EFT elméletek kivetkezd

tipustak:
LI = Ga(X, ) + G3(X,6)0¢ + By (X,9) R
2 Bax (X,0) (660,00 — 6"0u99”) (1)
Itt az

X = §70.0006

¢y = Vad=0u0,
¢ab = @aﬁb(b;
O¢ = VV'o, (4.2)

jeloléseket haszndltuk, illetve G, G3, By az argumentumaik tetszoleges fiiggvényei. A
Horndeski elméletekben pedig a gorbiileti skalédr csatoldsa a ¢ skalarmezdhoz nem fiigg
X kinetikus tagtol, igy a megengedheté Horndeski elméletek az tin. ,kinetik braiding”
[41] csalddba tartoznak:

LEET = Gy (X, ¢) + G3 (X, ¢) 06+ G4 (9) R, (4.3)
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ahol G, a skaldrmez6 tetszoleges fiiggvénye.

4.3. Az EFT hatas

A sotét energia és s6tét anyag probléméjat a legdltaldnosabb EFT tdgy oldja meg, hogy
egy skaldrmez6 bevezetésével médositja az einsteini gravitaciéelméletet. A tovabbiak-
ban ez a hattéren bevezetett skaldrmez6 csak a radiélis koordinatatol fiigg ¢ = ¢ (1),
valamint dn. radidlis ,unitér” mértéket vélasztok, hasonléan a [27] munkdhoz. Azaz
a skaldrmezo dltaldnos perturbédcié altal okozott moédosuldsat a radidlis koordindta
djradefinidldsdval kompenzalom, gy hogy a skaldrmez6 tovdbbra is csupdn a radidlis
koordinata fiiggvénye maradjon.

A [27] munkdban megadott EFT hatdsban szerepld, altalsnos LEFT Lagrange-
stirliséget a kovetkezé moédokon valtoztatom meg:

1) a hatds korabbi valtozéi koziil egyet elhagyok!,

2) a folidazdsok nem-merdlegességébdl szarmazé N véltozot a kifejezésekben meg-
tartom,

3) illetve a nem hiperfeliilet-mer6leges m® béazisvektorral képezett bedgyazasi vl-
tozokat csillaggal jelolom.

Az EFT hatéds tehat:

SEFT - /dIA \V4 _gLEFT (N7 Ma IC7 ‘ﬁw Ko 7, E*v L*7 A*7 R’ T') ) (44)
ahol
R = Icalca 5
w = abea ,
o= LML (4.5)

a bedgyazdsi valtozokban négyzetes skaldrok és K = K%, L* = L*®, a kiils6 gorbiiletek
spirjai. Megjegyzem még, hogy a [29]-ben ismertetett 2+1+1 felbontasban szerepld,
szimmetria okbdl kitiintetett y térkoordindta a gombszimmetrikus, sztatikus hattér r
radidlis koordindtdjaval azonosithaté. Ez a koordindta az unitér mérték miatt a hatés

skalarmezo-fiiggését véltja ki.

A M = M*M, valtozé nem jelenik meg a fizikailag elfogadhaté, szabadsagi fokokat legfeljebb
mésodrend{i dinamikdval leiré, azaz Ostrogradsky instabilitdsoktél mentes elméletekben, ezért ezt

kihagyom a megengedett fiiggésekbol.
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4.4. Az EFT hatas valtozéi gombszimmetrikus, sztatikus hat-

téren

Gombszimmetrikus, sztatikus hattér esetén, azaz a perturbaciék nulladrendjében a

metrika kovetkezoképpen védlaszthato:
ds®> = —N?dt*> + M?dr® + r* (d6® + sin® 0dp?) . (4.6)

(A hattéren vett mennyiségeket feliilvonas jeloli.) Ez azt jelenti, hogy a hattéren az N
shift-, az M® radialis shift-vektorok és a félidzds merdlegességét kifejez6 N harmadik

shift-vektor komponens zérusnak valaszthatok :
N*=M*=N=0. (4.7)

A héttéren a térszerii hiperfeliilet idészerti normalisa n, = (—]\7 ,0,0,0), tovabba a
rd merdleges m, 1-forma azonos az id6szer{i hiperfeliilet térszerii [, normélisdval, azaz
mq = (0,M,0,0). Szintén nulladrendben, a (4.7) vélasztdsbdl és ¢ idofiiggetlenségébdl
(2.6) felhasznaldsaval beldthat6, hogy a (K., K¢ K) bedgyazési véltozok és beldliik
képezett skaldrok eltiinnek, igy:

K=K=x=8/=0. (4.8)
A héttéren nem eltiind mennyiségek szamoldsahoz bevezetjiik a vesszot az r koordindta
szerinti parcidlis derivalds jeloléseként. A (2.6) és (4.6) osszefiiggések felhaszndldsaval

pedig

_ N’
L = ———
MN '’
- 1 2
L* = __—aba _a =
ot I = Ny
—x 2
illetve 1

A 2-dimenziés gorbiileti skaldr a hattéren pedig a 2-dimenzidés indukdlt metrikdbdl
kozvetleniil kiszamolhato:

A_2 (4.11)

r2
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4.5. Az EFT hatas elsorendii variacigja

A metrikus mennyiségek perturbécié miatti megvéltozasat d-val jelslom (pl. 0N = N —
N). Ebbdl szdrmaztathaték a formalizmusban megjelend egyéb véltozék megvaltozdsai.
A (4.5) és (4.8) vsszefliggésekbdl mindjart latszik, hogy a ds és R mdsodrendii, azaz
els6 rendben nem jelennek meg.

Tovdbba a (4.10) és (4.9) egyenletekbdl meghatdrozhatjuk a (4.5) dltal megadott

------

5)\* _ L*abL*ba o E*abi*ba — QE*abaL*ba
- 2
— L*—a 5L>kb — _Z za 5L>kb
9y a M’T‘g b a
2

= W ((SL* — Z*baégab)

2 1
= —_ 5L*—_—_b 5 @
Mr ( Mrga gb)

2
= — L 4.12
Mr ’ ( )

mely eggyel csokkenti a hatds valtozéinak szamat, amikor a mozgédsegyenleteket annak

elsérendii varidciibdl szérmaztatjuk. Az eddigi észrevételek fényében 7 fiiggetlen val-

------

at:

/ daty/—g (LEETOL" + LYFToNY) = / daty/—gFsL*

= / dx*\JGMNFSL* | (4.13)
ahol )
és
5LEFT
LEFT = , (4.15)

oG
az LFFT adott G = N, M, K, R, K, »c, L*, L*, \*, R valtozéja szerinti funkcionsl-derivalt-
jai, a hattéren kiértékelve, azaz L¥FT Taylor-sorfejtésének az elsérendii egyiitthatéi. Az
(4.13) utolsé lépésében a térfogatelem nulladrendii kozelitését vettem, tekintve, hogy
elsérendii 6 L* szorozza.
Beldthat6, hogy dL* és L* kozott is fenndll egy kapcsolat. A mdsodik (2.11)
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osszefiiggést és a mennyiségek (4.9) hattérértékeit felhasznalva kapjuk:

L* = V,m®+ L =V,m*+ L*+6L*,
N’ 2

oL = L*—L*=|V,m"—
MN  Mr

+0L" (4.16)

Megjegyzem, hogy a baloldalon zédréjelbe tett 3 tag egyiittesen elsérendii. Beirva ezt a
(4.13) egyenlet utolséeldtti alakjaba, parcidlisan integrélva, felhasznélva (3.21) masodik

egyenletét, tovabbd azt, hogy (a héttéren szamolt) F nem fiigg a 0, ¢ koordinataktol:

/ da*\/—GF oL
= / dx4\/—_g[@a(fm m*V,F — ]—"( - M)] da*\/gMNFsL*
oo )

+ [ da*\/GMNFSL*

= /=g |V oI (N2 / 4 =N .
= /da: 17 [Va (Fm?®) o F i + e + [ da*/GMNFOL
- f’ F' N’ 2
— 4 /5 _ T
= /dx V=37 {Va (Fm*®) 5M i }—(MN+ MT’):|
+ / daJGNIN FoL
- ol ()

+ / dx*\/GMNFSL* . (4.17)

Mivel mind a szogletes zérdjel, mind d M elsérendi, a szogletes zardjel tobbi tagjdnak
egyiittese is az, tehat

/ de*\/—gFoL* = / daz*\/GMN ( Aj_; 2 )
+ [ da*/G |NMV, (Fm®) — N 2+E+ar F|(4.18)
fata] (+7 )7

Felhasznalom, hogy /g = r?sin 6, {gy 0,1/g = 2,/7/r és barmely G (r) fiiggvény esetén

N ( o ) G = 0, (VGNG) (4.19)
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teljestil. Tovabba, mivel m® = (0, M1,0, O)7 tetszoleges Z fiiggvényre belathato, hogy
= —FZ — - — “
0. (VGNZ) = 0, (\/ —9M> =0, (\/—me ) =0, (\/—me )
= 0, [\/—g (1—5111\/—@) Zm“]
= V/=iVa [(1 —0ln+/ —é) Zm“} ; (4.20)

azaz (4.18) masodik tagja

/ it /G {m‘ma (Fm) — N (; . % N ar) f]

— /d;p‘*——g{@a :]:maéln \/—_g — Vo (Fm®) é1n \/—_g}}
9 { Vo |Fmoiny/=g| = [m*VoF + FVyme| 610 /=5 |
_ / drt/—§ {% :]-"maéln \/—_g - [ma@af+f%ma] 5ln \/—_g} L (421)

amin mar ldtszik, hogy elsérendi. A kifejezés elsé része egy kovaridns négyesdivergen-

cia, ami eldobhatd, a médsodik része tovabbi atalakitdsra szorul:
/ da'y/=G [mVuF + FVm?| 5n /=5

= /dm4\/—_§ % (O — M*Do) F + F (L* £*)} dn\/~g

= [t | GaE s E c*)} 50 /=

- [T Lar e z*)} 5in/=5
/M\/— K +%+ar> ]—"] Sln\/—§
- [ [fzv( +%+a>f}5ln¢—_§
- / dx*0, (VGNF)ln/—7 . (4.22)
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+/d:€4\/—_§@a []:maéln \/—_g]
— / dz*0, (VgNF)dln\/~§ . (4.23)

oM + f&ﬁ*)

Hasonl6 médon, n* = (N -1.0,0, 0) felhaszndldsdval megmutathaté

o (vartz) = o (Voig ) = (Vizn) = o, (Voizn)
. [\/——g (1 —dln \/—_§> Zn“]
= =3V, [(1 ~§ln \/—_g) Zn} (4.24)

Osszefiiggés is.
Szintén kapcsolatba hozhaté egymaéssal a 0 K és 0K varidcié. Felhasznalva az elso

(2.11) osszefiiggést és a benne szereplé mennyiségek eltiing héttérértékeit:
0K = K =V, — K = Vn® — 6K , (4.25)

parcidlisan integrélva, felhasznédlva (3.21) elsé egyenletét és hogy LEFT nem fiigg ¢, 0,
@ véaltozoktol:

/ d*z\/—g LEFTSK = / d'z/=gV, (L) - / d*z\/—gniV,LEFT
— / d*z\/—g LEFTSK
- / d*z\/—7 (ﬁa@ffﬂw — LﬁFT5/C>
+ / d'z\/=§V, (LE ") . (4.26)

A [27] cikkben levezetett eredményhez képest 0N = N-t tartalmazo, elsérendii korrek-
ciés tagot kaptunk.

A metrikus véltozok esetén a parcidlis derivaltak és az elsérendii varidcio felcserél-
heték, példaul: O,M = M = §M = 0, (M). Az utolséelétti (2.6) egyenletbél, fel-

hasznélva a mennyiségek hattéren vett értékeit és fiiggéseit, elsérendben kapjuk, hogy

1

) —
KMN

[0, (OM) — 0, (ON)] , (4.27)
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az utolsé (2.6) egyenletbdl pedig

N) N (6M 4N
spr— O ON) <5_ L)

- — 4.2
MN MN M+N (4.28)

5SEIT — / d's (/=g OL7"T + LFFTo,/=5 )
- / d*z\/—7 <6LEFT + LPFT5In/—5 ) (4.29)
szdmoldsahoz sziikséges még
§Iny/~g=06ln/g+3InN +35lnM (4.30)

kifejezése. Ehhez megjegyezziik, hogy 2 dimenziéban két tetszdleges metrika mindig

konformis kapcsolatba hozhaté egymaédssal alkalmas koordindtarendszer valasztédssal:
Gab = €% Gap - (4.31)

A megfelelé koordindta-transzformaciét az 5. fejezetben fogom bemutatni, azonban a

tovabbiakban sziikségem lesz erre az eredményre, mind a ¢ In /g, mind a 2-dimenzids

------

=2C, (4.32)

a 2-dimenziés gorbiileti skaldr transzformdcidja konformis &dtskdldzésra pedig R =
e % (R — 29D, Dye’) [48], igy a perturbdci6 el6tti és uténi gorbiileti skaldrok kozotti

kapcsolat elsérendben:
R=(1-2¢) [R—2¢""D,Dy(] , (4.33)

tehéat
SR=R—R=—2(R—23"D,Dy( . (4.34)

//////

/ d*z/GNMLE""6R = —2 / dt / drNMLE"" / d9dp+/G [CR+ Do (5 DiC)]
(4.35)
ahol a 6 és ¢ integralok a gombon futnak végig. Mivel a mdasodik tag egy vektor

kovaridns divergencidja, az

/ d0dip/GD, VO = / dp\/ T,V (4.36)
S

oS
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altaldnositott Stokes-tételt alkalmazhatjuk, ahol p az S feliilet S hatdran futé ko-
ordindta, n® a hatarfeliilet normadlisa és h metrikdjanak determindnsa. Esetiinkben

azonban S a gomb felszine, aminek nincs hatdra, igy ez a jarulék eltiinik, ezért
- (4
/ d*r/GNMLEFTSR = / d*z\/gN M (—ﬁLgFT) C. (4.37)

Osszefoglalva az eddigieket, a hatds (4.29) elsérendii varidcidja (4.13), (4.23), (4.26),
(4.27), (4.28) osszefiiggések, parcidlis integraldsok majd (4.20), (4.24), (4.30), (4.32),

(4.37) azonossdgok egymast kivetd alkalmazédsdval:
oSFET = / d*zo/=g { [LNT6N + LyfT6M + LEFT6K + LM 0K

FLEFTSLY + LEFTSLY + LEFTON + LEFTOR] 417751 /=5 }

= / d*on/=g { [LATON + LE"oM + LK + LIPS K

fl

FLEMTOL 4 M + FOL + LﬁFT(SR} FLEFTSIn \/—g}

+/dm4\/—_§@a [fm“éln \/—_g] — /dm‘@r (\/EN]:) 5ln\/——§

= / d*z\/—§ { [LEFTaN + (LffT + %) SM + (L' — L") 6K
1
+ W&Lf}”é/\/ + (LT + F) 6Lt + LgFTaR} + LPFT§1n \/—g}

/dI48 (\/_N]:)Mn\/_‘*‘/dfl\/_v [L}E(FTn“—i-]:ma(Sln\/—_g}

\T/

N +f)] Sin N

N

_ N’
+ (MLffT + % + == (LZT+ ]—")) §In M

NMa LEFTSN + LEFTSR + LM T51n /—

(LB = LBT) 00 - 0, ()] - (287 + ) 20

MN MN

/dm 0, (VINF) 30 /=5 + [ de*y/=gV, |LEn® + Fm®sin /=]
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= /d‘*;m/—g{ [NL]%FTJr % (LE*FTJF?)] §In N

N

_ F
MLEFT i o
+( W T T

(L + f)) §1n M
+ ﬁmﬁ”w + LEFTSR + LPFT51n \/—g }
[, (VG (LT~ 187 o
+ [ a0, (V5 (LEFT + 7)) on
- [asto, (VanF) o1y
+ / dz*\/—GV, [L?}FTn“ + (LEFT — LEFTY n6In M + Fm*S1n /—§
— (LEFT 4 F)m®61n N — (LEFT — LEFT) m%[}
= /d“w =9 { {NLﬁFT + % (g + % + 8T> (LErT +]—")] Sln N

. F' N
MLEFT i o
+( Mt

(LEFT+f)) §ln M

L
NM
EFT EFT _ L 2 \/ _ 5

+LEFTSR + [L i (T —|—(9T> (N]:)] 01n+/ g}

+ / dz*\/—gV, [LﬁFTn“ + (LEFT = L) n*In M + Fm*SIn\/—3

— (LZF" + F)m*SIn N — (L' — L) m%/’]

2
[&L,@FT + - (L - L;%FT)] SN
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\T/
= /d‘*;c\/—g{ {LEFTJFNL]’%FTJF% (2+%+&> LEFT] §In N
r

_ 2 N’
I |:LEFT+MLJ\EJFT _ _M_y.‘+ MNLffT} 0ln M
T

1 2
T {&L%FT + 2 (- LgFT)] %

1 (2 N 2
o |[EFT _ — [ 2,1 _ 2 [BFT
v2[eorr - o (2a v - 0] o]
+/d:c4\/—§6a [Lf(FTn“ + (LT = L) nIn M + Fm®SIn\/—3

EFT a EFT EFT a5N
— (LT + F)m*In N — (L' — L )mW : (4.38)

Ezzel eloéllt az elsérendii hatds azon alakja, amelyrol leolvashaték a mozgasegyenletek:

LPFT 4 NLEFT + % <§ + %’ - &) Lt =0, (4.39)
LEFT 4 NLEFT _ %‘7_—4_ ]\{jjleng -0, (4.40)
LEFT_%(§+%+&>}"_%L§FT =0, (4.41)
0.LE" + 2 (LT — LFT) = 0. (4.42)

Az elsé hdrom mozgdsegyenlet reprodukélja [27] megfelel eredményét, ezeket tehdt

nem viltozatja meg a kettos folidzas merdlegességtol valo eltérése. A negyedik egyenlet

------

O (L") =2r LT (4.43)
alakra is. Legegyszeriibb megoldédsa
LEFT — [EFT _

, (4.44)

a hatést egyszeriisiti:
SEFT — / dat\/—gLF"" (N, M, &, s, L*, L*, \*, R;r) . (4.45)

Megjegyzem még, hogy a mozgédsegyenletek levezetése sordn elkeriiltem a [27] munka
azon allitasat, miszerint az elsérendii varidciék egy nulladrendii, egyébként kovaridns
négyesdivergencia jarulékot adndnak. A kérdéses jarulék a (4.18) egyenléség baloldals-

nak utolsé tagja. Azzal, hogy az elétte taldlhaté négyesdivergencidt (ami nulladrendii
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részt is tartalmazott) a szdmolds sordn megtartottam, sikeriilt a jarulék nulladrendii
részét egzaktul egyszeriisiteni.

A partikuldris skaldr-tenzor elmélet megvalasztdsa utan a (4.39)-(4.41), (4.43) egyen-
letek megolddsa gombszimmetrikus, sztatikus feketelyuk-megolddsokhoz vezet.

4.6. Alkalmazas: Schwarzschild-térido az altalanos relativitas-

elméletben

Elsoként az dltaldnos relativitdselméletre alkalmazzuk az el6z6 alfejezetben levezetett
dinamikat.
A (2.12) Einstein—Hilbert hatds (3.2) Lagrange-fiiggvényébol elhagyva a 4-es kova-

ridns divergenciat, majd skaldr valtozokra attérve

LPFT = R4 K, K™ — K? — 2KK + 2K, K — L7, L

+ (L*)* = 2L*L* + 2D, In ND*In M
= R+4x—K?—2KK+28— )X+ (L)?
—2L*L* +2D,In ND*In M . (4.46)

A (4.39)-(4.42) mozgasegyenletekben szereplé funkciondl-derivéltak igy

N

D,D%In N

LEFT _ _9Ta
M M )
LEFT = 1,
LEFT = —2L* |
Ly’ = —2(K+K),
LEFT = 2K, (4.47)
valamint 5

......

0K = glc (4.49)

alakra egyszeriisodik.
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A 4.4 alfejezetben megadtam a skaldr valtozok értékét gombszimmetrikus, statikus

hattéren. Ezek felhaszndldsaval az EFT Lagrange-fiiggvény

_ 2 2 4 AN’ _ _
EFT _ 4% a
L = 2 T2M2+TQM2+TM2N+Da1nND In M
2 1 2rN’
tovabba
IET = 0,
LEFT — 0,
LEFT = 1,
_ 4
LEFT — __—_
7£ rM
LT =0,
LEFT = 0. (4.51)
és .
_ 2 rN
F=—11 = ,
TM( + N)
igy a (4.39)-(4.41) mozgdsegyenletek a héttéren:
_ rM’
M*—1 — =0 4.52
+— , (452)
_ 2r N’
M—1-"—" =0 4.53
N Y ( )

2 1 2r N’ 1 /2 N 2

= (1+ ) = (242 4h ) F— SLEFT — 0. (454

r2[+M2<+N)} M(T+N+ )F r2 (4.54)
A negyedik (4.42) egyenlet azonossiggd vélik, mivel (4.44) teljesiil.

Az (4.52), (4.53) egyenletekbdl megkapjuk a Schwarzschild téridében szerepld egyiitt-
hatokat. Eloszor kivonjuk egymdsbdl a két egyenletet, melybdl az

M=N"! (4.55)

osszefiiggéshez jutunk, majd ezt visszahelyettesitve a (4.53) egyenletbe, az integraciés

konstanst 2m-nek vilasztva megkapjuk, hogy:

N = 4/1-=2, (4.56)

M = —, (4.57)



GOMBSZIMMETRIKUS FEKETE LYUKAK SKALAR-TENZOR ELMELETEKBEN 36

a (4.54) egyenlet pedig azonossaghoz vezet.
Ezzel ellendriztiik, hogy az EFT gravitaciéelméletek gombszimmetrikus, sztatikus
téridoire levezetett egyenletrendszert az &ltaldnos relativitdselméletre alkalmazva a

Schwarzschild megoldés &ll eld.
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5. Meértéktranszformacidk és rogzités skalar-tenzor

elméletekben

A skaldr-tenzor elméletekben a feketelyuk-perturbacick targyaldsdban eziddig nem si-
keriilt megfelel6 mértékrogzitést 1étesiteni. A probléma abban all, hogy a mértékrogzités
utdn a perturbéciok tetszoleges idofiiggvényt tartalmaznak [27].

Ebben a fejezetben tdrgyalni fogom a nemmerdleges 2+ 1+ 1 felbontés segitségével
elérhetd mértékrogzitést a gravitdacié legaltaldnosabb skaldr-tenzor elméleteiben, mely

megsziinteti ezt a problémat. Az ivelemnégyzet a perturbédciok elsé rendjében

ds®> = ds® — (2N6N — 2G, N*6N°

—N*N?6gu — 2NGN') di?

+ (2Gab M“OM® + M M0 ga, + 2M M) dx

+2 (G NOM® + Gy MOSN® + N M5 g,

+NSM + MON) dtdy + Sgapda®da®

+2 (GO N + N6 gqp) dtdz®

42 (Gupd M + M®3gey) dyda® . (5.1)
Itt a feliilvonds a perturbalatlan mennyiségeket jeloli. Gombszimmetrikus hattér esetén

N® = M?® = 0, valamint nem csokkentjiik a tdrgylds dltaldnos jellegét, amennyiben a

héttéren meréleges kettos folidzast engediink meg N = 0, igy

ds* = —(N?+2NON) dt* + 2MON dtdx + 26 N,dtdz*
+ (Gab + 0gap) dzda® 4+ 26 M,dadx + (M? + 2MM) dy*.  (5.2)

Természetesen a perturbélt A eltiinését nem fogjuk kikotni.

5.1. Vektorok és szimmetrikus tenzorok felbontdsa pdros és

paratlan szektorokra

Gombszimmetrikus hattéren Helmholtz-szerii felbontdsok érvényesek, az aldbbiak sze-
rint vektorokra:
Va = Dav;otfree + EbanV;iivfree ) (53)
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ahol
Eab = \/EEab s ng =1 (54)

a Levi—Civita siirliség, a rotfree, illetve divfree pedig rotdciémentes, illetve divergenci-

amentes jarulékokat jelol. Szimmetrikus tenzorokra pedig:

_ 1 _ _ _ _
Sab - Sba = gastcalar + DanSrotfree + 5 (EcaDcDb + ECchDa) Sdivfree . (55)

Megjegyezziik, hogy a divergenciamentes jarulékok alkotjdk a paratlan szektort, a rotd-
ciémentes és skalar jellegii jarulékok pedig a paros szektort. Alkalmazva a felbontdsokat

a feketelyuk-perturbdcidkra:

6Na = Dap + EbanQ7
oM, = D,V + E’,D,W ,
_ 1 _ _
5gab = gabA+DanB+§ ( EcaDcDb+EcchDa)Oa (56)
a paros szektor metrikus valtozoéi:

P,V,A,B,6N,SN,6M |

a paratlan szektoré pedig:
QW,C .

Megjegyzem, hogy az el6z6 fejezetben targyalt konformis faktor a péaros szektori A

valtozéval A = e* — 1 kapcsolatban 4ll.

5.2. Meértéktranszformaciok

A mértéktranszforméaciokat a diffeomorfizmusok jelentik. FEzek tulajdonképpen a 4

koordindta megvaltoztatdsabol széarmaznak az aldbbi kis mennyiségekkel:

(€€, =D+ E"Dyn) . (a=0,9).

A diffeomorfizmusok hatédsdara a metrika és a skaldr kovetkezéképpen valtoznak meg:

Leab = 0Gab — 5/§; ;o Lep =100 — 5/& : (5.7)
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Itt a kalap az adott (perturbélt) mennyiség diffeomorfizmus utdni értéke. Részletesen

kifrva:

SN = 6N - N¢ — Nex,

— N2, M.
= S T eX
N = N — e+ e,
SM = OM + M'€X + MeX
P = P-N%'+1¢,
Q = Q+1,
~ _ 2
Vo= VM- L
—~ , 2
W = W+4n——-n,
X
~ 2
A = A+_£X7
X
B = B+2¢,
C = C+2n,
36 = 0p—Pex. (5.8)

5.3. Meértékrogzités

A kovetkezOkben végrehajtjuk azt a mértékrogzitést, mely a perturbédcidk targyaldsét

egyértelm{ivé teszi:

&X megvilasztasdval elérhetd 35 =0
¢ megvalasztdsdval elérhetd B =0
1 megvalasztisaval elérheto C =0

Ezek kovetkezményeként a perturbalt metrika a hattérmetrikabdl konformis transzfor-
mécié segitségével all elo:

Gar = (1+ A)gus - (5.9)
Hatra van a &' diffeomorfizmus-generdtor megvélasztdsa. Kordbban, a merdleges kettés

folidzas kovetelménye miatt egyetlen lehetoség adédott:

SN =0 .
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Azonban az 1j formalizmus kidolgozdsa ezt mar nem koveteli meg, igy
P=0

véalasztédssal élhetiink.

Osszefoglalasul megadjuk mégegyszer a mérték-valasztas merbleges kettds folidzas

esetén:
2M M . 0 B C
t X
= _ _— F X = — = — = ——
/de2(6N+2£>+ t0p). =T E=og =y
(5.10)
valamint nemmerdleges kettos folidzas esetén:
P+é 86 B C
t_ 4 X - _= = —— A1
S AR SR R (5.11)

Beldthaté, hogy a @, W péaratlan szektort az utolsé vilasztds nem befolydsolja. Ezért
volt lehetséges a feketelyuk-perturbacidk paratlan szektordnak targyaldsa. Az egyébként
is jéval bonyolultabb ‘7,121\,(5/]\\7 ,W ,W, P valtozék 4ltal alkotott pdaros szektor tar-
gyaldsa azonban fiigg ¢ megvélasztdsatol. Elsé esetben P tetszoleges idofiiggvényt
tartalmaz, mésodik esetben pedig eltiinik. Tehdt megfeleld mértékrogzités utdn 5 paros

jellegi véltoz6 marad.

5.4. A feketelyuk-perturbaciés valtozék paros / paratlan jel-
lege

A kovetkezokben megvizsgdlom a 4. fejezetben bevezetett feketelyuk-perturbacidkat
jellemz6 mennyiségek paros / péaratlan jellegét elsérendben. A (4.4) hatds véltozoi
koziil a metrikus N, M elsérendii varidciéi pédros valtozok (origéra tiikrozés esetén
valtozatlanok), ilyen N' = N is. A 2-dimenzids gorbiileti skaldr (integralis értelemben
igaz) elsérendii varidcidja R = —4(/r? szintén péaros. A fennmarads K, K, £*, L*,
vizsgaljuk meg.

A K mennyiség elsérendii varidcidja (4.27) szerint a paros M és ON miatt szin-
tén pdros jellegli. Mivel K elsérendii varidcidja (4.26) szerint megadhaté (elhagyhato

négyesdivergencia erejéig) a paros 0K és 0N segitségével, 6 is paros. Az L* véltozo
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elsérendi varidcidja (4.28) értelmében a paros 0M és JN valtozok fiiggvénye, tehat
péaros.

A X" mennyiség (4.12) elsérendii varidcidja ardnyos 0 L*-vel, tehdt utébbi hatérozza
meg paros / paratlan jellegét. A (4.23), (4.30), (4.32) osszefiiggés dL* perturbaciot a
péaros 0N, O0M, (, 6L* valtozokkal adja meg.

Tehét elsérendben a hatds dsszes védltozdja péaros.
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6. GoOmbszimmetrikus, statikus feketelyuk-pertur-
bacidok a EFT skaldr-tenzor elméletekben

6.1. Perturbacioszamitas és stabilitasi kritériumok

A modern fizikdban nem elegend6 a jelenségek dinamikajat figyelni, hanem a perturbé-
ciok viselkedését is nyomon kell kovetni. Klasszikus példa erre az dllitdsra az Einstein
sztatikus univerzum, mely egy negativ kozmoldgiai dllandéval kiegészitett Einstein-
egyenlet megolddsaként all el6. A konstans bevezetésével remélte Einstein megoldani
azt a szdmadra elfogadhatatlan eredményt, hogy az dltaldnos relativitdselmélet szerint
az Univerzum nem sztatikus. A megoldds azonban nem bizonyult stabilnak: a pertur-
bécidk idében monoton novekedtek, Eddington—Lemaitre, Lemaitre, illetve de Sitter
univerzumokhoz vezetve [49].

A perturbécidk dinamikédjanak viselkedésében (a mar emlitett Ostrogradsky insta-
bilitdson kiviil) a kovetkezo instabilitdsok fordulhatnak elé:

- ghost tipust instabilitdsok (negativ kinetikus tag),

- Laplace- vagy gradiens-instabilitdsok (negativ hangsebesség),

- tachion instabilitdsok (negativ tomegtag).

A skaldr-tenzor elméletek géombszimmetrikus fekete lyukainak perturbécidit vizs-
gdlni lehet a specidlis feketelyuk-megolddsok konkrét ismerete nélkiil is. Egyediil a
megoldasokhoz vezeto differencidlegyenletek ismerete sziikséges. Mint lattuk, ezeket a
hatéds elsérendii perturbéciéi hatdrozzdk meg.

A hatds m&sodrendii perturbaciéi pedig a perturbaciok fejlédésegyenleteit adjdk

meg.
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6.2. A metrika determiniansanak elso- és masodrendii varia-

cidja

A teljes EFT hatés perturbé,ciéjéhoz sziikség van a metrika 4-dimenziés determinansa-

//////

a perturbdcié csak komformisan dtskdldzza az indukalt metrikat (1gy Valasztottam a
meértekrogzitést is), tovabba a (3.7) Osszefiiggést:
5gab =0 (6 gab) = (62C - 1) Gab
2(e*—1) . (6.1)

A determindns tehét: g = (624)2 g. A metrika determindnsénak (2.13) 24141 felbon-

tott alakja felhaszndldsaval elvégezhetd a varidcié mésodrendig:

5\/—§ = 6(NM/g)=NM/g— NMf
= [(N+0N) (M +0M)e* — NM| /g
_ [(1+—) (H%M) (142¢ +2¢?) —1]NJ\‘M§
_ [ + o 5%;5VN+2¢+2<5—N+2<—+2<]\/—_9

= 51\/—_+52¢—_§, (6.2)

ahol
SN oM
Vg = V_Q(W+W+2C>
SMSN SN oM
Sov/—3 \/—g{ YA +2¢ (WJFW)HQ?] . (6.3)

Megfigyelhetd, hogy mind az elsérendii, mind a méasodrendii varidcidk csak a péros

szektorba tartozd valtozdkat tartalmazzak.

6.3. Az EFT hatas masodrendii variacidja

//////

55, 9FFT — / d*z (\/—g G2 LPT 4 611/ —g 61 LT + L7654/ —§) (6.4)
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jarulékait kell kiszdmolni. A metrika determindnsdnak (6.3) elsé- és mésodrend{i vari-

acidjat az el6zo alfejezetben kiszéamoltam. A 4.5 alfejezetben szamolt teljes elsérendii
(4.38) jarulékbol kivonva az LEIT§\/—g jarulékot

_ 1 /2 N
5HLEFT = {NL%FT—Fﬁ(;—{—W—i—@T)Lng} 0In N
+ MLZI;JJFT_LJF+ {VCLE*FT 0ln M
rM N

1 /2 N 2 ppr
le(r+N+aT>f+r2LR ]g

1 2
+ 577 [&LEFT +- (LFT — Lf}FT)] SN (6.5)
is eloall. Hétra van tehdt 6, L7FT meghatérozésa.
A (4.4) hatds véltozoinak varidciéi koziil ds¢ és R méasodrendii. A (4.5) definicick

szerint

S92 = O6K%K®, |
58 = 6K*K, . (6.6)

A \* valtozé maésodrendii pontossdggal vett varidcidja dA* = 01A* + doA", ahol az

elsérendii varidciot (4.12), a masodrend{it pedig:
S\t = 6L 0L, (6.7)

adja.

A Taylor-sorfejtés formalisan elsérendii részébol
LEFT S50 4+ LEFT Sy R+ LFT 650" (6.8)

mdasodrendiiek.

A teljes méasodrendii jarulékot a viltozok szerinti masodrendii Taylor-sorfejtéssel
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hatdrozhatjuk meg:
0o LT = LU G5e + LT 628 + LT 620" + L0, R

FLET 0K 4+ L0 K + LT 6,L% 4 LEFT 6,17

+% (LN (ON)? + LEAT (6M)? + LEET (6,K)° + LT (61K
+FLEL (0L7) + LEAE (607 + LEAT (13)” + LR (6:1R)”]
+LEATSNOM + LEFTSNG K 4+ LYEFSNS K + LYEONGS, L
+LEFTSNS L* + LEXTONS N + LEETONG R + LTS M6, K

+LEEESMS K + LEEESM S, L 4 LEEo Mo L + LYY oMoy \*

+ LV OMOL R + Lk 61K6 K + Lgpd 61K, L% + Lk 6,K0, L
F L 01 KON + L 61K0 R+ Lt 61 K6, L% + LI 161K 6, L*

+LERTS Ko\ + L6 K6 R+ LEEL S .6, L + LEEL S, L0, \*
+LEETS L6 R + LEELS L*6, \* + LEEF 6, L*6,\ R
+ LTSN 6 R (6.9)

Az elsbérendii varidciok kozotti kapcesolatokat a 4.5 alfejezetben mér meghatdroztam. A

fennmarad6 masodrendii varidcidkat a kovetkezokben tzirgyalom
méasodrendii sorfejtésébdl lehet eldallitani:

SR =0.R+ 6, (6.10)

ahol
69R = 2RC* + 4CG™ Dy Dy¢ — §™ D, DyC? . (6.11)
Az utolsé tag (az elsérendii tag megfele16 tagjéhoz hasonlc’)an) az altaldnositott Stokes-

......

meghatarozom a masodrendii varidciok paros / pédratlan jellegét. Példaul 52R paros,
mert a ¢ paros valtozoval lett kifejezve. A (2.6) Osszefiiggések azt mutatjak tovabbd,
hogy ezeknek a mennyiségeknek a varidciéi tartalmaznak péros véltozékat, valamint
az N® és M* mind péros, mind péaratlan részeit. Utdbbiak azonban D-derivaltakkal
kontrahdlva jelennek meg az emlitett K, K, £L* és L* véaltozékban, igy parcidlis inte-
graldsok utdn a pdratlan rész divergencidja &dllithaté eld, ami eltiinik. Tehdt paratlan
szektori mésodrendii varidcick csak az (6.6) és (6.7) kifejezésekbdl szérmaznak.

A m&sodrendii hatds paros és paratlan szektoru véltozéi szerinti varidcié meg fogja
adni a perturbacidok mozgasegyenleteit. FEzeket a 6.1 alfejezetben ismertetett stabilitdsi

kritériumok szerint kell vizsgdlni és kiréni a stabilitdsi kritériumokat.
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7. Osszefoglalds

A modern fizikdban a gravitdcié nem mads, mint téridé-gorbiilet. Az drapélyer6khoz
hasonlé szerepet betolté Riemann-tenzort a metrikus tenzorbdl lehet szarmaztatni,
mely a newtoni potencidlt altaldnositja. A metrikus tenzor dinamikdjit az dltaldnos
relativitdselméletben az Einstein-egyenletek adjdk meg. Az elmélet joslatait rendkiviil
pontosan sikeriilt ellenérizni, mind a Naprendszer-tesztek, mind a kettos pulzdrok és
gravitdciés hullamok megfigyelése igazolta 6ket. Kozmoldgiai megfigyeléseink szerint,
viszont az Univerzum 6sszesen mintegy 95%-at ismeretlen alkotéelemek, stét energia
és sotét anyag alkotja, ezeket eziddig nem sikeriilt kozvetleniil megfigyelni. Emiatt
elképzelhetd, hogy ezek nem 1j fizikai mezok / részecskék, hanem a gravitdcié mo-
dosul nagy tdvolsdgokon. Ez a felismerés adta a létjogosultsdgat a moédositott gravi-
tacidelméleteknek. A megfigyelésekkel leginkdbb tsszhangban 16v6 ilyen elméletek az
un. skaldr-tenzor elméletek. Ezen beliil a Horndeski elméletcsaladban kizarélag mésod-
rendii differencidlegyenletek fordulnak eld, mig az tn. effektiv térelméleti modellekben
el6fordulhat magasabb rend{i dinamika is, de a szabadsdgi fokok terjedése tovdbbra is
méasodrendii, tehdt Ostrogradsky-instabilitdsoktél mentes.

A mdédositott gravitdciéelméleteknek foként a kozmoldgiai jellegii és a feketelyuk-
megolddsait lehet 6sszevetni a megfigyelésekkel, ezért ezek tanulmédnyozdsa igen fontos.
Mig eldbbiek vizsgdlata elérehaladott, a feketelyuk-megolddsok stabilitdsdnak vizs-
galata tdvolrél sem befejezett. A perturbaciok szétesnek pdaratlan és paros, egymassal
koleson nem haté részekre, és csupéan eldbbiek targyaldsa volt eddig sikeres. A pédros
perturbdciok vizsgdlatdnak itjaba az alkalmazott un. 24141 felbontds egyik tech-
nikai feltétele, a folidzasok merdlegessége &llt. A nem-merdleges kettds folidzason ala-
pul6 24141 felbontés kidolgozasat bemutaté munkdval a 2017-ben szervezett XXXIII.
Orszédgos Tudomanyos Didkkori Konferencia Extragalaktikus Asztrofizika tagozat elso
dijat nyertem el.

Az 1j formalizmus els6 alkalmazasaként az dltaldanos relativisztikus Einstein—Hilbert
hatdst bontottam fel. Megadtam a bedgyazdsi geometriai mennyiségekkel szoros kap-
csolatban &4ll6 impulzusokat, levezettem a hamiltoni- és diffeomorfizmus-kényszereket,
valamint a hatdsban elédllithaté hatar-tagokat. Megadtam a hamiltoni mozgédsegyen-
leteket a kényszerek segitségével. Ehhez &t kellett térnem a fazistérre, funkciondlis
Poisson-zardjeleket és simitott hamiltoni kényszereket vezettem be. Az [31]-es hi-

vatkozdsban prezentdlt hamiltoni formalizmus eredményeit reprodukiltam, azokat a
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harmadik diffeomorfizmus-kényszer és megfeleld hatartag levezetésével egészitettem Kki.
Ezt a munkdt a referdlt Universe folydiratban publikdltuk [33], illetve a nemzetkozi
Solvay konferencidn mutattam be poszter formajaban [34].

A hamiltoni formalizmus dinamikusan fejlédoé fekete lyukak tanulményozasédra al-
kalmazhaté. Gombszimmetrikus vakuum esetén az einsteini fekete lyukak kizérdlag
Schwarzschild-téridok lehetnek. Egyéb, kompakt eseményhorizonttal rendelkez6 fekete
lyukak esetén a y koordindta radidlis jellegtivé valik, igy az ES hatartag az origéban
egy regularitasi feltételhez vezet, az L% hatdrtag pedig az altalanositott Stokes-tétel
értelmében eltiinik. A tobbi hatartag eltiinését a t és x koordindtak végtelen értékénél a
hatds megfelel6 hatdrtagokkal valé korrekciéja biztosithatja. Az Einstein-gravitdcié 3.
fejezetben bemutatott hamiltoni tdrgyaldsa mintdjdaul szolgdlhat bonyolultabb skalér-
tenzor elméletek hamiltoni targyaldsdnak.

A 4. fejezetben a gravitdciéshullam-mérésekkel kompatibilis legéltaldnosabb skaldr-
tenzor, az in. EFT elméletek dinamikdjat vizsgaltam. Gombszimmetrikus, sztatikus
héttéren elvégeztem a legdltaldnosabb, metrikus és bedgyazdsi valtozokbdl képezett
moldsok sordn kijavitottam az [27]-es hivatkozds allitdsat, miszerint egy adott el-
sérend{i perturbacié nulladrend{i jarulékhoz vezet. Ez azonban [27]-ben nem vezetett
hibdhoz, az ott bemutatott harom mozgasegyenletet reprodukiltam. A kettés félidzas
nem-merodlegessége azonban egy negyedik, 1j mozgdsegyenlethez vezetett, melynek
legegyszertibb megolddsa lényegesen egyszeriisiti a dinamikit. Az EFT hatdst az
Einstein—Hilbert hatdsra specifikdlva a dinamikai egyenletekbdl levezettem, hogy a
Schwarzschild-téridé az egyetlen megoldas.

Az 5. fejezetben a megengedett legédltaldnosabb skalar-tenzor elméletekben vizsgdl-
tam meg a gombszimmetrikus fekete lyukak perturbécidit és egyértelmit mértékrogzitést
vezettem be. Helmholtz-szerii tételek alkalmazdsdval megadtam a perturbdciok fel-
bontédsdt paros és paratlan szektorokra, majd a diffeomorfizmusok hatdsat vizsgdlva,
megmutattam, hogy elérheté a mérték alkalmas megvalasztdsaval, hogy az indukalt
metrika mindossze konformis dtskdldzdson esik at a perturbacié hatdsdara, valamint
a kordbbi formalizmusban megjelen6 tetszoleges idofiiggvény kikiiszobolhetd. Ezt a
munkdt eddig harom nemzetkozi eléaddson ismertettem, a Szczecini Egyetem Kozmols-
giai csoportjdban, a rémai La Sapienza egyetemen szervezett 15. Marcel Grossmann
talalkozon, illetve a Valencidban tartott FUGA konferencidn. A 24141 felbontott al-
taldnos relativisztikus Hamiltoni dinamikat és a skalar-tenzor elméletek mértékrogzitését
tdrgyalé szakcikkiinket 2019-ben a Physical Review D folyéirat kozlésre elfogadta,
valamint az ezeket szintén ismerteté XXXIV. Orszdgos Tudomdnyos Didkkori Kon-

ferencidra benytjtott dolgozatom az Elméleti asztrofizika és asztrodinamika tagozat
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els6 dijat nyerte el.

Az egyértelm{l mértékrogzités lehetévé teszi a perturbécio dinamikajanak vizsgalatét.
Ehhez a megengedett dltalanos EFT hatds mdasodrendii varidciéjara van sziikség. A
méasodrendil varidciék ugyanis megadjdk az elsérendii perturbédcick fejlédését. Ennek

levezetése folyamatban van, részleges eredményeket a 6. fejezet tartalmaz.
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8. Nyilatkozat

Alulirott Gergely Cecilia Fizikus MSc szakos hallgat6 (ETR azonosit6: NACWAAT.SZE,
Neptun kéd: OJYI8X) a Hamiltoni fejlodés és feketelyuk-perturbicick skaldr-tenzor
gravitdcioelméletekben diplomamunka szerzoje fegyelmi felel6sségem tudatdban kijelen-
tem, hogy dolgozatom 6néllé munkam eredménye, sajit szellemi termékem, abban a
hivatkozédsok és idézések altaldanos szabdlyait kovetkezetesen alkalmaztam, méasok éltal

irt részeket a megfeleld idézés nélkiil nem hasznéltam fel.

Szeged, 2019. majus 16.

hallgaté aldirdsa
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9. Ko0szonetnyilvanitas

Koszonom a csalddomnak, hogy tdmogattdk az MSc tanulmanyaimat koltségtéritéses
formdban is. Ez a munka nem johetett volna létre témavezetom és tarsszerzéim ttmu-
tatasa nélkiil. Koszonettel tartozom az Uj Nemzeti Kivalosagi Programnak a 2017-18.
és 2018-19. tanévek sordn nyujtott osztondijakért. Hélas vagyok a CANTATA CA-
15117 COST és a GWverse CA-16104 COST kollaborécidknak, tovabbd a 123996 szdmu
NKFT kutatdsi palydzatnak, hogy lehet6séget biztositottak nemzetkozi konferencidkon

valé részvételhez.
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