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1. Bevezetés

A huszadik szdzad a természettudoményok a robbandsszerii novekedésének az évszazada.
Ez a fizikdra is vonatkozik. A tudomdnyos szemlélet nagymértékben atalakult, bony-
olultta valt, bel- és kiilterjesen gyarapodott. Ezdltal egyre nehezebbé valt az atjaras
a kiilonboz6 tudomédnyagak kozt. Azonban ezzel parhuzamosan az egységes szemléle-
tre és targyaldsra valé torekvés is egyre nagyobb hangsilyt kapott. Igy fogalmazo-
dott meg fizikdban az ismert kolcsonhatdsok egyesitésére valé torekvés. Ennek adott
lendiiletet az elektromos és mégneses kolcsonhatdsok sikeres egyesitése. Ez Maxwell
érdeme, aki Faraday kisérleti eredményinek ismeretében, de egy bonyolultabb formal-
izmus haszndlata drdn érte el ezt a célt. Az elmélet joslatait Franck és Hertz kisér-
letei igazoltdk a tizenkilencedik szdzad végén. Az éter-elméletek igazoldsdnak kisér-
leti kudarca késztette Einsteint a newtoni abszolit vonatkoztatdsi rendszer feladédsara
és vezetett a specidlis relativitdas elméletéhez. Ekkorra tehetd az alapvetd elméletek
geometrizaldsdnak igénye is.

A gravitdcié geometriai leirdsdhoz azonban sziikség volt az ekvivalencia elvének
megfogalmazdsara. Ez az elv szészerint a kovetkezot mondja ki: az Univerzum barmely
pontjdn barmely lokdlis Loretz-féle vonatkoztatdsi rendszerben a fizika térvényei ugyana-
zon specidlis relativitasbeli alakjukat veszik fel [10]. Azaz: két Lorentz-féle vonatkoz-
tatdsi rendszer kozt nem lehet kiilonbséget tenni [9],[10]. Erre a kitételre alapul az &l-
taldnos relativitds elmélete (a kés6bbiekben ARE). Durvan fogalmazva az ARE a grav-
itaci6 és a téridd gorbiilete kozt teremt kapcsolatot. Az ARE igen pontosan visszaadta
a bolygok (elsédlegesen a Merkir) perihéliumvandorldsanak mértékét. Ugyanakkor Ed-
dington mérései az 1919-es napfogyatkozds alkalmaval igazoltdak a Nap mellett elhaladé
fénysugar elhajlasat és kimeérték az elhajlési szoget [9],[10]. A mért érték hibahatdron
beliil egyezett az elméleti értékkel. Ezdltal a gravitdacié einsteini elmélete is igazoldst
nyert. Jogosan meriilt fel az igény, hogy a(z akkor ismert) két alapvetd kolcsonhatést
egy kozos matematikai formalizmus és targyaldasmod keretei kozt egyesitsék.

Ez a feladat azonban sokkal bonyolultabba valt, mint ahogy elképzelték. Tobb
konkurens elmélet csapott 6ssze, amelyeket tobbek kozt Einstein, Lorentz, Weyl, Kaluza,
Klein és Eddington nevei fémjeleznek. A kiélezett vitdk nem maradtak el, ebbe enged
betekintést nyerni a [6].

Ezen elméletek koziil legtovabb T. Kaluza elmélete merészkedett, amely azt mondta
ki, hogy a két formalizmus akkor egyesithetd, ha a téridot egy ujabb térdimenzio-

val bovitjiikk. Ez a térdimenzié viszont kompakt, azaz dnmagdba zdrodé és véges kis



karakterisztikus hosszal jellemezheté. Ennek értéke az elméleti megfontoldsok miatt
1072%cm. Késébb O. Klein, aki Einstein tdmogatdsat is élvezhette e munkdjaban,
tovabb fejlesztette Kaluza elméletét [6]. A késébbiekben ez Kaluza-Klein (K-K) elmélet
néven lett ismert. A K-K elméletet azonban elvetették, ugyanis a csatoldsi dllandék
értékeire til nagy értékek adédtak. Ez az extra dimenzié mikroszkopikus karakter-
isztikus mérete miatt volt igy.

Az "4j" kolesonhatdsok kvantumterekkel frhatdk le, a K-K modell pedig ezek lefrasara
nem alkalmas eredeti alakjaban. Az extra dimenzidk bevezetése azonban hasonlé kon-
textusban késébb mégis elokeriilt. Ezek a késobbi elméletek a szuperhiir-elméletek.
fgy a K-K elmélet a szuperhiir-elmélet nagyon korai és primitiv elodjének tekintheto.
Megkérddjelezhetetlen erénye azonban az, hogy el6szor vetette fel az extra dimenzidok

létének kérdését.

1.1. Szuperhirok és a branok

A muilt szdzad 60-as éveiben sikeriilt egyesiteni az elektromagnesség és a gyenge kolc-
sonhatds elméletét. Ez utébbi felelds a radioaktiv bomlédsért. Leirdsa egy kvantumtér
segitségével torténik, melynek kvantumai az tin. mértékbozonok. Nemsokkal ezutdn
az er6s kolecsonhatast (a nukledris er6k kvantumelméletét) is sikeriilt ebbe a formal-
izmusba beleolvasztani. A gravitdcié leirdsdra ez azonban ez az elmélet még mindig
nem volt alkalmas. A tovdbbi egyesitési torekvések az tin. szuperhiir-elméletek koré
sorakoztak fel. Ezek az elméletek nagyon bonyolult matematikai formalizmust hasznal-
nak. Legnagyobb problémajuk azonban az, hogy jelen pillanatban semmilyen kisérleti-
leg igazolhaté joslattal nem kecsegtetnek. Az igazsdghoz azonban az is hozzdtartozik,
hogy még mindig nem ismerjiik teljességében ezt az elméletet, vagyis . Tehdt egyelore
korai lenne barmilyen itéletet mondani felette.

A hirelméletek egyik sajdtos vondsa az extra térdimenzidk jelenléte. Igy a Vildg-
egyetem egy 1 4+ 3 + f dimenziés téridé 1 + 3 dimenziés hiperfeliiletén helyezkedik el,
itt f az extra dimenzidk szamét jelsli. Ot kiilonbozé 1 + 9 dimenziés hirelméletet is-
meriink, ezek az in. kvantumgravitdcié kiilonboz6 leirasait adjdk. A 90-es évek kozepén
olyan "dudlis transzforméciokat" taldltak [16], amelyek ezen elméleteket Osszekapc-
soljék egymadssal és egy 1 4+ 10 dimenzids szupergravitacios elmélet 1étezésére utalnak.
Ez azt sejteti, hogy az ot kiilonbozd hirelmélet egyetlen 1 + 10 dimenzids elmélet
hatdreseteiként jelennek meg [1]. Ez az elmélet az tin. M-elmélet. Alacsony energidk

esetén az M-elmélet jol kozelitheté az 1 + 10 dimenzids szupergravitdacié elméletével



1.1. dbra. Anyag, sugdrzds és gravitonok a branon (forrds: [16])

2),[1],[16].

Az elméletben szerepld szuperhirok egydimenziés objektumok. Ezek lehetnek nyi-
tottak illetve bnmagukba zarédéak. A magasabb dimenziés objektumok a "p—brdnok".
Ezek olyan hiperfeliiletek, amelyek dimenziészdma p. Ez egynél nagyobb, de tér dimen-
zi6szamandl nyilvanvaléan kisebb természetes szam. Ezen objektumok kézt megkiilon-
boztetett figyelemnek orvendenek az tin. "D — brdnok”. Fontossdguk abban rejlik,
hogy a nyitott szuperhirok ezekre mindkét végiikkel rahelyezkedhetnek [16]. Ezaltal a
nyilt szuperhirok lokalizédlédnak a branon. A zart hirok azonban a bréntdl fiiggetleniil
szabadon haladhatnak a teljes téridében. Igy az anyag és a sugsrzés a hiperfeliileten
lokalizalédik, mig a gravitdcié az egész tériddében szabadon terjedhet. Az 1 1.dbra ezt

igyekszik szemléltetni [8],[16].

1.2. A branok és az Univerzum

A branok elméletében két olyan fontos tipust ismeriink, amely alkalmazhaté a Vildge-
gyetem lefrdsédra

A szerzok nevébol képezett akronima utdn ADD-tipusinak nevezett branvildgban
f > 2 extra dimenzié taldlhaté, melyek egymaédssal egyenértékiiek. Fzek a dimenzidk
egyenesek, karakterisztikus méreteik azonosak. Maximalis hosszuk 10~%m alatti érték.

Ezt a méretet az indokolja, hogy a gravitacié newtoni torvénye ennél a tdvolsdgndl még



mindig korrekciok nélkiil érvényes. Az ADD modell erénye, hogy kett6 vagy anndl to6bb
extradimenzié esetén az tin. hierarchia problémara megoldast adhat [7],[16].

Ezzel szemben a Randall-Sundrum modellekben [3], [4] (RS1 és RS2 - a szdmozés
az id6rendi sorrendre vonatkozik) van egy "kivaltsdgos" koordinata, a tobbi extra di-
menzié pedig elhanyagolhat6. A tovdbbiakban ezt a "kivdltsdgos" dimenziét nevezziik
extra dimenziénak, a tobbirdl pedig nem tesziink emlitést, az elébbi okbdl kifolydlag.

Az extra dimenzié karakterisztikus mérete nem mikroszkopikus, béar az 6nmagaban
lehet véges és gorbiilt is. Ugyanakkor nem onmagdba zaréds. Ezdltal az térido ot-
dimenziéssa valik, kiterjedése végtelen. Az &ltalunk ismert négydimenziés Univerzum
pedig beledgyazhaté egy ilyen téridébe [4]. A bran ugyanakkor pozitiv fesziiltségii. A
Vildgegyetem 6tdimenzids lefrdsara az RS2-elmélet tiinik a legalkalmasabbnak.

Az 6tdimenzids, in. bulk téridébe torténd bedgyazds azt vonja magdval, hogy a né-
gydimenziés Vildgegyetem egy dtdimenzids tartomany négydimenzids ”faldn” helyezkedik
el. Amint mér emlitettiik, a fizikdbdl ismert anyagi mezok egy 6tdimenziés tartomany
négydimenziés falsn lokalizalédnak. Igy példdul az elektromégneses, Yang-Mills stb.
mezok ezen hatnak. Az emlitett mezdk kvantumjai ugyanis a nyitott szuperhirokkal
hozhaték kapcsolatba. Ezzel szemben a gravitdcié mind az 6t dimenziéban hat, igy
a tartomdny feliiletén (azaz a brdanon) is ugyanigy, mint az extra dimenziéban. A
gravitonok tehdt zart szuperhirokkal azonosithaték. Az ttdimenzids téridd a szuper-
szimmetria fennélldsa miatt Anti-de Sitter jellegii kell legyen [3],[4],[16].

Ha a branon az extra dimenzi6 hatdsat gyenge tér kozelitésben vizsgdljuk, a grav-
itaciot a branon a bulk &dltal indukalt metrikus perturbéciéjaként. kezelhetjiik. Ez egy
olyan Osszefiiggéshez vezet, mint a gravitdciés hulldmegyenlet. A vezetd rend mellett
az els6 rendli perturbacidjat is figyelembe kell venniink Ennek kovetkeztében a bréanon
taldlhato izoldlt gombszimmetrikus test dltal keltett gravitdciés potenciél kifejezésébe
egy korrekcids tagot kell beiktatni [5]:

V(r)= Gy <1 + Eﬁ) (1.1)

r 372

E kifejezésben [ az AdS térid6 gorbiileti sugara. A korrekci6 ezen alakja dont6 fontossdgu
a fekete lyukak esetében [38] Ha ezt a Schwarzschild metrika gyenge tér kozelitésével
hasonlitjuk ossze, azt latjuk, hogy az nem alkalmas a branon a gravitdciés kollap-
szus végallapotdnak lefrdsdra. Egy olyan metrikdara van sziikség, amelynek gyenge tér
kozelitése asszimptotikusan tart a (1.1)-hoz.

Az extra dimenzié jelenléte miatt nagyon magas energidk esetén is a brdn mod-

ell gravitaciés elméletében lényeges eltérések adédnak az einsteini ARE esetéhez vis-
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zonyitva [13], [19]. Ennek okozé6i a bulk bran-projekciéi miatt fellépd nagyenergiaju
korrekcidk. Ezek a bulk Weyl-tenzorédnak a branra vett projekciéinak kovetkeztében fel-
1ép6 nemlokdlis hatasokat foglaljak magukba. Kis energidji hatdresetben a korrekciok
elhanyagolhatékks véalnak, ugyanis az energia-impulzus tenzor négyzetével aranyosak,
amint ezt a késébbiekben a (2.23) is tanisitja. A megolddsok egyértelmiiségének mini-
malis feltétele a bulk téridé Weyl-tenzoranak (ldsd (2.12)) ismerete [19].

A napjainkban érvényes "standard kozmolégiai modell" érvényességét mérések ta-
masztjak ald. Ezek egy szimmetrikus, tdguld, a sikhoz igen kozel all6, homogén és
izotrop Vildgegyetemrol tantiskodnak. Ezeket a szimmetridkat a brantol is megkovetel-
hetjiik. Ekkor kozmolégiai branrdl beszélhetiink. Azaz a Vildgegyetem és az RS2-brédn
kozmologiai szempontbdl egyenértékii lesz. Ezdltal természetesen az elméleti kozmold-
gia elvei ugyanigy érvényesek lesznek az RS2 brénon is.

Dolgozatunk kittizott célja példakkal aldtdmasztani, hogy az RS2 bran-elmélet a
Vildgegyetem nagyléptékii lefrasara alkalmas. Megjegyezziik, hogy ennek a témakornek
hatalmas és még mindig robbandsszeriien gyarapodé irodalma van. Ezért a legfontosabb
és legdltaldnosabb vondsokra kiemelésére koncentralunk. Célunk, hogy a szakmabeli
érdekléd6 széméra is kontirozédjon a bran-elmélet természete és lényege. Az alka-
Imazdsok ismertetésénél olyan témakorokre helyeztiik a hangsilyt, amelyek a megfi-
gyel6 kozmoldgidval kapcsolatba hozhaték.

A dolgozatban az elmélet alapjainak ismertetése és az alkalmazdsokat parhuzamosan
torténik. Ezek kozt vannak kozmoldgiai jellegiiek. A fekete lyuk megoldédsok koziil ket-
tot részletesebben bemutatunk. Ezutdn a kozmoldgiai és a bréan fekete lyuk megoldédsok
kompatibilitdsat vizsgdljuk, egy inhomogén kozmoldgiai brénon keresztiil.

A galaxisok rotéciés gorbéinek alakja a bréanon természetes médon magyardzhato
a bulk nemlokalis hatdsaival. A dolgozatban erre is szeretnénk ravilagitani. Végezetiil
a bran fekete lyukainak gravitdcios lencsehatdsat targyaljuk. Mivel az er6s lencsézés
jelensége kevésbé ismert, ezért arra nagyobb hangsilyt fektetiink, mint a gyengére.

Az elmélet kovetkezetes ismertetése megfelelé matematikai appardtus felhasznélasa
nélkiil gyakorlatilag lehetetlen. Ezért mind az alapok, mind az egyes alkalmazasok
esetén is a kifejezetten technikai jellegii targyaldsmod alkalmazdsa elkeriilhetetlen, bar
igyeksziink ezt a lehet6 legnagyobb mértékben visszaszoritani.

A dolgozatban egységes jelolést alkalmaztunk. Az 6tdimenziés mennyiségek felett
egy hulldmvonal ("tilde”) taldlhat6, mely a négydimenziés mennyiségek esetén ter-
mészetszeriileg hidnyzik. Indexeink azonosak mind a négydimenziés mennyiségekre,

mind az 6tdimenziésakra. Ezek a latin dbécé kisbetiii, melyek 6tdimenziés mennyiségek



esetén 0 és 4, mig négydimenzids esetben pedig csak 0 és 3 kozti értéket vehetnek fel.

2. A gravitacié elmélete 6t dimenziéban

Ebben a fejezetben az 6tdimenzidés Einstein-egyenletbdl szérmaztatjuk a bran grav-
itacios téregyenleteit. Ezt a bulk Einstein-egyenletének a bran-projekciéibdl szér-
maztatjuk. Az eredmény az ARE Einstein-egyenletétsl néhany plusz tagban tér el.
Ezutdan a Lénczos-egyenletet haszndljuk fel, melynek segitségével kapcsolatot terem-
thetiink a bran bedgyazdsat jellemzo kiilsé gorbiileti tenzor és a bran energia-impulzus-
tenzora kozt. Ezt kovetden egy madsik extra tag, a Weyl-tenzor bréanra vett projekcioit
magébafoglal6 tagot irreducibilis tényezékre bontjuk fel. Igy, az energia-impulzus-
tenzor megmaraddsdnak mintdjara felirhatunk egy megmaraddsi sszefiiggést a nem-
lokélis effektusokra is. Mivel ebben a fejezetben mutatjuk be a branok elméletének
alapjait, a differencidlgeometriai targyaldsmaod elkeriilhetetlen. A fejezet nagymeérték-
ben a [19], [13] és [16] miiveken alapszik. A részletek megértéshez az ARE ismerete

sziikséges.

2.1. Az 6tdimenziés Einstein-egyenlet projekciéi a branra

Az 6tdimenziés téridé (azaz a bulk) Einstein-egyenlete ugyanolyan alaki, mint az ARE
négydimenziés Einstein-egyenlete [13]. A benne szereplé mennyiségek azonban tdi-

menzidsak:

Gap = R — %Rgab = Ty (2.1)
A baloldalon szereplé mennyiségek az 6tdimenziés bulk téridét geometrigjét jellemzik.
Itt éab a bulk téridé Einstein-tenzora, ]:Zab a Ricci-tenzor, R a gorbiileti skaldr, Tab
pedig a bulk téridé energia-impulzus-tenzora. A &% az 6tdimenziés csatoldsi dllando.
Ennek szerepe ugyanaz, mint az ARE-beli megfeleléjének, a x-nak.

A bulk téridében az fvhossz a g, bulk metrika segitségével adhaté meg. A bulk
hiperfeliiletei négy, azaz (1 + 3) dimenzids téridé metszetek. Ezek a bréanok. A branok,
akdrcsak a négydimenziés téridé metszetei, lehetnek tér-szeriiek és ido-szertiek is. Ez
attol fiigeg, hogy a hiperfeliiletet az id6 paraméter egy rogzitett, konstans értékénél

vessziik fel vagy nem. Az 6tdimenziés téridé metrika a kovetkezd alakban irhaté [19]:

gab = Qab T ENGNy (22)

Ebben a kifejezésben az n, mennyiség a bulk téridonek a branra vett normaélisvektora.

Erre fenndllnak a g,,n®* = 0 és az n,n® = € = 1 Osszefiiggések [19]. Az € értéke tér-

6



szer(l téridé metszetek esetén —1 , id6-szerli metszetekre +1. Ha y Gauss-féle normal

koordindta (azaz olyan, mely felirhaté n,dX® = dy alakban), az ivhossz:
ds? = gupdzdx® + dy? (2.3)

Igy a g, metrikit a bulk téridd &ltal az y = 0 hiperfeliileten indukalt metrikdnak,
roviden csak indukalt metrikdnak nevezziik. Az y = dllando feliiletek bedgyazdsat
a feliillet K, kiilsé gorbiilete hatdrozza meg. A kiilsé gorbiilet a feliiletek differen-
cidlgeometridjanak elméletében mésodik alapmennyiségként is ismert. Lie-derivaltak
felhasznaldsdval ill. kovaridns derivéltak segitségével egyarant szarmaztathato:

1,
Kab - Evgngab = gavcnb (24)

A kiilsé gorbiileti tenzor alsé indexeire nézve szimmetrikus. Azaz nincsen antiszim-

metrikus része:

Ky = 0= Kgun® (2.5)

A metrika ilyen alaki valasztdsanak elénye abban is megnyilvanul, hogy az extra di-
menzi6 irdnyédra egy plusz feltétel is kiréhaté [19):

a'=n'Vn' =0 (2.6)

A brén Einstein-egyenletének meghatédrozdsa a [19], [13] és a [16] menetét koveti,

a kevésbé fontos részletek mellézésével. Az 6tdimenzids tér Einstein-egyenletének tet-

szbleges hiperfeliiletre (ez esetiinkben a brén) valé projekcidit a Gauss- és Codazzi-

egyenletek adjdk meg [10],[15],[14]. A Gauss-egyenlet teremt kapcsolatot a négydimen-

zi6s és otdimenzids téridok Riemann-tenzorai kozt [19]:
Ricy = Rjyag7 gh9e9a + Kl Ka — KKy (2.7)

A Codazzi-egyenlet a kiils6 gorbiilet kovaridans deriviltja és a bulk Ricci-tenzora kozt

a kovetkezd torvényszeriiséget szentesiti [14],[15], [19]:
D;K! — D;K = Ryn'g" (2.8)

A Gauss-egyenletre a = ¢ kontrakciét alkalmazunk. Ennek eredményeként az ttdimen-

zi6s téridé Riemann-tenzordbdl eléallithaté a bran Ricci-tenzora:
Rij = Ruglg; — Ring/n°g + KKy — K{'Kq (2.9)
A négydimenziés Einstein-egyenlet ezutdn mér automatikusan eléallithat6 [13]:

_ 1~ . 1 . .
Gy = [Rkl - §Rgm} 9595 + Runn'gi; + KKy — KKy, — §gz'j(K2 — KKy) — By
(2.10)



A (2.10) osszefiiggésben az alébbi jelolést alkalmaztuk:
Eij = Ryynan'glg) (2.11)

A Riemann-tenzort felbonthatjuk a skaldrgérbiilet, a Ricci-tenzor valamint a Weyl-

tenzor Gsszegére, az aldbbi Osszefiiggés szerint:

Rigjp = g(gi[jéb]a - ga[in]j) - égj[if]b]aé + Clajo (2.12)
Lathatjuk, hogy a bulk Weyl-tenzora nem mds, mint az 6tdimenziés, spurmentes

Riemann-tenzor. Ez rendelkezik a Riemann tenzor dsszes szimmetriatulajdonsdgaval.

Az (2.1) bulk Einstein-egyenletet, (2.12) felbontast és (2.10) négydimenziés Einstein-

egyenletet felhaszndlva, a bran Einstein-tenzora:

Gij = Z—I%z[Tklgfgé‘ + <Tklnknl - iﬂf) 9ij) + KKy — K[ Kj — %gij (K2 - KabKab) — LEij
(2.13)

Az utolsé tag:
E;; = C’,‘fklnankgfgé (2.14)

Ez egy spurnélkiili tenzor, azaz E¢ = 0 . gy a (2.11) jelslés jelentését tisztdztuk. A
(2.8) Codazzi-egyenlet és az (2.1) Einstein-egyenlet alpjan:

D,;K} — D;K = i*Tyun'gF (2.15)

Az extra koordindta megvialasztdsaval az otdimenzids energia-impulzus-tenzor fel-
bonthaté a brannal parhuzamos illetve arra meréleges komponensekre. Legyenek ezek

75 ill. f[l-j . Igy a felbontas a kovetkezd alaku lesz:

Tij = 1L + 730 (y) (2.16)
A brénon érvényes a 7;;n" = 0 Osszefiiggés. Ez azt mondja ki, hogy a brdn energia-
impulzus-tenzordanak nincsen a branra merodleges komponense.

Altalsnos esetben T;; ismét tovabb bonthaté a bran fesziiltségére és a branon lévé

anyag energia-impulzus-tenzorara:
Tij = —Agab + Tup (2.17)

A felbontasok hasznossdga az effektiv Einstein-egyenlet felirdsakor vélik nyilvan-

valova.



2.2. A Lanczos-egyenlet

A Lanczos-egyenlet a 7;; energia-impulzus-tenzor és a K;; kiilsé gorbiilet kozt teremt
kapcsolatot [19], [13], [16], [18]. A brén feliileténnek a két ellentétes oldaldn a kiilsé
gorbiiletek csak abban az esetben egyeznek meg, ha a branon vakuum energia-impulzus-
tenzor hat. Ugyanis az anyag hatédsara a kiils6 gorbiilet ugrést szenved a bran feliiletén.
Ez tetszoleges dimenzidju bulk illetve bran esetén fenndll. Jelen esetben a bulk térido
otdimenzids, a bran pedig négydimenzios. Ekkor a kiils6 gorbiilet ugrasszerti valtozédsa
és a branon 1év6 anyag energia-impulzus-tenzora kozti dsszefiiggeés [19],[17]:

1
AK,, = —eR? (Tab — ggam') (2.18)

Ez a Lanczos-egyenlet négydimenzids brén esetére. Meg kell jegyezni azonban, hogy ez
tetszoleges dimenzidji bulk tetszolegesen kivilsztott hiprfeliiletére dltalanosithaté, am
ekkor a jobb oldal utolsé tagja eldtti egyiitthaté meg fog viltozni.
A Lanczos-egyenlet egy mésik, a (2.18)-vel teljesen ekvivalens alakra hozhaté. Ez
[19],[18]:
—€R*Tay = AKgy — g AK (2.19)

TetszOleges f,, mé-

sodrendii tenzorra értelmezhet6 az aldbbi mennyiség:
Afazb = f(ji, - fa_b

Ez az f,, mennyiségnek a bran mindkét, adott normélisdnak irdnyaval megegyezo
irdnydban felvett f; vagy azzal ellentétes irdnyu f, értékének kiilonbségét jeloli. Ez
az f, mennyiség ugrdsa a branon. Ha ezt a kiilsd gorbiiletre értelmezziik, akkor a
brannak a bulk téridébe vett bedgyazasarsl kapunk informaciot [19).

A Lénczos-egyenletnek a jelentdssége az, hogy a brdannak a bulk téridébe valé bed-
gyazasara jellemzé mennyiségei és a bran anyagdnak dinamikdja kozt teremt fizikai

kapcsolatot.

2.3. Az effektiv Einstein-egyenletek szarmaztatasa

A branon érvényes Einstein-egyenlet némiképpen eltér a szokvanyosabb, az ARE-ben
megszokott Einstein-egyenlettdl. Ezért is nevezik a brén effektiv Einstein-egyenletének.
a bulk téridé azonos egyenletébdl szarmaztatott osszefiiggést. Az eltérés a Riemann-

tenzor és a Ricci-tenzor projekcidinak tulajdonithaté plusz tagoknak tulajdonfthaté.



A Léanczos-egyenlet pedig arra alkalmazhaté, hogy e projekciés mennyiségek és a bran
anyaga kozt teremtsiink kapcsolatot.
Ha a brant tiikkorszimmetrikusan dgyazzuk be a bulk téridobe, néhédny hasznos 6ssze-
fiiggéshez jutunk [19]:
Agap =0, KhH+K,=0 (2.20)

Ez utébbi osszefiiggés segitségével megkapjuk a bran mindkét oldaldn a kiils6é gorbiilet
értékeit:

1 1
Kab = K;% = —Ka_b = —56/%2 (Tab — ggab7'> (221)

A (2.21) egyenl6séget a (2.10) bran-Einstein-egyenletbe behelyettesitve, a kovetkezd
egyenlethez jutunk [13],[16]:

Gap = —Ngap + K* Ty + &*Sap — Egp (2.22)

Ez az bran effektiv Einstein egyenlete. A x? az ARE (értelemszeriien) négydimenzids

csatoldsi dllandéja:

k? = 8n@G
Itt az aldbbi jelolést hasznaltuk fel:
1 1 1 . 1
Sap = =~ ToeTf + —=TTop + = 9T Tij — —gupT” 2.23
b 1 b+12 b+89b i 5 9ab (2.23)

A Lanczos-egyenlet segitségével kapcsolat teremtheto &, « illetve a A bran-fesziiltség
és A négydimenziés (brén) kozmoldgiai konstans kozt. Technikailag ez annyit tesz,
hogy ha a brén (2.17) energia-impulzus-tenzorat helyettesitjiik a (2.13) kifejezésbe, a

megfelelé mennyiségek sszehasonlitdsdval a kovetkezokhoz jutunk [13],[19]:
K2 = R*N/6, A = R*(A + &*\?/6) (2.24)

Az E,, tag az 6tdimenzids téridé Weyl-tenzordnak kontrakcigja altal jon létre; a
gravitacios tér nemlokdlis hatdsait foglalja magdaba. Csak akkor tiinik el, ha a bulk
térid6 teljességében Anti de Sitter (AdS) jelllegli. Ugyanakkor nem vélaszthaté tet-
szOlegesnek, hanem az anyagnak a branon tortén6d mozgédsa szabja meg viselkedését.
Ez a kovetkezé médon lathaté be. Eldszor is a (2.15) osszefiiggésbe behelyettesitve a

(2.21) egyenletet, igy a kovetkezdt taldljuk:
D;K] — D;K « D;7’; =0 (2.25)

Azaz az anyag megmaradédsdnak torvénye a bréanon érvényesiil. Ha a brénon a Bianchi-

azonossdgot vizsgaljuk, akkor a D'G;; = 0 Osszefliggés kovetkeztében az aldbbi all fenn
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D'E; = K™D;Ky— DyKj,) =

1

1 .
— Zf# T*(D;Tw — DyTja) + ~(Ti; — 955T)D'T (2.26)

4

A (2.26) teremt kapcsolatot az E;; és T;; kozt. Ebbol azonnal beldthat6, hogy az E;;
divergencidjat elsddlegesen az anyag hatdrozza meg.

Fontos észrevétel, hogy a (2.22) a két utolsé tagban kiilonbozik az ARE Einstein-
egyenletétdl. Azonban kis-energidji hatdresetben a két utolsé tag elhanyagolhatéva
valik. Ennek oka, hogy az energia-impulzus-tenzor kifejezése négyzetes alakban jelenik
meg mindkett6ben, amint ezt a (2.23) és a (2.26) alapjén lathatjuk. Igy ebben a
hatéresetben a két tag elhanyagolhatéva valik, és csak nagy-energids hatdresetben lesz
jelentos.

A kovetkezékben E;; egy irreducibilis felbontdsat keressiik. Az ARE-ben az energia-
impulzus-tenzort ugyanis kiilonbozo terek és mezok kombindciéjaként is elddllithatjuk,
fiiggetleniil attdl, hogy anyaggal vagy sugdrzdssal van dolgunk. A felbontédshoz referen-
ciairdnynak egy u’ négyessebesség-mezét valasztunk. Ez a felbontds egyben kovaridns

is [16], [10]. Altaldnos alakban:
T;j = puiuj + phij + mij + qjui + qiu;

Tehetetlenségi koordindta-rendszert vélasztva, barmely pontban fenndllnak a u! =
(1,0), hy; = (0,1,1,1), Vi = (0,V;), Wio = 0 = SW;; = W;; — Wj; Osszefiiggések. Itt
V; és W;; altalanos, vektor ill. masodrendii tenzormennyiségek [16]. Ezek esetiinkben
a q; s a m;.

Ennek mintdjara az F£;; tenzor is felbonthatd, ugyanis ez kozvetiti a bulk téridd
nemlokslis hatdsait a branra. Igy egy "sotét”, sugdrzasszerii energia-impulzus-tenzorral
jarul a bran energia-impulzus-tenzordhoz. A brén a bulk téridé extra dimenzidjanak
hatdsat ”effektiv folyadék” hatdsaként érzékeli. Ez is igazolja az aldbbi felbontds jo-

gossagat [16], [11]:
1
Eij = —g2 U(UZUJ + §h”> + Pz’j -+ 2Q(Zuj) (227)

A felbontédshoz a kovetkezd magyarazat tartozik. U az energiasiiriiség, U/3 az izotrop

nyomds, P;; az anizotrop fesziiltségeket tartalmazé tag, a ) tag pedig a fluidum dram-

ldsdra vonatkozé impulzussiiriiség. Utébbi megjelenésének az az oka, hogy a fluidum
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dramolhat a branon, mégpedig a koordindta-rendszer u; sebességéhez viszonyitva v;
sebességgel. Ezdltal a ; = pv; impulzussiirtiség jellemzi mozgdsdt. Az E;; felbontasat

a [16] -bol vettiik At.

2.4. Tiikrozési szimmetria nélkiili bulk térido altalanos eset-

ben

Vizsgaljuk meg réviden a bréan nem-tiikdrszimmetrikus bedgyazdsat. Az eljards a [19]
munka alapjdn ismertetjiikk. Ebben az esetben a bedgyazasnndl nem koveteljiik meg
a tiikkorszimmetridt. Emiatt nem haszndlhatjuk ki a Lénczos-egyenletet a kiils6 gor-
biilet 2.21 alaku kifejezéséhez. A brén effektiv Einstein-egyenletét ugyancsak az bulk
Einstein-egyenlet bran-projekcidival dllitjuk eld. A projekcidk kovetkeztében fellépd ex-
tra tagokat itt masképpen hatdrozzuk meg, 2.21 alkalmazhatatlansdga miatt. A brédnon
fellépd hatdsokat a projekcick atlagabdl hatdrozzuk meg. Az dltagokat projekcick a
brén két ellentétes oldalan felvett hatarértékeinek 6sszegébdl szémoljuk. A (2.16) és

([?]) osszefiiggéseket jelen esetben is alkalmazhatjuk Igy:
Gap = —Agab + K2Tab + IZJ4Sab — Eab + Pab + Ez:bF (228)

Ha ezt a tiikkorszimmetrikus (2.22) effektiv Einstein-egyenlettel tsszehasonlitjuk, azt
latjuk, hogy attél némileg eltéré eredményt kaptunk. Az eltérés oka az utolsé két
tag megjelenése. Ezek elobukkandsa a tiikroézési szimmetria hidnydra vezethet6 vissza.
Ugyanis a bran két ellentétes oldaldn a kiils6 gorbiiletek abszolit értéke nem egyezik
meg, a Lanczos egynlettel tsszhangban. Az FE,, tag jelen van a tiikdrszimmetrikus
esetben is. Itt azonban a bran mindkét oldaldn felvett értékeinek dtlaga jelenik meg.
Az L, definicigja [19):

Lap = Ky K — Koo K¢ — %(KQ — KK (2.29)

Belathatd, hogy Ly tiikorszimmetrikus bedgyazds esetén ez is eltiinik.
A P, tgy jelenik meg, hogy a bulkban "anyag" jelenlétét tételezziik fel. "Anyag"
alatt nyilvanval6an nem barionikus anyagot értiink. Ez lehet null-por vagy sugérzas.[19].

A bulk anyaga is egy jellemezhetd egy energia-impulzus-tenzorral. A P,;, definiciéja:

B e g——
P, = 52§(gggglﬂcd)TF (2.30)

A L, tag jelenléte miatt a kozmolégiai dllandé kozmoldgiai fiiggvénnyé alakul &t, ennek
alakja [19]: B
K2\ L R?

— 02 (hendT]
A= 5 19 (nnl.q) (2.31)
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Az (2.28) egyenlet utols6 harom tagja helyett bevezethetiink egy effektiv, nem-
lokdlis U energiastiriiséget [19]. Fontos észrevétel, hogy az emlitett harom tag mind
spurmentes. Ennek felhaszndldsaval az U energiasiiriiség a kovetkezd osszefiiggéssel
vezethetd be [19]:

2

—Eu+ Py + I_/an = /{2U(uaub + %hdb)

Az igy nyert egyenlettel tetszdleges otdimenzids bulk téridébe be dgyazhatunk egy
kozmoldgiai brént. Erre a [19]-ban taldlhaté egy részletes elemzés, néhény példaval.
Az eljéras menete:

1) A bulk téridé tipusdnak megvélasztdsa

2) A bulk anyagdt tetsz6legesnek védlaszthatjuk

3) A brén bedgyazasa a téridobe kiils6 gorbiiletek segitségével

A kozmoldgiai bréanok bedgyazdsdra egy késobbi fejezetben még visszatériink.

Bevezet6 fejezetiinkben azt lathattuk, hogy a bran Einstein-egyenlete a bulk Einstein-
egyenletbdl projekcick tjan szarmaztathaté. Ez némiképpen eltér az ARE Einstein-
egyenletétol, de kis energidji hataresetben visszaadja azt. Az effektiv Einstein-egyenlet
szarmaztatdsandl nagyon hasznosnak bizonyult a Lanczos-egyenlet. Ez a bran energia-
impulzus-tenzora és a kiils6 gorbiiletnek a bran feliiletén torténd ugrasszerii viltozédsa
kozt teremt kapcsolatot. Utébbi mennyiség a brannak a bulkba valé bedgyazdsérol
hordoz informaciot.

Az effektiv Einstein-egyenlet ismerete lehet6vé teszi a szingularitdsok és a kozmols-

giai problémék vizsgélatat a branon.

3. Kozmoldgiai alkalmazasok

A kozmoldgiai megolddsok esetén el6szor érdemes megvizsgalni a bran metrika idébeli
fejlodését. Fzt egy olyan bulkban kell vizsgdlni, amely rendelkezik kozmolégiai kon-
stanssal. Igy egy egzakt megoldast nyeriink [21]. Egy fekete lyuk megoldas 6tdimenzids
altaldanositdsa egy masik egzakt megoldédshoz vezet.

A kozmolégiai branok bedgyazédsa tetszoleges bulkba a Lanczos-egyenletnek megfeleléen
torténik. Ekkor az Israel-féle illeszkedési feltételnek is érvényes, amely a metrika brénon
val6 folytonossagat irja el6 [18],[19],[16]. A bedgyazds technikailag két kiilonboz6 tdton
kozelithetd meg. Egyik eset, hogy a bulk téridé metrikdja és energia-impulzus-tenzora
egy ismert, négydimenziés metrika (illetve energia-impulzus-tenzor) 6t dimenziés 4l-
taldnositésa [40],[19]. Természetesen a bedgyazas szimmetria tulajdonsdgait figyelembe

kell venniink. A madsik tt, amikor a bulk téridé metrikdjat szeretnénk meghatdrozni
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az azt kitolté anyagforma ismeretében valamint a bedgyazds tiikrozési szimmetria tu-
lajdonsdgai alapjan. Jelen esetben Friedmann-bréan bedgyazasat vizsgaljuk kozmold-
giai dllandéval ellatott vakuum bulk téridébe. Végiil pedig a luminozitési tavolsag-

voroseltolédas relaciot vizsgaljuk kozmoldgiai dllandés stk vakuum brén esetén.

3.1. A bran idofejlodése

Ez az alfejezet [21] és a [23] munkék kivonatoldsianak eredménye. Ezek a publikdciok
mérfoldkonek szamitanak a kozmoldgiai branok elméletében, ismeretiik nélkiilozhetetlen
a tovdabblépéshez. Ezen meggondolés alapjan tartottuk fontosnak részletesebb ismertetésiiket,
annak ellenére, hogy ez igen sok technikai jellegii elemet igényel.

A bulk metrikdjit az eldzdekhez képest eltérd alakra hozzuk. Ennek az az oka, hogy
a kozmolégiai szimmetridkat is figyelembe kell venni. Igy egy erre alkalmas fvhossz
kifejezése:

ds? = —n®(1,y)dr” + a*(7, y)v;da’dz’ + b*dy? (3.1)

A 7v;;-vel a maximalisan szimmetrikus 3D metrikat jeloljiik, az a(7,y) a skilafaktor,
n(T,y) az idéfiiggvény. Rénézésre is megallapithat6, hogy ez a kozmol6gidbdl ismert
FLRW térid6 otdimenziés dltaldnositdsa, azaz egy "kozmoldgiai bulk". Az ivhossz
jelenlegi alakjabdl az Einstein-tenzor komponensei konnyen kiszamithaték. Ezek koziil

csak a Gos-0t emeljiik ki [21]:

5 /- /Z') -/
G05:3(M+1__2>
na ab a

A (2.1) egyenlet jobboldaldn taldlhat6 energia-impulzus-tenzort pedig felbontjuk a

bulkban és a branon haté részekre:

T, = Tvﬂbulk-i-z? |lbran

T;Lbulk = diag(—pp, P Pp,Pp Pr)

T?'_brdn = diag(_pbapbvpbapbvo) (32)

A brénon viszont homogén és izotrop anyageloszlast tételeziink fel. Mivel az anyag a
branon lokalizalédik, erre merdlegesen anyagaramlds nem torténhet. Ez technikailag
annyit tesz, hogy az energia-impulzus tenzor Tps komponense eltiinik. A (2.1) alapjén
akkor a bulk Einstein-tenzor Gos komponense is eltiinik vele egyiitt. Emiatt az Einstein-
tenzor (0,0) és (5,5) komponensei nagyon leegyszeriisodnek. Beldthaté [23], hogy ennek
kivetkeztében gy irhatjuk fel 6ket, mint egy F'(7,y) fiiggvény y branra merdleges ko-
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ordinata ill. 7 idéparaméter szerinti deriviltjait. A fiiggvény alakja:
(a'a)*  (aa)®
2o n?

F(r,y) = — ka® (3.3)

Igy az Einstein-tenzor (0,0) és (5,5) komponenseire felirhatjuk a kovetkezd Osszefiig-

géseket:
2 /.3 .
F o= %/&Tg (3.4)
. 2aa3 . .
P o= a; K25 (3.5)

A (3.4) integraldsa a C' elsdintegral megjelenéséhez vezet:

,i2

F
+6

a4pB+C:0

Itt kihasznaltuk, hogy a T' ) = —pp, fiiggetlen az y-t6l. Ama T § =T 2 feltételezésével
beldthaté, hogy a pp idofiiggetlen is egyben. Ennek kovetkeztében viszont a C' els6
integral is idofiiggetlen lesz.

A (3.4) a pg = —Pp teljesiilésével, az y — 0 -ban feltételezett folytonossagi feltétel-
lel ill. az y «— —y szimmetridval a kovetkez® Friedmann-egyenlethez vezet [21]:

= —pp+

C
2

367 i
A (3.6) osszefiiggeés elégséges a bran kozmoldgiai fejlédésének vizsgalatara. Mindez a
bulk metrikdjatol és a b metrikus egyiitthaté idoéfiiggésétol fiiggetleniil. A nulla alsé
index az adott mennyiség y = 0 pontban felvett értékét jeloli.

Tételezziik fel, hogy a b metrikus egyiitthaté idéfiggetlen, azaz b = 0. Ezt a
mértékszabadsagot kihaszndlva kikothetjiik, hogy b = 1, igy ez csak az y koordindt&tol
fiigg explicit médon. A Gos=0 felhasznsldssval megadhaté az n metrikus egyiitthaté

is. Ez a kovetkezo Osszefiiggés segitségével torténik:

Ezt 3.4-ba behelyettesitve egy differencidlegyenlethez jutunk, amely a bran kivételével

a teljes bulkra alkalmazhato:

2

o +k+ (ad') = %p3a2

Ez a pg eléjelének és nagysdgédnak fiiggvényében a kivetkezé megolddsokhoz vezet. A
megoldédsok rendre pp negativ, pozitiv és zérus értékeire:
a®> = Acosh(uy) + Bsinh(uy) + D
a* = Acos(uy) + Bsin(uy) + D
a? = (@+k)y+Fy+G (3.7)

15



A trigonometrikus egyiitthaté értéke:

n= _TPB

Az egyiitthaték meghatédrozdsdhoz az idoparamétert az ng = 1 feltétellel rogzitjiik,
majd felhasznéljuk az Israel-féle csatoldsi osszefiiggéseket.

Ha az idoparamétert az ng = 1 feltétellel rogzitjiik, az id6 a bran kozmoldgiai ideje.
A bulk kozmolégiai dllandé esetében a negativ ps-re vonatkozé megoldds érvényes. Igy

bulk kozmolégiai konstans jelenlétében metrikus egyiitthatok végleges alakja:

1 K20\ o 3C
= | (142 =
alry) 2 ( - 6PB> “F "52,03@(2) "
1 ﬁQPb) 2 3¢ } KPy o
—(1-——a; — ——| cosh(uy) — agsinh (p |y])| (3.8)
12 ( 6pp ) " K2 ppay vV —6pp ‘
a(t,y

Ennek jelentéssége, hogy a 3.6 és a bran folyadék egyenletbdl képezett rendszernek
eleget tevd ag(t) és p,(t) fiiggvények ismeretében a bulk metrika szerkezetére a brantdl

tavoli tartomanyokban is kovetkeztethetiink.

3.1.1. A Schwarzschild-Anti de Sitter bulk

Az ARE Einstein-egyenleteinek egyik legismertebb megoldésa a Schwarzschild megoldas.

Ez a megoldas sztatikus és gombszimmetrikus, az » = 0 pontban pedig szinguldrissa

valik. Ennek 6tdimenzids dltaldnositdsa a Schwarzschild-Anti de Sitter bulk (Schw-AdS

5D) terid6 [23]. Ez a bulk ugyancsak sztatikus és gomszimmetrikus. A bran ebben a
téridoben mozoghat.

Az ivhossz kifejezése [23], [24], [25]:
) , dr?
ds* = —f(r)dT* + [0

A kifejezés utolso tagja a egy hdromdimenzids gomb, sik vagy hiperboloid metrikdja,

+ r2dY3 (3.10)

annak fiiggvényében, hogy a K gorbiileti egyiitthaté értéke 1, 0 vagy -1. Ennek a
metrikdnak a koordindtdi az x' koordindtdk. Az f(r) figgvény a kovetkezd alakban
adhaté meg [23]:
r
f(r):K—l—l—z—ﬁ (3.11)
Itt az [ és a p &llandok, értékeik olyanok, hogy az f fiiggvény mindig pozitiv legyen.
Ez a metrika rénézésre lényegesen eltér a (3.1) metrikdtol. Bebizonyitottdk [23],

hogy a létszé kiilonbség ellenére a (3.1) és a (3.10) mégis ugyanazt a téridét irjak
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le. Ennek beldtasara egy olyan transzformaciora van sziikség, amely a (3.10) metrikat
Gauss-féle normél-koordinatakba viszi 4t. Ez a [23]-ban megtaldlhaté. Ugyanitt belat-
tdk azt is, hogy a két teljesen eltérd metrikajia, de AdS jellegii bulk téridé egyenértékii

3.2. Kozmolégiai bran bedgyazasa kiilonb6zo tipusi bulk téridokbe

A brén-elméletek egyik legégetobb problémakore a bulk téridé szerkezetének meghatérozasa
kisérleti eredményekbdl. Ez napjainkban is nyitott kérdés. Mivel az Univerzum jelen
ismereteink szerint nagyléptékben sik, homogén és izotrop, ezért leirdsara a négydimen-
zi6s FLRW térid¢ alkalmas. Ebbdl kifolydlag kézenfekvo, hogy lefrdséra egy olyan brant
valasszunk, amely mindezekkel a szimmetridkkal bir. Ez a kozmoldgiai bréan. Eloszor
a kozmoldgiai bran tulajdonsdgait nézziik at.roviden. Azutdn a bedgyazas-probléma
részleteibe nyeriink betekintést. A kozmolégiai branok altaldnos bulk téridébe valo
bedgyazasira a [19] ir le egy algoritmust. A legegyszeriibb eset a tiikorszimmetrikus
bedgyazds. Az erre vonatkozo egyenletrendszer (amely kiinduldsi pont e feladat tovdbbi
tanulmanyozédsdhoz) a "Tiikorszimmetrikus bedgyazés dltalanos vakuum bulk téridébe"

cimii alfejezetben taldlhato.

3.2.1. A kozmolégiai bran szerkezete és tulajdonsagai

Kozmoldgiai bran alatt egy olyan hiperfeliiletet értiink, melyet a Friedmann-Robertson-
Walker-Lemaitre (a tovabbiakban csak FLRW) térid6vel frunk le. Ennek anyaga ho-
mogén és izotrop idedlis folyadék, amelynek szimmetria tulajdonsdgai illenek a térido
szimmetridihoz. Szokds egyszeriien csak Friedmann-brannak nevezni.

A bran metrikdja [19]:

Gab = —UgUp + CLQ(T)hab

hay = r2(d0? + sin® 0dp?) (3.12)

Az a(7) a metrika térszeri részét jellemzo skélafaktor, h,, a konstans gorbiiletii (ez 1, 0
vagy -1 lehet, annak fiiggvényében hogy zért, sik vagy nyitott Univerzumot tételeziink
fel a branon) térszerti metrika, mely a maximalisan szimmetrikus térszer{i metszeteket
irja le. Ez az alak biztositja a gombszimmetriat.

Az u* = (0/01)* alakban keresett id6szer(i kongruencia az uu, = —1 és a u®hq, =
0 osszefiiggéseknek engedelmeskedik. Konnyen beldtjuk, hogy a u,V,u’ = u’Vyu® = 0
Osszefiigges is érvényes [19]. A 7 sajétidd szerinti derivaltakat a derivdland6 mennyiség

folé tett ponttal jeloljiik (7 idéparaméter). Technikailag ez a derivdlandé mennyiség
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u® irdnyaban vett Lie-deriviltja, amelyet olyan egy 7 = dll. hiperfeliiletre pojektalunk,
amelyet u® irdnyara merolegesen vesziink fel.. Ennek kovetkeztében, felhaszndlva a

téridd sztatikus jellegéb6l adéd6 hg = 0 Osszefiiggest, a kovetkezd frhaté fel még:
. 1
U hgy = —;(Vaub —+ Vbua) (313)

Ennek spurja V,u* = (d — 1)a/a, ahol d a bran dimenziészdmat jeloli [19].

Az idedlis folyadék energia-impulzus-tenzora:
Ty = p(T)uquy + p(7)ahay (3.14)

Az u® a folyadék d -sebességét jeloli. Ez jelen esetben természetesen négyessebesség,
mivel a bran dimenziészdma négy. A térbeli izotrépia és homogenitds megkovetelik a

hayVPa = hay VD = hay VPp = 0 feltételek fenndllasat [19).

3.3. Tiikorszimmetrikus beagyazas dltalanos vakuum bulk téridébe

A [19] fiiggelékében ismertetett algoritmus sok egyenlete azonosan nulldt ad, ha Fried-
mann bréant akarunk tiikorszimmetrikusan bedgyazni olyan viakuum bulk téridébe, mely
otdimenzidés kozmoldgiai dllandéval rendelkezik. A bulk téridé metrikdja nem adott.
A feladat a bulk téridé meghatdrozasa. Ez nem egyszerii feladat, ugyanis még nem
taldlhaté az irodalomban olyan bulk térido, amelyet Friedmann bran bedgyazasabol
hatdroztak meg. Dolgunkat az egyszeriisiti, hogy a metrikat (2.2) alakban keressiik.
Ebbol a bran metrikdja adott, igy csak az n®, a metrika branra normélis komponense
meghatarozandé. Tovabbi egyszertisités a térido energia-impulzus-tenzoranak viszony-
lag egyszerii alakja. Ilymédon olyan 6sszefiiggésekhez jutunk, melyek a normalisvek-
tort tartalmazzék és igy algebrai iton eljuthatunk egy differencidlegyenlet-rendszerhez,
mely segitségével ennek komponenseirdl informéciékat kapunk.

Az emlitett algoritmus megmaradt egyenletei az aldbbi alakot oltik:

K2\ KA
A = 2240 1
>t (3.15)
52(%)4(]0 +A =0 (3.16)
a’+k A 9P P K2 Qg \ 4
= 3+/€3(+2A)+3(Q)Uo (3.17)
a A K? P P K ag.
e g—g[<1+2x>p+3<1+x>p}—3(3) Up (3.18)
1
K5 = i§AKab (3.19)
BAKy = —i&[(2043p — A uquy + (p + A) a®ha (3.20)

A metrika és a kiilsé gorbiilet branon kiviili viselkedését leiré egyenletek:
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%2

£ngab = :l:2KL:5] =+ 3

[(20 4 3p — Nuaup + (p + A)ha] (3:21)

2
1en-
£2K = K K, + “2<%)4U0(Uaub + %hab> — gszQ(—uaub + a*hap) (3.22)

A tovdbbiakban ezen 6sszefiiggések bal oldalait igyeksziink kénnyebben kezelhet6 alakra
hozni. Ezért elsésorban a projekcids irdsmoédot alkalmazzuk, hogy a megfelelé tagokat

szét tudjuk valasztani. Erdemes azonban a kovetkez6 6sszefiiggéseket megjegyezni:

Ezek mellett még néhany igen hasznos osszefiiggést hasznaltunk fel:
Ula]nz = —nzajuz = hidﬁjni = —niajhid (324)

Igy a kovetkezd 1épéssorozatot hajtjuk végre a (3.21)-re:
1) A Lie-derivdltak értelmezését alkalmazzuk (el6szor a metrikus tenzorra, majd

késébb a kiilsé gorbiilet tenzorara):

LnGay = gggl(;izgcd:

= [uaucubud — uu°hf — uyu®hE + hzh,ﬂ X

X | —ugn'Oue — ucn'Osug + a*n'O;heg + 2ahegn'd;a

—wuugd.nt + a®h;gd.n’ — u.u;04n" + a®hy;Ogn’ (3.25)

Ezutdn a szorzdst gy végezziik el, hogy az elsé zardjelben 1évo tagokkal egyenként
szorozzuk be a mdsodik zdrdjelet. Ezdltal a projekcidkat is meg tudjuk hatdrozni.

Ezen az tton haladva a kovetkezokhoz jutunk:

wu’ L9y = n'[—4u(Oiue — Oeus)] (3.26)
u'h £ngay = 2hn' [Ba’u®(Oihea — Ochia) + 2A(0iug — Oqu;)] (3.27)
hiRS£ngw = n'hShiBa® [hegIn(Ba®) — (Ochig + Oahei — Oihea)] - (3.28)

Megjegyezziik, hogy a fenti egyenleteket oly médon alakitottuk &t, hogy a meghatdrozandé
n' szorzéként jelenjen meg (azaz parcidlis integrdlasok segitségével kiemeltiik Sket az

Oket tartalmazé derivéltakbol).
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A (3.22) egyenlet megolddsa és a projekciinak meghatarozasa is hasonléan torténik.

A kiils6 gorbiilet Lie derivéltja:

£nKab - g(czglcyl-ancd =
= [uaucubud — uuthy — upu®he + hghg} X

x | n'0;( Augug + Baheg) + (Auiug + Ba*hig)o.n'

+(Auou; + Bthci)adni] ) (3.29)
A kovetkez6 jeloléseket hasznéltuk:

A = ——(2p+3p—N),

B = —Z(p+N (3.30)

A (3.29) egyenletbdl £, K, projekcidira a kovetkezd osszefiiggések adédnak:

uu’ £,Ky = n'[0;In A — 4u(Ou. — O.u;)] (3.31a)
u“h?anab = Qh?ni [Bazuc(@hcd — Ochig) + 2A(0jug — 8dui)] , (3.31b)
hR £, Kay = n'hShiBa® [healn(Ba®) — (Ochia + Oahei — Oihea)] - (3.31c)

Ezutan az (3.21) és (3.22) egyenletek bal oldalalain 1évé projekcidit illesztjiik a jobb

oldal megfelel6 komponenseihez. Ilymédon kovetkezd egyenletrendszer adédik:

/2./2

n'u Oy = B (204 3p—\) (3.32a)
—2n'h{ (Bug + a’u’djiheq) =0 (3.32Db)
~2
nia2 [Qhabai Ina — hghf(@chzd + adhci — &hcd)} = —%(p + )\)a2hab (332(3)
: l~€4 (%) ]\
n'A[0;In A+ 4u‘duy]| = %(Qp +3p — A2+ K2(—)Up + /%26 (3.32d)
a
2n'hi (Aa[iud] — BaQuca[ihc]d) =0 (3.32¢)
niBGQ [Qhab&- ID(BQQ) — h;h,‘f(@chzd + Odhci - &hcd)] =
i a a® A
AR A)2a? + Ff(;“)‘ong - ﬁ%a R (3.32f)

Ezéaltal a brannak &dltaldnos bulkba valé tiikorszimmetrikus bedgyazdsahoz sziikséges
egyenletrendszer rendelkezésiinkre 4ll. Ennek a differencidlegyenlet-rendszernek tovabbi

vizsgdlata a jovobeli terveink kozé tartozik.
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3.4. Luminozitasi tavolsag-voroseltolédas relacié kozmoldgiai

allanddéval rendelkezo sik Friedmann bran esetén

A kozmoldégiai (Friedmann-) brénok kedvelt témai az elméleti kutatdsnak. Ennek oka,
hogy rendelkeznek mindazon szimmetridkkal, melyekkel a FLRW Univerzum is. A meg-
figyel6 kozmoldgia ugyanakkor olyan mennyiségeket is mér, amellyek a bréan elméletek-
ben is értelmezhetok és kiszamolhaték. Ha a mérési adatokat dsszevetjiik a szdmolt
értékekkel, a bran-hipotézis elviekben tesztelhetové valik. Egyik ilyen lehetéség a lumi-
nozitdsi tavolsag mérése. A dj luminozitdsi tdvolsag, az L luminozitds és az F' fluxus

kozt definici6 szerint a kovetkez6 sszefiiggés &ll fenn [26],[27]:

. I\ 2
L= 4 F

A luminozitési tdvolsag viroseltolodas-fiiggése [26]:

dr(z) = ao(1+4 2)(ng — n)

Az (ny — n) mennyiség a radialis koordindta, ay a skdlafaktor jelenlegi értéke, z a
voroseltolédds mértéke. Utobbi a spektrumvonalak Doppler-eltolédasabdél mérheto.
A jelenlegi mérési adatok szerint a Vildgegyetem homogén és izotrop, az anyag- és
energiasiir{iség 6sszege nagyon kozel all a kritikus siirtiséghez [27]. Ennek kovetkeztében
a Vildgegyetem sik, azaz a K gorbiileti paraméter zérus. A térid6é metrikdja igy a sik

Friedmann metrika:
ds®> = —dr* + a*(7) [dn® + n*(d6” + sin® 0dp?)]

Mivel a fény a forrds és a megfigyel6 kozt radidlis null geodetikus mentén halad, kiko-
theto, hogy:
ds=df =dp =0

Igy a fényforras radialis koordindta tavolsagara:

o to ag
__/d_/ch_/cda
o= 1= = a(t) ) a?H

n t a
Az utolsé egyenldségnél felhaszndltuk a Hubble-paraméter H = a/a definicigjat. A
Hubble paraméter a Friedmann-egyenletbél hatdrozhaté meg [26],[27]. A bran Fried-
mann egyenlet néhannyal tobb tagot tartalmaz, mint a szokdsos ARE-beli. Ezt K = 0

esetre felirva [28],[29]:
A K? 217,
H2:§+'{p(1+ﬁ>+—m (3.33)



A Hubble-paraméter jelenlegi értékének (Hubble-éllandé) négyzetével leosztva [29],
(30]:

2 3 4 6
i =0+ 9,3 +Qd +QA—
Az alkalmazott jelolések:
A K2 21m, P
O = 5, Qp = 5775, U = g3y D = 0
ATaSHZ T a3HZMY T adHZT T GAH?

Ezsltal a Hubble-paraméter ismert, a luminozitasi tévolsag pedig kiszamolhaté. Erdemes

egy kicsit dtalakitani a radidlis koordindta kifejezését. Ekkor:

ao

c ada
o =1 = 1/2 1/2
HyQ a3 2 2
"R [(a3+%£> +(2-2%) a0+Qdaoa2]

Az integral nevezdje akkor gyoktelenithetd, ha az els6 zardjelen kiviil helyezkedd tagok

eltiinnek. Ehhez az aldbbi két feltétel egyidejii teljesiilése sziikséges:

1)Q;=0

2)K2\ = 2A

Az els6 feltétel nem okoz problém&t. Azt mondja ki, hogy abran szimmetriku-
san van bedgyazva a Schw-AdS 5D téridébe. A médsodik feltétel azonban igencsak
problémds. Eloszor is egy érdekessége: két kozmolégiai dllandé értéket enged meg.
Sot, a nagyobb értékhez rendelt energiasiirtiség nagyon kozel esik jelenlegi kozmoldgia
allandéhoz tarsitott energiastiriiséghez [29]. A nagyobbik probléma az, hogy a bran-
fesziiltség értéke lényegesen kisebb lesz az elméletileg vartnal. Ugyanis a masodik felté-
tel a bréan fesziiltséget és a kozmoldgiai allandét kapcsolja 6ssze. Ez problémét okoz,
ugyanis a kozmoldgiai dllandé energiastiriisége egy nagyon kis érték. Igy a mésodik
feltétel miatt a A is kicsi kell legyen. Nagysdgredre mindkét itt megjelent kozmols-
giai dllandéra vonatkozé megoldds esetében nagysdgredre 10760 (TeV)* értéket kapunk
[29], [28]. Realisztikus esetben az 1(T'eV)* branfesziiltség értékére csak alsé korldt [16].
Ebbdl kifolyélag emodell nem lehet realisztikus.

Ha e két feltételt melldzziik, az integralt megoldhatjuk numerikus mddszerekkel
vagy els6 rendig vett Taylor-sorfejtéssel. Viszont ha az emlitett analitikus tthoz ra-
gaszkodunk, a megolddsunk nem realisztikus. Ezért ez egy jaték-modellként kezelendo.
Egyetlen érdeme, hogy a megoldés analitikus alakban eléllithaté. Igy egy realisztikus-

abb modell esetén legaldbb a trendekre lehet kovetkeztetni. A luminozitds tévolsdg-
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3.1. dbra. A dj — z reldcié z = 10-ig

voroseltolodas osszefiiggés ekkor [29]:

d(2) = c(1+=2) [1—h—+R*[1+h(1+2)
nT 66@1%9%69}/3 Rt 2) R 2[4 )

2/3 [arctan g (% - 1) T \/; <ﬁ ) 1)”

Itt h = (Q,/204)Y? . Az dbrékon a luminozitds tévolsagot Hy/c egységekben tiintettitk
fel [29].

A 3.1.4bra a reldciét z = 10 értékig dbrazolja A gorbék fentrdl lefele: kozmols-
giai allandéval rendelkezd vildgegyetemre, nagyobb illetve kisebb kozmoldgiai bran
megolddsra vonatkozé d; — z reldcié. Mivel a kozmoldgia adlland6 két eltérd értéket
vehet fel, a rdjuk vonatkozé bran megolddsokat emiatt kiilon esetként kell kezelni. A
kozmoldgiai felmérések egyelore a z = 2 voroseltolédasnak megfelel6 tavolsagra érnek el.
Megjegyezziik, hogy a realisztikus, kozmolégiai sllandés ARE megoldss tgy viselkedik,
mint a szupernéva mérési adatokbodl szérmazo gorbe, azaz felfele kanyarodik.

Jol lathat6, hogy a luminozitasi tavolsig a kozmoldgiai dllandés ARE esetben né
a legjobban. Osszességében mindhdrom esetben a reldcié monoton médon novekszik.
Elmondhaté, hogy ezen egyszer{i megoldds ismeretében egyértelmii kovetkeztetéseket
nem vonhatunk le. Csak a realisztikusabb, azaz numerikus vagy perturbéciés ered-
mények ismeretében lehet valamilyen jéslatba bocsatkozni a bran-vildg geometridjéra

nézve.
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4. Fekete lyukak a branon

Az ARE egyenleteinek szinguldris megolddsai a fekete lyukakat frnak le. Ebben a
fejezetben azt vizsgdljuk, hogy az effektiv Einstein-egyenletnek szinguldris megoldasai
milyen fekete lyukakat hoznak létre a brdnon. Jelen esetben ugyanis a nemlokélis
hatdsokkal is kell szdmolnunk, amelyek eléreldthatélag moédosithatjak a bran térido
metrikdjat. Erdemes azzal is szamolni, ha valamilyen okokbdl kifolyélag a bulk Weyl-
tenzoranak nemlokalis hatédsai eltiinnek a branon. Ezen megolddsok ismeretében végiil

egy inhomogén brén-kozmolégiat vizsgalunk meg.

4.1. Altaldanos gébmbszimmetrikus vidkuum bran

A gravitdcios egyenletek felirdsa dltaldnos esetben sok tagot tartalmazé és kevésbé
atlathato egyenletekhez vezet. Ezért inkdbb bizonyos egyszertisito feltételeknek vetjiik
ald 6ket, nem minden eredmény nélkill. Igy kihasznaljuk, hogy a kozmoldgiai &l-
landé jaruléka oly kicsi az anyagéhoz viszonyitva, hogy nyugodtan el lehet hanyagolni.
Tovabbi egyszeriisités, ha a brant vakuum tolti ki [11]. Ennek kovetkeztében a (2.22)
egyenlet jobb oldalardl eltiinik az energia-impulzus-tenzor és a ”"négyzetes tag”. Az

egyenlet igy a kovetkezo alakot olti:

Ez megkoveteli, hogy az egyenloség két oldaldn 1évo kifejezések oldalon 1év6 tag hasonld

tulajdonsagu. Azaz a branon az E;; divergencidja is elt{inik [11], [16]:

1 4 ‘ .

A harmadik, és egyben legfontosabb a metrika sztatikus és gdombszimmetrikus, di-

agondlis alaki megvélasztdsa [11]. Ennek alakja Schwarzschild-féle koordinatakban:
ds? = —e’Mdt? + X dr? 4 r2(d6? + sin® Ado?) (4.3)

Ezen egyszeriisitések ismeretében felirhatjuk a brén Einstein-egyenleteit. Azon-
ban ezek koziil csak hdrom fiiggetlen. Ez az egyenletrendszer alul-determinéaltsagdhoz

vezet. Ha azonban az effektiv energia-impulzus-tenzor megmaraddsara vonatkozo egyen-

24



letet is felhasznaljuk, négy fiiggetlen egyenlet dll rendelkezésiinkre. Ezek [11]:

1A 1

—\ o

L (v 1 1
e <? + ﬁ) - ﬁ = Oé(U + 2P) (45)

v v =X N

e <u + % + 2 = - %) — 20(U - P) (4.6)

, "+ 2P P
S Ut 0 (4.7)

2+ P  r(2QU+P)
Az egyenletek jobb oldaldn az egyszerfiség kedvéért az a = 167G /k*\ jelolést

hasznaltuk fel.

4.2. ”Arapaly t6ltésiti” Reissner-Nordstrém tipusi megoldas

Ebben az alfejezet a [20], majd a [38] publikdcié munkamenetét kovetjiik

A (4.4) integréldsa altal azonnal adddik a kovetkezd sszefiiggés [20]:

6_)\ _ 1_%_Q£T)
Q(r) = 304/7’2U(7’)d7’ (4.8)

Itt C4 egy integrélési dllandé. A Q(r) a sotét sugdrzési taghoz tarsithaté gravitdcios
tomeg, az un. sotét tomeg. Az U = 0 esetben a (4.8) altal megadott metrikus egyiit-
thaté az dltaldnos relativitds elméletébdl ismert Schwarzschild megoldédshoz kell tart-
son, eziltal a Chintegralési allandéra: C; = 2GM adédik. Az M=allandé a gravitécios
teret létrehozo test tomege. Ha (4.7) Osszefiiggést a (4.5) téregyenletbe helyettesitjiik
be, a (4.8) felhaszndldsaval kéttagu differencidlegyenlet-rendszert kapunk, mely az U
és Q(r) értékeinek a radidlis koordindtatol vals fiiggését adja meg. Az egyenletek a

kivetkezok lesznek[20]:

dU U+ P)2GM +Q+o(U +2P)r"] 2dP 6P 49)
dr r2 (1 — 290 %) dr T '
% = 304’/“2U (410)

Az egyenletet tobbféle képpen is meg lehet oldani. Itt az az esetet vizsgaljuk, mikor
fenndll az aldbbi:

20+ P =0 (4.11)

Ennek teljesiilésével a (4.9) egyenlet az aldbbi alakot 6lti:

dP P
— = —4— 4.12
dr r ( )
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A kovetkez6 dltaldnos megolddsokat kapjuk:

P P
Pp==2U=-2 (4.13)

rd’ 2rd

A sotét tomegre a kovetkezd Osszefiiggés adodik:

3aF
Q="3"+Q
r
Az elézOkben a Py és Qg integralasi dllanddk. A bréan metrikus egyiitthatéit ezaltal
meghataroztuk:
2GM  3aP,
v - 0
—e’ = =1- — 4.14
e’ =e . 92 (4.14)

A metrikus fiiggvényeket a (4.3)-ba visszahelyettesitve azt taldljuk, hogy a kapott
megoldés formélisan azonos a Reissner-Nordstrom-féle fekete lyuk metrikdjdval [20].
Ez a fekete lyuk metrika az Einstein-Maxwell egyenletek megoldédsaval szarmaztathaté
[15]. A lényeges elvi eltérés azonban az, hogy ott egy elektromosan tolttt sztatikus
fekete lyuk elektrosztatikus potencidlja adja a jarulos 1/r? fiiggésti tagot. Itt sz6 sincsen
elektrosztatikus toltésrol, ugyanis itt a ”toltés” egy nemlokdlis hatds kovetkezményeként
lép fel, afféle ”arapdly jellegii erd altal keltett toltés”. Azért beszélhetiink arapaly
jellegli erérol, mert abban az esetben is a nemlokélis hatdsok érvényesiilnek. FEz a
megoldést drapaly toltésii fekete lyuk (tidal csahrge black hole) néven ismert az iro-
dalomban.

A fenti alakot altaldnosithatjuk, gy, hogy csak a metrikus egyiitthaté szerkezetét
orizziik meg, az dllanddkat kicseréljiik, majd az igy kapott metrikdval jellemzett fekete
lyuk esemény-horizontjanak szerkezetét vizsgaljuk meg. Az dtalakitds oka, hogy a
metrikus egyiitthatékat megado fiiggvényekbe elméleti megfontoldasokbdl érdemes bevezetni

a négy-, illetve otdimenziés Planck-tomegeket, M-t illetve ]\7[p—t [38]. Igy a metrikus

oM\ 1 g\ 1
v -\
e me =1 () -+ L) S 4.15
©=¢ (M3>r+<M§) r2 (4.15)

Itt ¢ = QMI? dimenziétlan, az ”arpély-toltés” paramétere. A Weyl-tenzor projek-

egytitthatok:

cidja a kovetkezo alaki lesz:
— [uuy, — 2r,r, — byl

A feketelyuk eseményhorizontjai a kdzponti testtol a kovetkezd tdvolsagokra adédnak:

2
14, [1—qg—2
M2

SV

p
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Akdrcsak az dltaldnos relativitds elméletében, mindkét horizont a Schwarzschild sug-

aron beliil helyezkedik el. A gyck miatt a g paraméterértékére egy qumax felsé hatér

adddik:
"~ 2
> § > Qmax Mp Mp

Uj lehet6ség, hogy a ¢ paraméter negativ értéket is felvehet. Ez az ARE-ben
nem lehetséges. Ott egyetlen esemény-horizont van, melynek sugara nagyobb, mint

a Schwarzschild-sugér [38], [15]:

M M2
ry = Vg 1 + 1-— qM2M2 >TSch
p

Az éltaldnos relativitasbeli Reissner-Nordstrom megoldés esetében az elektromos tér
jelenléte gyengiti a gravitacios teret. Itt is ez dll fenn, ha ¢ pozitiv. Negativ esetben
pedig ennek ellenkezbje, azaz hogy a "toltés” erdsiti a gravitdcios teret. A (4.13) segit-
ségével lathato, hogy ebben az esetben a branon az effektiv energias{ir{iség negativ. Ez
nincs ellentmonddsban a newtoni mechanika azon elvével, hogy izolalt test gravitdciés
terének energiastiriisége negativ.

A mdsik nagy lehetdség tin. primordidlis feketelyukak 1étezése. Ilyen objektumok a
korai univerzumban az anyag gravitdcids kollapszusa nélkiil is létrejohettek. A bran es-
etében ez csak akkor lehetséges, ha a korai Univerzumban nagyon erds drapdly erdk ha-
tottak. Ha ilyen tipusi, anyag nélkiili gravitdciés osszeomlds lehetséges, akkor a folya-
mat végéllapotat egy M = 0 és ¢(0 paraméterekkel jellemezheté gombszimmetrikus

metrika irja le. Ebben az esetben:

—e’=e =1+ (i) e (4.16)

Th = \/j_q (417)

Ilyen objektumok létezésérdl nincs kisérleti bizonyitékunk. Elméleti lehetoségként fel-
vetddott az, hogy a kozmoldgia sotét anyag probléméjanak felolddsahoz ezek is hoz-
zéjsrulhatnak. Ugy, hogy a primordialis fekete lyukakban igen jelentés energia tarol6d-
hatott.

Az drapdly-toltéssel rendelkezd fekete lyuk metrikdnak legnagyobb hidnyossédga,

hogy a gravitdciés potencidlba nem viszi be az r— nagysdgrendii korrekcids tagot,
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amely a 1.1 Osszefiiggésben szerepel. Emiatt pedig nem irhatja le a kollapszus végal-
lapotat. Viszont helyesen adja meg a potencidl rovid tdvolsdgon valé viselkedését
(1/r?). Ezéltal kis tomegfi fekete lyukak esetében erds tér tartomdnyédban jo kozelitésként
alkalmazhat6 (1. Gravitédcios lencsehatds a branon c. fejezetben).

Az M = 0 esetnek vannak olyan altaldnosftdsai is, amikor e¥ # —e *. Ezekrdl a

megoldasokrdl bebizonyitottak, hogy stabilak a skaldr-perturbacidkra nézve [62].

4.3. Fekete hir megoldas

A fekete hir megoldds az ARE-beli Schwarzschild-féle fekete lyuk megolddsainak a
legegyszertibben adédé altaldnositdsa.

Ebben a modellben a nemlokslis tag projekcigja, (2.14) eltiind mennyiség, annak
ellenére, hogy az 6tdimenziés Weyl-tenzorra semmilyen kikotés nincs. A Schwarzschild
metrikat egy extra, fiiggetlen koordindtdaval bovitik 6tdimenzidsra, ez az y koordindta
lesz. Ezt a koordinatdt még az y = le*/” alakban is felirhatjuk, ahol L az anti de Sitter
(AdS) bulk térid6 gorbiileti sugara . A metrikus fiiggvények, valamint a segitségiikkel

felirhato metrikas:

—e/ = et =(1-2GM/r) (4.18)

Gy = —(1—=2GM/r)dt* + (1 —2GM/r) " dr? + r*dQ? + dy?
Az ivelem a kovetkezd alaku:
ds? = e WL g %2t 4 dy?

Fontos megjegyezni, hogy barmilyen méas metrikat is tehetnénk a Schwarzschild metrika
helyébe, ha annak Ricci-tenzordra fennall az R,, = 0 (vagy ennek egy késébbi &l-
talanositdsa, a Ry = Aga) feltétel [40]. A téridé barmely y = dllandé metszete
adott esetben a négydimenzids Schwarzschild metrikit adja vissza (avagy az emlitett
R, = 0 tulajdonsagu metrikdt). Geometriailag ez annyit jelent, hogy a bulk barmely
y = dllando térido-metszete r = 0 pontban szingularitdssal rendelkezik. Vagyis az
téridé minden r = 0 pontjdban egy Schwarzschild fekete lyuk van. Ezek pedig egy
fonalat, egy hurt képeznek r = 0 mentén. Ezért nevezik ezt a megolddst fekete hirnak.
A fekete hiir nyilvdnvaléan nem lokalizélt a y = 0 branon.

Mivel ez egy einsteini metrika, ezért a Ricci tenzor négyzete és spurja mindeniitt

véges [15]. A probléma a Riemann tenzor négyzetes kifejezésénél adsdik:

1 AS M2y
Rupea R = — <40 + Ty) (4.19)
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A (4.19) kifejezésbdl belathat6, hogy ez divergdl mind az y = oo, mind az r = 0
pontoknal.

E téridé geodetikus palydinak vizsgalata utan az ARE-beli Schwarzschild-féle fekete
lyuk geodetikus pélydit kapjuk vissza. Ezek elemzése azonban bonyolultabb, mint a né-
gydimenziés elméletben. A divergencia akkor sem keriilhet6 el, ha egy geodetikus palya
tetszoleges pontjanak érintéjéhez illetve normalis vektordhoz rogzitjiikk az 6tdimenzids
koordinéta-rendszert [40]. Ugyanis a gorbiileti skaldr egyik komponense ugyancsak az
y = 0o és az r = 0 pontoknal divergdl, ugyanott, mint a (4.19). Igy az emlitett pontok-
ban szingularitas taldlhaté. Ez is azt tdmasztja ald, hogy az AdS-horizontnal gorbiileti
szingularitds taldlhato.

Numerikus médszerekkel kimutattdk [41], hogy a tenzoridlis pertubdciékra nézve a
fekete hur instabilld vélik. Ezt Gregory-Laflamme instabilitds. A kiutat az adhatja,
hogy az AdS-horizont kozelében az instabilitds miatt a hir ”letorik”, és igy stabilld
valik, ”fekete szivart” képezve. Azaz az extra dimenzié irdnydban most bezdrul az
eseményhorizont. Igy az y koordinata mentén a koordinata- illetve a gorbiileti szingu-
laritds megsziinik [40].

Az instabilitds ténye rdmutatott arra, hogy az dltaldnos relativitds elméletének
fekete lyuk megolddsai nem boévithetdk bulk téridévé oly mdédon, hogy az Einstein-
egyenlet valamely fekete lyuk metrikdjahoz egyszeriien hozzdadunk egy fiiggetlen ko-

ordindtst.

4.4. Kozmolégiai hattérbe agyazott fekete lyukak a branon

Ez a rész a [42] és a [43] felhaszndldsdval késziilt.

A kozmolégidban a fekete lyukakra nem tgy tekintiink, mint elszigetelt objek-
tumokra, hanem igyeksziink ezeket egy bizonyos kozmoldgiai hattérbe bedgyazni. Az
ARE-ben az Einstein-Straus modell volt az elsé ilyen prébélkozés [45]. Ezt az irodalom-
ban "ementdli sajt univerzum" (Swiss-cheese Universe) néven ismert. Az 4.1.4bra ezt
a konfigurdciot szemlélteti [42]

A késbbbiekben ementali sajt modell instabilnak bizonyult a radidlis perturbaciékra
nézve [46]. Ennél sokkal realisztikusabb modell volt a McVittie-féle, amely az érin-
tkezési hatérfeliilleten a FLRW és Schwarzschild metrika kozti folytonossdgot valdsitja
meg [42].

Természetesen tevodik fel az a kérdés, hogy ilyen tipusi inhomogén kozmoldgidk az

RS-brénon létrejohetnek-e.
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4.1. dbra. Az ementdli sajt univerzum (forrés: [42])

A probléma dtiiltetése bran esetére kicsit komplexebb miivelet, mint az ARE-ban.
Itt ugyanis a feketelyuk megolddst az érintkezési hiperfeliileten a branon taldlhaté
kozmoldgiai téridovel a Léanczos-egyenlet felhaszndlasdaval kell dsszekapcsolni. Az érin-
tkezési feliilet anyagmentes. Mindkét térid6 az effektiv Einstein-egyenlet megoldésa.
A fekete lyuk téridé megaddsa onmagdban egy probléma, ugyanis a legyegyszeriibb
fekete lyuk megoldds a fekete hir. Amint azt dolgozatunk erre vonatkozé részében
emlitettiik, a szingularitds az 6todik dimenzié mentén fondszertien kiterjedt. Azaz
az 0todik dimenziéban nem kompaktifikdlhaté, vagyis nincs az 6todik dimenziéban es-
eményhorizont. Ezzel a legnagyobb probléma az, a gravitonok megszokhetnek az 6todik
dimenziéba. Mindezek mellett még geometriailag is interpretdlni kell az ilyen tipusu
inhomogén brant. A Schwazschild-{irok és a kozmoldgiai brén illesztésérdl a (2.18)
Lénczos-egyenlet gondoskodik. Igy az érintkezési hatérfeliilet pontjaiban a két téridé
indukélt metrikai ill. a kiilsé gorbiiletek folytonosan mennek &t egymasba. A hatér-
felillet az extra koordindtanak egy y = X, hiperfeliilete. Igy az érinkezési hiperfeliilet
koordinédtarendszere (7,6, )

A hatérfeliileten érintkezd tériddk metrikai:

2m ‘o om -1 o
~ (1= )+ (1= ) af

dsQFLRW = —dr?+ a2(7') [dx + HQ(X; k’)(d92 + sin? 6’d¢>2)]

A5 dr? + R*(df* + sin® 0dp*)

Az erre vonatkozé folytonossagi feltétetelek valamint a kiislé gorbiiletek illeszkedési
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feltételek segitségével a skdlafaktorra a kovetkezd osszefiiggések adédnak [42]:

2m
.2 k — e
TN
m
qo=
a(t)2H}

Vegyiik a brénra vonatkozé (3.33) Friedmann-egyenletet az m = 0 esetén. A folyadék
egyenlet felhasznéldsdval Friedmann-egyenletbdl megkapjuk a Raychaudhuri-egyenletet.
Igy a fenti mennyiségek mind hasznosithaték. Ezek altal ugyanis oda jutunk, hogy a
kozponti tomeget és a kozmoldgiai por nyomédsat megadhatjuk az energiastiriiség fiig-

gvényeként. Azaz:

3 3
m = {AJF K2p(7) (1 + p;?)} - <T6)H0 (4.20)

A po(7)
p(r) = — 4.21
7 2 (1+@) [p(7) + A (4.21)

A folyadék-egyenlet segitségével ez utébbibdl [43]:
2
3 _ Ak 2 r
o = C5 [A+M(1+2A)} (4.22)
K*C 4

= EHO (4.23)

A (4.20) osszefiiggés nem tételez fel konstans siirfiségét a kozmolégiai fluidumra [43]. Az
csak sztatikus bran esetében &ll fenn. Igy tdgulé bran leirdséra is alkalmas megolddshoz
jutottunk. Ezaltal kijelenthetjiik, hogy az "ementdli sajt" bran alkalmas tdgulé vildage-
gyetemiink lefrasdra [43]. Azaz az ilyen tipusi inhomogén kozmolégidk is létrejohetnek

a brdnon.

5. Galaktikus forgasgorbék a branon

Ha az effektiv Einstein-egyenleteket 6nmagukra konformis médon leképezett bran es-
etében vizsgdljuk, varatlan eredmény adédik. KEgy olyan konformisan szimmetrikus
megoldds 4all eld, amely a galaktikus rotacios gorbék alakjéra egy lehetséges, bér egyél-
taldn nem nyilvanvalé és kisérletileg ald nem tdmasztott magyardzattal szolgdlhat.

A galaxisok lathaté anyagdanak peremétdl még nagy téavolsagokra is észlelték sem-
leges hidrogénfelhdk jelenlétét. Ha ezekre kepleri korpédlydn mozognak, a felhének
a galaxiskozponttol mért r tavolsdgan beliil gombszimmetrikusan elhelyezked6 anyag
M (r) tomegére j6 becslést nyerhetiink. Feltételezziik, hogy a felh6 anyagdra haté cen-

trifugalis tehetetlenségi gyorsulds (mely vy, /r nagysigi), egyensiilyban van az M(r)
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5.1. dbra. Az M33 mért és szdmitott forgasgorbéi (forrds: [12])

tomeg dltal eldidézett GM (r)/r? nehézségi gyorsuldssal. Ekkor a galaxis radidlis tomegelos-
zléséra M(r) = rv}, /G Osszefiiggeést nyerjiikk. A megfigyelések azt tantsitjdk, hogy a
galaxis kozpontjatol kis tavolsdgra a rotdciés sebesség linedrisan n6. Ez 6sszhangban
van az elmélettel. Azt varjuk, hogy egy adott tavolsdgon tul a keringési sebesség lec-
sokken, ugyanis a vilagitoé anyag dltal kibocsatott intenzités is exponencialisan csokken.
Ezéltal a vilagité anyag siirtiségére is hasonlé radidlis eloszlédst tételezhetiink fel. Ez a
tény egy lecseng6 rotacios gorbét sugall erre a tartoményra. pedig egy Mivel csillagok
esetén egy linedris mennyisége a kifelé anyag elvardsokkal ellentétben nem csokken,A
mérések azt tanusitjak, hogy ez az elvardsokkal ellentétben nem cseng le, hanem kon-
stans marad, nagysagrendileg vyyoo = 200km/s értéknél. Ebbél egy M(r) = rvj, /G
tomegeloszlasi profilt kapunk az illeté tartomdnyban. A v, a rotaciés gorbe ”assz-
imptotikus sebessége”. Azaz: a tomeg linedrisan né a radidlis tdvolsdgkoordindtaval.
A kifelé asszimptotikusan laposodd rotacics gorbékbol ezt lehet kiolvasni [32], [33], [52].
Az 5.1 dbra az M33 torpegalaxis elméletileg szdmolt és mért rotaciés gorbéit ha-

sonlitja ossze (forréds.[12]).

5.1. A vakuum bran gravitacios egyenletek nemsztatikus, kon-

formisan szimmetrikus altalanos megoldasai

A bran vikuum gravitdcids téregyenletek rendszere alul-determindlt. A jél-definidltsdg
érdekében sziikséges még egy Osszefiiggés. Itt a [11] mentén haladunk.

Egy tjabb metrikus 6sszefiiggés keresése helyett egy mésik lehetdség is van. Tételez-
ziik fel, hogy a bran egy tetszolegesen vilasztott £ irdny mentén 6nmagdra konformis

modon képezheto le. Ez az otlet elsddlegesen relativisztikus hidrodinamikai meggon-
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doldsokbdl szérmazik [34]. Az otlet azért hasznos, mert 6nhasonlévd teszi a brént.
Ezzel pedig az izotropidt tdmasztja ala [11]. Az ilyen megoldds az dszenyomhatatlan
belsé Schwarzschild megolddsnak az dltaldanositdsa [34], mely 11 konform-, illetve 4

Killing-szimmetridval rendelkezik [35], [16]. Ekkor fenn4ll:

ng;w = g/w,AgA + gxuﬁi + g,uAf,)z\/ = IPQW (51)

A 1 fiiggvény a konformis leképezés egyiitthatéja, azaz egy skalarfiiggvény.
A Maharajah és Maartens [34] dltal javasolt konformis szimmetria a Minkowski

térido ¢ (%) +r (%) izotrop konformis vektoranak dltaldnositdsa:

E=¢€"(r,t)0/0t + £ (r,t)0/Or (5.2)

Kikotjiik, hogy a 1) fiiggvény sztatikus [11]:

¥ =(r) (5.3)
Ha ezt a vektort a (5.1) egyenletbebe helyettesitjiik, majd azt megoldjuk, megkapjuk
a & alakjat:
1k, 0 ryY(r)d
MY — A4
¢ 2B 0Ot 2 or (54)
Igy a sztatikus vakuum brén metrikus tenzordnak egyiitthatoi:
exp(\) = B2 (5.5)

exp(v) = Crexp <—2kB‘1 / dr/r¢) (5.6)

Ha ezeket a (4.4)-(4.6) gravitdciés egyenletekbe behelyettesitjiik, azonnal kapjuk a
kovetkezoket:

201 2y 1
i <— + ‘%) +55 = 3aU (5.7
v (3 k1 1
i (257 ) e w2p) 58)
o k1 k1 1\
77/) (2@ _2ET2’Q/) +§7"2w2 +ﬁ) —CL(U—P) (59)

Elvégziink néhany egyszerii miiveletet az elobbi egyenletekkel. Nevezetesen: az

(4.6 ) egyenletet megszorozzuk 2-vel, majd hozzdadjuk a (4.5)-t. Végiil az igy kapott
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Osszefiiggést a (4.4) gravitacios téregyenlettel tessziik egyenlove. gy a kovetkezohoz
jutunk:
3rpr + 3up? — ?ﬁw + L B?=0 (5.10)
B B2 B ‘

Ennek megolddsa k = B? kizdrdsa esetén:

F(y)
r* = R 2 k| K2 2
3y —3§+§—B

(5.11)

Az (5.11) osszefiiggésben Ry integraldsi allando, F (1) pedig az alabbi hatérozott

integral:

P Y. dy
Fy)=e p( 3B/3¢2—3§¢+§—i—32> (5.12)

Ennek megolddsai hdrom kiilonboz6 osztalyba sorolhatok. Ezeket k és B dllanddk kolc-
sonos viszonya kiilonboztet meg. k néhany sajdtos értékére a téregyenletek dltaldnos
megolddsa analitikus alakban is eldallithat6. Igy a k = B2értékre azonnal adédik az

alabbi:
R
Yp="+B (5.13)

r

gy a megfeleld fvelemet a kovetkezo adja:

1
ds* = ——— (=C2%dt* + B2dr?) + 1% (d#* + sin® 0d¢? 5.14
ey )+ ) e
Ugyanakkor a sotét sugdrzds U(r) energiasiriuségére illetve a sotét anyag P(r) ny-
omdsdra:
1 (R

Ur) = — (20 1

"R < r ) 1)
2 2Ry Ro\® 2

Plry=— | —4+B1B — k=+B 1

(r) aR? < 3r > ( r ) ’ (5.16)

5.2. Stabil korpalyak keresése a bran konformisan szimmetrikus
téridejében
Stabil, ido-szerti sztatikus geodetikus korpédlydkat keresiink, melyek a bran gombszim-
metrikus sztatikus gravitacios terében taldlhaték. A [11] gondolatmenetét és 1épéseit
kovetjiik.
A (4.3) metrikdju gravitdcios térben a prébarészecske palydjat az aldbbi Lagrange-

egyenlet irja le [37],[11]:

ds\ > dt dr dQ
9, = [ == — _ v(r) [ 2% Ar) [ 20 2 [ 1
(d7'> ¢ (dT) te dr T dr (5.17)
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Itt 7 a geodetikusok mentén felvett affin paraméter. Mivel ido-szerii esetet tér-
gyalunk, ezért ebben az esetben 7 lehet maga az ido.

A Lagrange-egyenlet alapjan a részecske megmaradé mennyiségekkel jellemezheto.
Ezek az energia: £ = e’ , az impulzusmomentum ¢ koordindta-vonal menti kompo-

2

nense: [, = r?sin’ ¢ és a teljes impulzusmomentum

Ido-szerii mozgds esetén a geodetikus péalyaegyenlet:
i+ V(r)=0 (5.18)
A V(r) potencidl alakja:

Vir)=—e? (E%—" — g - 1) (5.19)

r

Ha a stabil kormozgast vizsgdalunk, a mozgdsegyenlet a kovetkez6 harom feltételnek
kell eleget tegyen [37]:

- a pdlya sugara idoben nem valtozik: 7 = 0 és

- a potencidl alakja a radidlis tavolsag fiiggvényében valtozatlan, ez a potencidl
extremélis pontjara vonatkozo feltétel: OV/0r =0

- a pontecidl r szerinti masodrend derivéiltja az extrémadlis pontjdban pozitiv, ez a
minimum feltétel: 9V /dr? > 0

E harom feltétel egyidejii teljesiilése magédval vonja a korpdlya stabilitdsat is. Ezek

segitségével az energia és a teljes impulzusmomentum:

2e” ) 3y

E? = (5.20)

2— T 2=
A (4.3) négydimenziés metrika (és az ivelem-négyzet) gy is felirhat6, hogy a
sebesség térszerti komponenseit fénysebességre norméljuk. Ezt a megfigyeld a forrastol

tavoli tehetetlenségi rendszerben igy tudja mérni [11]:

ds® = —dt*(1 —2?) (5.21)
dr dQ)

2 — —v A 2 2 2 29

v e’ e (_dt) +r (_dt) (5.22)

Stabil korpélya esetén 7 = 0r/0t = 0. A prébatest tangencidlis sebessége:

2
o  T°,dQ,
= —(— 5.23
Utg ey( dt ) ( )
A megmarad6 mennyiségek segitségével ezt atalakitjuk:

v j2

, €l
Vig = 32 (5.24)
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A (5.20) osszefiigésekkel a kovetkezo adddik:

/
y TV

Utg = 7 (525)

Ezéltal a probatest sebessége kizdrélagosan az e’ (5.6) alakjdnak felhasznaldsaval
irhaté fel. Konformisan szimmetrikus, sztatikus, gémbszimmetrikus téridoben torténo

mozgdas esetén a sebesség kifejezése az aldbbi lesz:

vp, =1——— (5.26)

o= (5.27)

1 -,
Az e* ugyancsak kifejezheto a tangencidlis sebesség segitségével [11]:
e = i—:(l —vp) (5.28)

A v? és ¢ kapcsolatat leiré (5.26) osszefiiggésnek a kovetkezménye, hogy a fizikailag
elfogadhatoé tartomény a ¢ € [k/B, 00), mely a sebesség valtozdsét 0 és ¢ fénysebesség
kozt teszi lehetové.

Am a k € (—2B2% 2B?) tartomdnyban a radialis koordindta végtelen értékénél a
Y — 1, vagy ¢ — 1), konvergencia 4ll fenn. ,és 1, a -nek (—2B2 2B?%) interval-
lum hatéraindl felvett értékei. Ha r — oo és ¢ — 1, azt latjuk, hogy nagy radiilis
tévolsagban stabil korpalydan mozgé prébatest (mely konformisan szimmetrikus, gomb-
szimmetrikus sztatikus vdkuum-téridoben mozog) sebessége egy véges, nem-zérus tan-

gencidlis sebességhatdrhoz tart. Ennek értéke:

Vtgoo = \/1 T \/162]{/1347_3]{2 (5.29)

Szampélda: B = 1.00000034 és k = 09999999 esetén a tangencidlis hatdrsebesség
értéke: vVygoo ~ 0.00072¢ ~ 216.3km/s, ami a megfigyelt keringési sebességek rendjébe
esO érték [11].

Az 5.2.4bra konformisan szimmetrikus brian vikuum-téridében stabil korpédlydn
mozgé probatest vy, sebességét mutatja az r/Ry paraméter fiiggvényében, ha B =
1.00001 és k = 0.9999 (folytonos vonal), k& = 0.99985 (pontozott vonal) és k = 0.9998
(szaggatott vonal) értékekre [11].

A brén konformisan sztatikus gémbszimmetrikus vakuum-téridéjében a tangencialis

sebesség radidlis koordinatatdl valé fiiggése parametrikus formaban adhaté meg. Itt
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5.2. dbra. A keringési sebesség a tavolsagparaméter fiiggvényében (forras: [11])

a paraméter maga a 1. E modellben azonban a tangencidlis sebességet nem lehet
analitikus alakban a radiilis koordindta fiiggvényeként kifejezni. Az r — oo esetben k
és B paraméterek megfelelo értékeit véve az érintomenti sebességét allandé érték fele
tart. Azonban a hatdrsebesség értéke erds fiiggést mutat k és B értékétol.

FEnnek alkalmazédsaként pedig a branon stabil korpalyan mozgd probatest szogsebességének
asszimptotikus viselkedése keriilt teritékre. Eredményiil azt kaptuk, hogy a v kon-
formis faktor két alkalmasan vilasztott integrildsi dllandé segitségével egyértelmiien
meghatdrozza a probatest keringési sebességét. Az integraldsi dllandok specidlis megvalasztasa-
val egy egzakt megoldas addédik. Ebben a téridoben szerkesztett stabil idoszerti kor-
pélya estén a radialis koordindta minden hatdron tili novekedésével a keringési sebesség
véges, dllandé érték felé tart. E viselkedés tipikus a galaxisokon kiviil keringo ” prébat-
estek”, azaz jelen esetben massziv hidrogénfelhk esetén. IGY A ROTACIOS GOR-
BEK VISELKEDESE TERMESZETES MODON MAGYARAZHATO BRAN MOD-
ELLEKBEN. A galaxisok ugyanis egy olyan médositott gombszimmetrikus geometridba
vannak bedgyazva, amelyet az 6tdimenziés téridé Weyl-tenzordnak nem-zérus elemei
generalnak a bréanon.

A korrekciok kovetkeztében fellépd extra tagok, amelyek a ”sotét sugarzdsi” és a
7sotét nyomasi” tagokkal frhatok le, egy extragalaktikus ” anyageloszldsként” hatnak.

A metrikus egyiitthatok és a keringési sebességek viselkedése a kapott megolda-
sokban két tetszolegesen vélasztott integrédlasi dllandd, a k és B értékétol fiigg. Ezek
szamértéke azon feltevésbol hatdrozhaté meg, hogy a galaxis hatardn a (5.28) alaki e
metrikus egyiitthat6 folytonos. Az egyszertiség kedvéért felteheto, hogy a galaxis pp
stiriségli barionikus anyagénak belsejében a bulk Weyl-tenzordnak hatdsai elhanyagol-

hatok.
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ro-val definidlva a galaxis hatdrdnak az galaxis kozpontjdatol mért tavolsdgat, a
slirliséget a kovetkezo megszoritasnak vetjiik ald: pp(ro) = 0.

Ezért a galaxis hatdrédn :

e =1-2GMzg/rg (5.30)
Itt:
ro
Mp = 47r/ pg (r)r2dr (5.31)
0
Az e™ folytonossdga r = ro-ndl megkivinja, hogy:
2GM ? k2 1
| _6Mp (o) K 1 (5.32)
To B2 B4 [1 — Uth (7"0)]
Ennek direkt folyoméanya:
k? 2GMp 9
=1 - ) [1 =7, (ro)] (5.33)

Ezért a (5.32) alapjan a k?/B* ardny megfigyelési iton meghatdrozhat6. Az (5.33)-
ban felhasznélva a vy4o-re vonatkozo (5.26) sszefliggést, vy, Ugy allithaté el6, mint a
galaxis barionikus tomegének fiiggvénye. Eszerint millidrd naptomegnyi bariontéomegii,
70 kpc sugartra becsiilt galaxis esetére a keringési hatdrsebességre 287 km/s adddik,
amely a rotdciés gorbék altal szarmaztatott értékekkel azonos nagysdgrendbe esik.

A (4.4) téregyenlet kovetkeztében a galaxison kiviili vikuumban az e~ metrikus

egyiitthato a sotét sugarzdsi tag fiiggvénye:

e = 1-2GMy/r (5.34)
My = 3a / U (r) r*dr (5.35)

To
Utobbi az energia-impulzus-tenzor ”sotét sugdrzas energiasiiriiségéhez” tarsitott tomegkom-
ponens.
A k?/ B'osszefiiggést és a konformis szimmetridt felhasznalva, My értéke:
2
r 2GMp . [1—vi(ro)
My(r) = — {1 —(1- ) { J (5.36)

2G o 1 — v, (r)

Mivel a keringési sebességek és a hatdrsebesség joval kisebbek 1-nél (azaz c fény-

sebességnél), a sotét sugdrzdsi "tomeg” egyszerii skdldzasi osszefiiggéssel fejezheto ki:
r
My(r) ~ Mp— (5.37)
To
Ennek alapjan My linedrisan no a radidlis tavolsaggal és egyenesen ardanyos a galaxis

barionikus tomegével. Newtoni hataresetben:
Mp/ro = Utzg (ro) /G (5.38)
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Ebbol adédik a kovetkezo [11]:

T (5.39)

Ez pedig a galaxisok forgasi gorbéje dltal leirt tomegprofilt adja.

6. Gravitacios lencsehatas a branon

A gravitacids lencse jelenségek az elmiilt évtizedben keriiltek a kutatds eléterébe. Azt
is aldtamasztva, hogy a sotét anyag nem allhat apré és kompakt objektumokbdl (MA-
CHO, OGLE stb. égfelmérd programok). Ezekben a mérésekben a viszonylag kis
tomeg miatt természetesen a gyenge tér kozelitését alkalmaztdk. Jelen esetben bran
fekete lyukak esetén ismertetjiik ezen objektumok erds tér kozelitését és a vele fellépd
jelenségeket.

A gravitdcids lencshatés a fotonok erds gravitdcids térben valé eltériilésén alapszik.
Egy nagy tomegeloszlas koriil elhaladé parhuzamos "fénnyaldb" ugyanis a témeg miatt
elhajlik. Azaz a tomeg egy gyfijtélencseként viselkedik. A tomegeloszlédst elhagyva az
elhajlitott nyaldbok egymadst metszhetik egy (avagy a tomegeloszlds fiiggvényében -
akdrcsak az er6s tér kozelités miatt, 1. késdbb- tobb) pontban. Igy a fény fluxusa (ill.
az intenzitds) is megnd a fékuszban. Megfigyelési szempontbdl ez annyit jelent, hogy
a kiterjedt, de a miiszerek érzékenységi kiiszobe alatti feliileti fényességgel rendelkezo
fényforrasok lathatéva vdlnak a megfigyel6 szdmaéra, ha egy nagy sotét tomeg pontosan
a megfigyel6 tartézkoddsi pontjéba "fékuszalja" a feliiletiikrol kiindulé "fénysugarakat"
A fénysugar szét azért tessziik idézdjelbe, mert bar fotonokkal dolgozunk, a geometriai
optikai kozelités analogonjat hasznaljuk fel. Az észlelésekben sokszor fordul elé ob-
jektumok "megkettozése" vagy éppenséggel megsokszorozasa is. Utébbi eset akkor &ll
fenn, ha a lencséz6 objektum tomegeloszldsa nem gémbszimmetrikus. Gyakran lehet
iveket is észlelni, amelyek eredete szintén erre a jelenségre vezethetd vissza. A grav-
itdcids lencsézés torténetébe és alkalmazdsaiba az érdeklédd olvasé a [47] dltal nyerhet
alapos betekintést.

A dolgozat zar6 fejezetében a gravitacios lencsehatést vizsgaljuk a branon. Az ARE
esetéhez viszonyitva itt is adédnak kiilonbségek. Az er6s lencsézésre koncentralunk,
bér a gyenge lencsézés irodalma is folyamatosan gyarapodik. Rovid elméletei bevezetd
utdn az drapdly toltésii bran fekete lyukra vonatkozo lencsézés paramétereihez jutunk
el. A szamitési részleteket ott melldzziik. Ezt kovetéen pedig egy érdekes lehetdséget

vizsgdlunk, amely egy, a bran-elmélet segitségével szarmaztatott "galaktikus potencial"
g g giiseg g
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esetében vizsgdlja a lencsézést, eros tér kozelitésben.

6.1. A gravitdcios lencsézés elmélete

A gravitacios lencsehatds a megfigyeld kozmolégia kedvelt médszere. A gravitdcios
tér erdsségének fiiggvényében két kiilonbozd lencsézési jelenségrol beszélhetiink. A
gravitdciés lencsehatds alatt dltaldban a gyenge lencsézést értjiik. Ennek az az oka,
hogy ez a jelenség sokkal egyszeriibben mutathaté ki. A masik fajta lencsézési jelenség
az erds lencsézés. Gyakorlati jelentdsséggel egyeldre csak az elébbi bir, mivel az er6s
lencsézésrél még nincs megfigyelési bizonyiték [55]. Ennek méréstechnikai oka van, ami
a lencsézés jellegzetességeinek ismeretében nem beldthato.

A kisszogli elhajlds a gyenge, mig a nagyszogii az erds lencsézésre jellemzo. A
gravitdacios egyenletek szempontjabdl a gyenge és az erds lencsézés kozti kiilonbséget
abban &ll, hogy gyenge vagy eros tér kozelitést alkalmazunk a téregyenletekre. Gyenge
lencsézés esetén pl. Schwarzschild fekete lyuk esetén az o elhajldsi szog, a lencsézo
objektum M toémege és a b iitkozési paraméter kozt az alabbi &ll fenn [9):

_4GM  2Rg
R T

Az er6s lencsézés esetében a fénysugdr az eseményhorizont kozelében halad el.
Ebbdl kifolydlag az iitkozési paraméterre van egy minimaélis érték, amelynél kisebb
tavolsdgnal a foton mér az eseményhorizonton beliil keriil. Ennek értéke fiigg a lenc-
séz6 lencsézd objektum koriili téridé szerkezetétdl. Ezdltal pedig a metrikatol is. A
lencsézés tehdt értékes informacidkat hordozhat a metrikardl.

A gyenge lencsézés geometrigjdt a 6.1 dbran lathatjuk (forras [50]).

A gravitacis lencse egyenlete az dbra alapjdn [52],[50]:

tan § = tan 6 — g—lff [tan f — tan(f — o) (6.1)
Ha (6.1) osszefiiggésben 5 = 0 szoget valasztjuk, az Einstein-szogre:

AGM Dy
Op = 2
E \/ 62 Dmeml (6 )

A ¢ csak a "rend kedvéért" foglal helyet a fenti formuldban, ugyanis a dolgozatban
mindvégig a ¢ = 1 konvenciét alkalmaztuk.

Az, hogy er6s vagy gyenge lencsézésrol beszélhetiink (ill. er6s vagy gyenge tér
kozelitést alkalmazunk), a 3 szog és a 0 viszonydnak fiiggvénye. Ha ugyanis a < 0,

akkor erds, mig ellenkez6 esetben gyenge lencsézésrol beszélhetiink.
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6.1. dbra. A gyenge lencsézéshez geometrigja (forras: [50]).
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6.2. dbra. Az erds lencsézés kiilonbozé esetei (forras: [58])

A dolgozat ezen részében a branon fellépd erds lencsézési jelenségek részleteire
vildgitunk rd. A branon fellépd gyenge lencsézését darapdly toltésii fekete lyuk esetén
tobbek kozt a [49] és a [48] targyalja. Mindkét publikdcié perturbédciés médszert al-
kalmaz a jelenség vizsgalatdra. A lencsézd objektumok a bran drapély toltésii fekete
lyukai, csupasz szingularitdsai vagy csillagai. Beldthaté, hogy a pozitiv drapaly toltés
esetén az eltéritési szog kisebb, mint a Schwazschild fekete lyuk esetében. Lencsézés
szempontjabdl ez a helyzet teljesen azononos a negativ elektromos toltésii Reissner-
Nordstrom fekete lyuk esetével [48].

Az er6s lencsézés kiilonbozd eseteit a 6.2.4bra vazolja fel (forrds:[57], [58]).
Azt ldthatjuk, hogy az eltéritési szog nagy. Ebbdl kifolyélag mar nem sziikséges,
hogy a forrds a lencsézd objektum ellentétes oldaldan helyezkedjen el, ugyanis a fény-

sugarak vissza is fordulhatnak a nagy elhajldsi sz6g miatt.

Amint az el6z6 fejezetben lathattuk, a fekete lyuk megolddsok a brénon esetében két
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nagy csoportra oszthatok: olyan megolddsokra, melyek a Weyl-tenzor bran-projekciéjanak
nemlok4lis hatdsdt tartalmazzak [38], illetve olyanokra, ahol ez a hatds a branon eltiinik
[40]. Ha ezeknek a fekete lyukaknak a gravitdcids lencse hatdsat vizsgéljuk, az deriil
ki, hogy a gravitdciés egyenletek erds tér kozelitésben vett megolddsaiban lényeges
eltérések adédnak a Schwarzschild fekete lyuk esetéhez képest [50],[53].

Az ivhosszat kissé dltaldnosabb alakban irjuk fel:
ds? = —e"at?* 4 A dr? + C*(r)dQ? (6.3)

Osszevetve ezt a (4.3) metrikdval, azt taldljuk, hogy ott a C(r) helyére automatiku-
san r keriilt. Am az a vélasztds nem mindig a leghasznosabb, mégha a relativitds
elméletében be is vilik. Oka, hogy semmi biztositékunk nincs arra nézve, hogy az
haromdimenziés egységgomb feliilete (melyet r novelésével természetes médon r? sz-
erint monoton médon noveliink), az extra dimenzidk jelenlétében valéban monoton
moédon novekedne [51]. Ezt aldtamatamsztando, a C(r) fiiggvény kétszeres derivaltjdra

a kovetkez6 adédik [50]:

Cfl/ e/\ ; O/ ) .
=5 G -Gy —25 (V=)

c 2

Tehat az egységgomb feliiletének a radidlis koordindtdval valé monoton novekedése

nagy mértékben fiigg a masodik zardjelben 16v6 kifejezéstol [50]. Ugyanis vannak olyan

esetek, amikor nem a monoton névekedés helyzete 4ll fenn, erre a [51] példaval is szolgél.
Ezek az in. brén féreglyukak.

A (fényszerii-) null-geodetikusok egyenlete alapjdn a lencséz6 objektum kozelében

elhaladé fény nyaldb ¢ eltérési szogének r radidlis tavolsag-koordindtatol valé fiiggését

az alabbi osszefiiggés irja le [37],[9],[50]:

d A
—f - < (6.4)
Tooy/5s -1

Az uy = Cy/ e’(")/az iitkozési paraméter. A zérus index azt a legkisebb tavolsagot
jeloli, amennyire a lencse még megkozelithetd. Az elhajlési szog a (6.4) segitségével

meghatdarozhaté meg:

a(rg) = /7«0 2Z—fdr - (6.5)

Az iitkozési paraméter csokkenésével az eltéritési szog nd. Igy bizonyos ponton til
az eltéritési szog a 27 szoget meghaladja, és miel6tt tovdabbhalad, egy teljes hurkot ir
le a lencse koriil. Ezek a sugarak in. "relativisztikus képeket” hoznak létre. Elméleti-

leg végtelen szamu relativisztikus kép keletkezhet a lencse mindkét oldaldan. A fekete
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lyukat egy fotongomb jellemzi, melynek sugara r, [54],[55]. Ez a sugdrérték az alabbi
egyenldség legnagyobb pozitiv megoldasaként &llithaté elé [50]:

Ez az osszefiiggés a foton fekete lyuk koriili keringésének stabilitdsarol hordoz infor-
mdciét. A foton pédlydja instabilld valik az rq — r, (azaz vy — u, = C,/e”(p))
hatdratmenetnél. Ha pedig ry < r,, a foton behull a fekete lyukba, ugyanis az eltéritési
szog ennél az értéknél divergdl. Kimutathato, hogy ilyen alakid gémbszimmetrikus
metrikdk esetén az r, hatar kozelében az eltéritési szog, illetve ezzel egyenértékiien a
kép 0 = u/D,, szoggel megadott helyzete egy sorfejtés eredményeiként allithaték el
[50],[53],[57]:
a(rg) = aln (@ - 1> +b+o(rg —1p)

Tp
QDml

Up

alf) = aln( —1>+B+o(u—up)

Ez egyébként formalisan a (6.4) integréldsa altal is, a megfelel$ kozelitést alkalmazva
hasonlé alakban fejezheté ki. Az a, b, @, b egyiitthatok az erts tér jellemzé egyiitthatoi,
amelyek a metrikus egyiitthatoknak az 7,-ben felvett értékitdl fliggenek. Tehdt ezek,
valamint a foton gombok sugara tesznek kiilonbséget a kiilonbozo tipusu fekete lyukak
lencsézése kozt. Itt rogton rélathatunk az erds lencsézés leglényegesebb vondsédra: a
képek ersen kicsinyitettek. Ugyanis az a(rg) mennyiség egy kis érték. Ez az erds tér
egyiitthatoirdl is igaz.

A kiilonbo6z6 fekete lyukak esetén kiilonbozé metrikus egyiitthatdk jellemzik a grav-
itdcids teret. Ez az el6z6ek alapjan ahhoz vezet, hogy az eltéritési szogek kifejezése eltér
a két esetben. Ennek oka, hogy a fotongtmbok sugarai is eltéréek. Nemlokdlis hatasok

nélkiili fekete lyuk fotongombjének sugara:

1
=] (1+4rh+\/1+4rh+16r§)

Az r, paraméter a horizont sugara.

Ha a nemlokdlis hatdsokat figyelembe vessziik, a metrika az ”drapdly-toltésii” bréan
fekete lyuk metrikdja lesz. Felhaszndlva a "toltés” ¢ = Q/(2GM)? paraméterét, a
foton gomb sugara:

=g (3 vO-3)
Ez a megoldéds természetes médon negativ toltésparaméterre is alkalmazhaté. Igy a

primordialis fekete lyukakra is.
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Ha a gyenge térbol szarmazé képekhez hasonlitjuk az ers térben lencsézett képeket,
azt taldljuk, hogy ezek eroteljesen kicsinyitettek a gyenge tér képeihez viszonyitva, és
akkor a legerdsebbek, ha a forrds, a lencse és a megfigyel kollinedrisan helyezkednek el.
Ez azt is jelenti egyben, hogy jelen konfiguraciéban az a sugér amely n-szer megkeriili a
lencsét, és ez utdn ér el a megfigyel6hoz, 2mn szoghdz nagyon kozeli eltéritést szenvedett.
A legegyszeriibb esetben a leginkdbb kiviileso, 01 kép kiilonboztethetd meg a tobbitol.
A tobbiek egybeolvadnak és a 0., = u,/D szoggel eltéritett képet alkotjak. Ekkor
definidlhat6 a legkiilsé kép és az egybeolvadt tobbi kép s = 61 — 6, térbeli szepara-
cidja. Az n-dik relativisztikus kép esetén értelmezhetd a kép p,, nagyitdsa is, amely
geometriai dton is konnyen meghatdrozhaté, ha a 6, szogre értelmezziik. Ugyancsak
itt értelmezziik a kiils6 kép és az Osszes, Osszeolvadt kép fényfluxusdnak aranydt is.

Ezen mennyiségek [50],[53]:

0, = 0+ UpenlB + 6n) 00)
aﬁDlsDol
0 Up
= 1
en Dol ( + 6”)
e, = 6(5—27rn)/6
. 0dB
o= Hq

D o B
Példaként vizsgiljuk meg a Galaxis kozepén 1év6 fekete lyukat. A Tejutrendszer

kozpontjaban a szdmitdsok alapjdn egy M = 2.8 x 10° naptomegii fekete lyuk taldlhato.
Ha mérési adatok lennének ennek a 6., adatairdl, akkor elvileg eldonthetd lenne, hogy
Schwarzschild vagy mds geometridji-e a térid6 [50],[53],[56]. Elvileg ugyanis legktn-
nyebben ez a mennyiség mérheté ki. Ha a kozponti fekete lyuk Schwarzschild, akkor
0 értéke 16.87 pas. Ha ez egy nemlokalis hatds nélkiili fekete lyuk, amely pl. r, = 0.1
, ugyanez a mennyiség 13.24 pas, mig ¢ = —0.2 toltésparaméterii ”arapaly toltésit”

fekete lyukra 18.85 pas adédna [50].

6.2. Eros lencsézés arapaly toltésii bran fekete lyuk esetén

Az eléz6 alfejezet eredményei azonnal gyakorlatba iiltetheték drapdly toltés{i brén
fekete lyuk esetén. A metrika jelen esetben a [38]-ban szarmaztatott metrika. A

jelolések ugyanazok, mint a 4.2. fejezetben.
oM Q oM Q\!
ds* = —[1— =) ar? 1-— — dr® + r2dQ?
y ( MI%T+T2) +( M]%r+r2> o

Amint mar emlitettiik, ez alakra megegyezik a Reissner-Nordstrom-féle megolddssal.

Lényeges eltérés azonban, hogy a () értéke negativ. A metrikdbdl a fotongémb sugara
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meghatarozhaté. Azzal pedig rendre az erés tér a, b, @, b egyiitthatoi is. Igy a megfeleld

mennyiségek [56]:

T, = i<3+\/9—32q>
(349 —32)

R 1V3,/3 - 8Q + /9 — 3207
_— Tp\/Tp — 2Q
VB =)z = 9Qr, + 802
b = —7r+210g[6(2—\/§)]+8Q(\/§_4+1;g[6(2_\/§)})

(r, — Q)? [(3 —7p) rf) —9Qr, + 8Q2] alog2

" (ry—2Q) (12— 1, - Q)

(6.6)

A tévolsdgot Schwarzschild-sugdr értékekben adtuk meg, ennek értéke rg = 2M /M3,
Az u,, mennyiség a minimalis {itk6zési paraméter, melyet az uy = D40, Osszefiiggéssel

is definidlhatunk [56], [53].

6.3. A fény eltériilése "galaktikus potencidlokban"

Spirédlgalaxisok esetében a galaxis belsejében uralkodé gravitacios tér alakjat a rotacios
gorbék segitségével kapjuk meg. Ezek az un. galaktikus potencidlok [59], [60]. Ennek
érdekében viszza kell térniink a galaktikus rotdciés gorbéket ismertetod fejezethez A
metrikdnk (4.3), a C' = r kikotéssel. A (4.4), (4.5) és (4.6) egyenletek alakja anny-
iban kiilonboz6, hogy jobb oldalukon megjelenik a kozmolégiai dllandé is. Ugyanis
jelen esetben a vakuum branon a nemlokdlis hatdsok mellett a kozmoldgiai dllandét is

figyelembe vessziik Ezért a brédn Einstein egyenlete:
Rij = Agi; — Eyj

Ha a (5.25) osszefiiggést allandéva téve, a benne szereplé metrikus egyiitthatét azon-

nal meghatdrozhatjuk. Ennek ismeretében, valamint a (4.4), (4.5) és (4.6) egyenletek
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linedris kombindciGjaval meghatdrozhaté az e~ metrikus egyiitthaté is [61]:

1 2A
—\ —2a
¢ (vt +2) 2" (veg +2) (v + 1)
, r 2'0,529
© 7 \R
B vfg (vfg + 1) +1
@ = v7, + 2
2G M\ o 2
Rb = To (1 - B>
To
7,204 QGMB 1 2A
Cy, = 0 1— 2 49) - — 6.7
2 vfg—i-Q[( o )(Utg+) a+oz+1 (6.7)

Ezaltal eljutottunk ahhoz a metrikdhoz, amely a bran kozmolégidjaban a galaktikus
forgasgorbéket gerjesztd potencidl alakjdat megadja. A metrikus egyiitthatok ismeretében
a gravitacios lencsézést is targyalhatjuk.

Az eltéritési szog nagysdga:

oo

—1/2
6 (ro) — oo = / A2 [ev<ro>—v<r> (1) _ 1} dr
To T

o

Az n =r/ry jelolés bevezetésével:

~1/2
Vb 2t [0 -]

6(0) = b0 = |
1 ﬂi o [(1-28m) (1,4 2) - Lo 2] - Bz

0 « a+1

Az er6s gravitdcios lencsézés jelentoségét az adja, hogy ennek mérésébdl eldontheto,
hogy a Vildgegyetem leirdsdra melyik gravitdcié modell alkalmas. Ugyanis a bran
fekete lyukak, amint ezt lathattuk, eltéré metrikdjiak, mint a standard négydimenziés
rokonaik. Geometridjuk ugyanis az extra dimenzié jegyeit hordozza. Ez a tény pedig

explicit médon megnyilvanulna a lencsézési jelenségekben is [56].

7. Osszefoglalds

Jelen dolgozat a bran-vildgok bemutatasat tiizte ki célul, az elméleti héttér ismertetésével
és alkalmazdsokon keresztiil. Az elméletet igyekeztiink technikailag is kovethetévé tenni
az olvasé széamara. Az alkalmazdsok sordn pedig azt szerettiik volna demonstrélni, hogy
az ARE és a kozmolégiai problémsk ezzel az elméleten keresztiil is vizsgalhatck. Mivel
a bran-elmélet formalizmusa alapjdn az dltalanos relativitds elméletéhez kozel &ll, ezért

az ARE ismeretek a bran-vildgokban is hasznosnak bizonyulnak.
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A brénok napjaink modern és tsszetett elméletének, a szuperhir-elméletnek ele-
mei, egy magasabb dimenziéju téridé hiperfeliiletei, amelyekre az anyag "rafesziil".
Legegyszeriibb viltozatdban az Univerzum az 6tdimenziés téridé négydimenziés hiper-
feliileteként jelenik meg. Ezen a hiperfeliileten van jelen a minket koriilvevo Vildge-
gyetem Osszes szimmetridja. Igy a branon a kozmolégiai elvnek érvényesiilnie kell.

A bulk téridében az 6tdimenziés Einstein-egyenlet irja le a téridd szerkezetét. Az
otdimenziés Einstein-egyenlet bran-projekciéi egy moédositott (effektiv) négydimenz-
i6s Einstein-egyenletet. Alacsony energidk esetén visszakapjuk a szokdsos ARE-beli
alakjat.

Mivel nem ismert altaldnos megoldds, a relativitdas elméletében a gravitacids tér-
egyenleteket kiilonbozé egyszeriisitések mellett vizsgdljak. A szinguldris megolddsok
a fekete lyukak koriil irjak le a téridét. A homogén és izotrop megolddsok a Vildg-
egyetem nagyléptékii struktirdjat hivatottak leirni. Ezek a kozmolégiai megolddsok.
Jogosan vetddik fel az a kérdés is, hogy 1éteznek-e a brénon érvényes effektiv Einstein
egyenletnek is hasonlé megoldasai? Az ARE és a bran megoldasok kozti hasonlésdgok
és eltérések vizsgdlata értelmes feladat..

A kozmoldégiai megolddsban a brént egyszeri médon a FLRW téridével azonositjuk
Az igy kapott Friedmann-brénok kiilonb6z6 tipusi bulk téridokbe bedgyazhatok. Egy
ilyen eljards azonban feltételezi a bulk térid6 ismeretét. Viszont nem ismeriink olyan
eljarast, amelynek alapjan a Friedmann-bréan dinamikdjéabdl kiindulva meghatdrozhaté
a bulk metrikdja. A [19]-ban taldlhat6 egy erre vonatkozé algoritmus, amely tetszéleges
Friedmann bran ismeretében a bedgyazashoz sziikséges egyenletekig visz. A dolgozat-
ban egy egyszerii tiikorszimmetrikus bedgyazds egyenletei is megtaldlhatok.

Alkalmazésként megvizsgaltuk egy sik, kozmoldgiai dllandéval elldtott bran esetét.
Célunk a luminozitdsi tdvolsag-voroseltolddds relacié felallitdsa volt branok esetében.
A radidlis koordindta altaldnos megolddsa kivisz az analitikus fiiggvények halmazabdl.
Ha mégis ragaszkodunk az analitikus megolddshoz, akkor néhdny feltételnek eleget
kell tenni. Ezen feltételek azonban varatlan kovetkezményekkel jarnak: a kozmolégiai
allandéra két megoldds adédik. Mindkét esetben a brian-fesziiltség értéke a vartnal
lényegesen kisebb. A vizsgilt jaték-modellben. a dj — z reldcié kisebb meredekségii,
mint a kozmoldgiai dllandét tartalmazé stk Univerzum esetében.

Az ARE fekete lyukaira jénéhdny megoldds ismeretes, ezek kivaléan tanulmany-
ozhatok pl. [37], [9] ill.[10] segitségével. A bran fekete lyukak esetén kicsit prob-
lémésabb a helyzet. Ugyanis pl. vdkuum brén esetére taldlunk egy olyan megoldést,

mely kizdrolag a bulk téridé Weyl-gorbiiletétol fiigg.. Ez az "drapdly toltésii" fekete
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lyuk megoldss. Nevét onnan kapta, hogy azonos alakot ©lt, mint az ARE Reissner-
Nordstrom megolddsa. Utébbi egy elektromos toltéssel rendelkezé sztatikus és gomb-
szimmetrikus fekete lyukat ir le. Az "drapdly toltésii" fekete lyuk megoldds esetén
ugyan nem beszélhetiink elektromos toltésrol, &m a megoldds hasonlé alakja miatt az
extra dimenzié hatdsat egy in. drapdly toltéssel jellemezziik. Ennek a téridonek az a
legnagyobb hibdja, hogy nem adja vissza a (1.1) potencidlban szerepl 1/r3-et, hanem
csak egy 1/r? -es korrekciét ad a newtoni potencidlhoz [38]. Ennek a megolddsnak az
a vonzo tulajdonsdga, hogy lehetévé teszi zérus kezdeti tomegii in. primordidlis fekete
lyukak létezését. A bulk téridé nemlokélis hatdsai miatt alakul(nak) ki az eseményhor-
izont(ok). Felmeriilt annak a lehetésége, hogy a primordialis fekete lyukak alkalmasak
lennének a sotét anyag problémajanak megolddsara [27]. Ezt azonban a gravitdcids
mikrolencsézési események megcafoltédk.

Egy maésik fekete lyuk megoldéds az tn. fekete hir megoldds. Ez nem mds, mint
az ARE legegyszeriibbt fekete lyuk megolddsanak, a Schwarzschild-féle fekete lyuknak
az 6tdimenzios kiterjesztése. Ugy képzelheté el, mint Schwarzschild-féle fekete lyukak
sokasdga, az extra dimenzié mentén egy fondlra felfiizve. Azonban ennek esemény-
horizontja az extra dimenzié irdnydban nem zdrul be. Ennek kovetkezményeként a
gravitonok szabadon dramolhatnak at az extra dimenziéba. Ezen okbdl a fekete hiir a
radidlis perturbdcidkra instabil. Ha ezt a flizért "letorjiik" az extra dimenzié mentén,
az eseményhorizont bezardodik. Ez a megoldds a fekete szivar.

A FLRW kozmolégiai bran sztatikusan bedgyazhaté egy bonyolult kozmoldgiai
bulk-ba [21], vagy elképzelhetd tgy is, hogy mozog egy Schwazschild-Anti de Sitter
5D téridében [24], [25]. Kimutattdk, hogy a két felfogds egyenértékii [23].

Erdemes megvizsgalni, hogy az elmélet lehetévé teszi-e inhomogén kozmoldgiai
branok létezését? Azaz létrejohet-e olyan stabil konfigurdcio, amelyben a fekete lyukak
egyensulyban vannak a Friedmann brant kitoltd kozmoldgiai fluidummal. Erre a vélasz
igenld, ugyanis ez a konfigurdcié nem akaddlyozza a kozmoldgiai bran a tdguldsit. Ez
az uin. bran "ementdli sajt" megodds. Ezt a nevet az indokolja, hogy az eredeti mod-
ellben az egyenletes siirtiségii kozmoldgiai fluidumban a fekete lyukak gy dgyazédnak
be, mint a lyukak az ementéli sajtban.

A dolgozatban a két megoldédscsoport kozmoldgiai alkalmazdsait is tanulményozzuk.
A galaktikus rotédcids gorbék vizsgdlata a kozmoldgidban a sttét anyag probléméjihoz
vezetett. Ha azonban egy olyan a brdnon vizsgdljuk a rotdciés goérbéket, amely 6n-
magdba konformisan leképezhetd és amelyen a nemlokdlis hatdsok domindlnak, egy

szerencsés paraméter valasztdassal olyan eredményhez jutunk, mely nemcsak a forgds-
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gorbék alakjat, hanem a keringési hatdrsebességek értékeit is helyesen adja vissza. Igy
ebben az esetben mell6zhetd a sotét anyag fogalma. Nyilvdnvalé médon nem ez a leg-
elfogadottabb magyardzat a sotétanyag problémégjara, ugyanis nagyon erés nemlokélis
hatdsokat kellene mindennapjainkban is érzékelni ill. mérni.

A fekete lyukak (akdrcsak a tobbi nagytomegii objektum) fontos tulajdonsdga a
fénysugarak elhajldsa. Fzen alapszik a gravitdciés lencsehatds is. A lencsézés jelen-
sége a téridd metrikdjénak egyik indikdtora. Azonos tomegli, de kiilonbozd tipusu
fekete lyukak ugyanis kiilonbozd mértékben téritik el a fénysugarakat. A brian fekete
lyukai dltal jellemezheto téridok szerkezetérol is hasonléan szerezhetiink informéciét.
Itt azonban az erds lencsézés sokkal alkalmasabb erre. Az erds lencsézés a fénysug-
arak erOs térben valé eltériilését frja le. Itt a fénysugdr ugyanis nagyszogii eltéritést
szenved. Eziltal a jelenség lényegesen eltér a gyenge tér esetétdl. A képek kicsinyitet-
tek, mindossze néhany mikrofvméasodpercesek. Ez indokolja, hogy még miért nem
észleték ezt a jelenséget, ugyanis a legjobb felbontdsu optikai tireszkozok is csak mil-
litvmé&sodperces felbontdssal rendelkeznek.

A dolgozatban bemutattuk a szakirodalomban fellelheté eredményeket.. A legalapvetébb
vonasok és a legfontosabb alkalmazasok ismertetése mellett néhény sajat eredményt is
ismertettiink. Igy megvizsgaltuk a kozmolégiai sik vakuum bran jatékmodelljét, illetve
felirtuk a Friedmann-branok bedgyazdsi egyenleteit. Az utébbi ismert bran-megoldédsok

bulkba torténd bedgyazasaban fontos..

8. Koszonetnyilvanitas

1. K&szonetnyilvanitas. Sok hdldval és kdszonettel tartozom témavezetomnek, dr.Gergely
Arpad Laszlonak, a sok hasznos tandcesért, javaslatért és észrevételért valamint a munkdmra
szant idejéért és nem utolsd sorban az ezalatt mindvégig tanisitott tiirelméért. Ugyanakkor
haldval tartozom Keresztes Zoltan illetve Mikdczi Baldzs PhD hallgatoknak, akik az
SzTE TTK Kisérleti Fizika Tanszékén folytatjak tanulmdnyaikat. Mindannyiuknak
szivbol készonom, hogy a munkdm sordn barmilyen felmerilo technikai nehézségek al-
kalmdval nagy segitokészséget tanusitottak, elfoglatsdaguktdl fiiggetleniil. Természetesen
szeretd és szeretett Csalddomnak is a legnagyobb szeretet és megbecsiilés jar. Marcsak
azért 1s, hogy ennyi éven keresztiil szeretettel és rendiiletlentil tdmogattak, erkdlcsileg és
anyagilag egyarant ...

Jelen dolgozatot szeretném egykori tandrom és jé ismerbsom, Sebestyén Arpdad em-

lékének ajanlani, aki szakmailag és emberileg is kivdlo eqyéniség volt, és aki sokat segitett
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abban, hogy eddig a pontig is eljutottam. Hdaldval és sok szeretettel emlékezem nagy-
nénémre, Rdakosi Maridra is, aki ugyancsak sokat biztatott és batoritott, hogy ne adjam

fel ezt a gyerekkori dlmom.
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