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1 BEVEZET

�

ES

A Neutron 
sillagok �es fekete lyukak alkotta kompakt kett}os rendszerek gra-

vit�a
i�os sug�arz�asa a F�old-b�azis�u interferometrikus hull�am-detektorok LIGO [1℄,

VIRGO [2℄, GEO [3℄, TAMA [4℄ �es a tervezett, h�arom }urszond�ab�ol �all�o LISA

detektor [5, 6℄ frekven
ia tartom�any�aba (1-1000Hz) esik. A gravit�a
i�os sug�arz�as

k�ovetkezt�eben a rendszer energi�aja �es p�alya impulzusmomentuma 
s�okken, ami

(a Hulse-Taylor pulz�ar eset�eben ~10

8

�ev eltelt�evel) a kett}os kompakt rendszer

tagjainak egym�asba olvad�as�ahoz vezet.

�

Osszeolvad�asig a mozg�as poszt-newtoni

k�ozel��t�esben t�argyalhat�o. A detektorok az �osszeolvad�as el}otti ~15 per
es fej-

l}od�esi szakaszba �erkezett kett}os kompakt rendszerek gravit�a
i�os sug�arz�as�anak

kimutat�as�ara k�epesek, ��gy a sz�amol�asok is ezt a mintegy 16000 kering�esi 
iklus-

nyi id}ot 
�elozz�ak meg, azaz magas PN rend}u pontoss�ag sz�uks�eges.

Mivel a m�asodik poszt-newtoni (PN) rendig a rendszer energi�aja �es teljes

impulzusmomentuma �alland�o, �es a gravit�a
i�os sug�arz�as 2.5 PN rend vezet}o

hozz�aj�arul�asa gyorsabban 
s�okkenti a p�aly�ak ex
entri
it�as�at, mint a sugar�at

[7℄, szok�as szerint a gravit�a
i�os "jelform�akat" �es a sug�arz�asi visszahat�ast k�or

alak�u p�aly�akra sz�amoljuk. Azonban a galaxisok k�oz�eppontj�aban el}ofordul�o bi-

zonyos kett}os rendszerek p�aly�aj�anak ex
entri
it�asa jelent}os lehet [8℄ �es [9℄. A

hib�at, amit az okoz, hogy a t�enylegesen ex
entrikus p�aly�an l�ev}o rendszer �altal

keltett hull�amot �ugy vizsg�aljuk, mintha k�orp�aly�an l�ev}o rendszerb}ol sz�armazna,

[10℄ -ben jelent}osnek be
s�ult�ek. Ennek k�ovetkezt�eben k��v�anatos egy ex
entrikus

p�aly�akra is kiterjed}o �altal�anos t�argyal�asm�od. Egy ilyen a 2PN rendig �erv�enyes

t�argyal�ast szolg�altatott Gopakumar �es Iyer [11℄.

De a helyzet m�eg enn�el is bonyolultabb, mivel az 1.5 PN rend}u mozg�asban

a kett}os kompakt rendszerek asztro�zikai tulajdons�agai is megjelennek. Ezek

spin-p�alya t��pus�u j�arul�ekok, amik tov�abb n�ovelik a param�eterek sz�am�at. A

m�asodik PN rendben a spin-spin, kvadrupol-monopol, illetve dip�ol-dip�ol ef-

fektusok egyar�ant fell�epnek. A forg�o kett}os kompakt rendszerek sug�arz�o di-

namik�aj�anak szakirodalm�ab�ol hi�anyzik az ut�obbi k�et k�ol
s�onhat�as vizsg�alata ex-


entrikus p�aly�akra. A dolgozat a m�asodik PN rendben jelentkez}o kor�abban nem

t�argyalt k�etf�ele k�ol
s�onhat�assal foglalkozik. A gravit�a
i�os sug�arz�as kvadrupol-

monopol j�arul�eka a kett}os kompakt rendszer monopolk�ent tekintett egyik kom-

ponens�enek a m�asik komponens kvadrup�olus-ter�eben v�egzett mozg�as�anak sz�armaz�eka.

A m�agneses dip�ol - m�agneses dip�ol j�arul�ek pedig szint�en m�asodik PN rend}u a

10

16

G m�agneses t�erer}oss�eg}u neutron 
sillagokb�ol �all�o kett}os kompakt rend-

szerek eset�en, az elektrom�agneses sug�arz�asukn�al is jelent}osebb. (Jelenleg 10

15

G m�agneses t�erer}oss�egel rendelkez}o neutron 
sillagok ismertek (magnet�arok,

SGR, AXP).) A perturb�alt Kepler-mozg�asban az azonos rend}u k�ol
s�onhat�asok

j�arul�ekai nem keverednek, hanem line�arisan ad�odnak �ossze. Ez�ert k�ul�on-k�ul�on

vizsg�alhatjuk az egyes k�ol
s�onhat�asok �altal perturb�alt Kepler mozg�ast.

A III. fejezetben a p�aly�anak k�et param�eterez�es�et sz�armaztatjuk. Kiter-

jeszt�ese ez a Kepler f�ele val�odi ano�alia param�eterez�eseknek. Ezen param�eterez�esek

rendelkeznek azzal az el}ony�os tulajdons�aggal, hogy a sz�uks�eges integr�alok k�ony-

nyen sz�amolhat�ok a reziduum t�etel seg��ts�eg�evel, azonk��v�ul az esetek t�obbs�eg�eben
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az egyetlen p�olus az orig�oban van [23℄. T�argyal�asunk k�ozelr}ol k�oveti �es �ep��t a

[19℄ �es [20℄ eredm�enyeire. Itt egy k�ul�on�os tulajdons�aggal ker�ult�unk szembe a

spin-spin j�arul�ek vizsg�alat�aval kap
solatban, nevezetesen a p�alya impulzusmo-

mentum nagys�aga nem �alland�o mennyis�eg. Ez�ert bevezett�unk egy �atlagos

�

L -t,

�es a perturb�alt p�aly�at E -vel, illetve

�

L -el jellemezt�uk. Ugyan�ugy lehets�eges

a mozg�as le��r�asa E -vel �es az id}o�atlag hLi -el, azonban ��gy bonyolultabb kife-

jez�esek ad�odnak. A teljess�eg kedv�e�ert kisz�amoljuk

�

L �es hLi k�ozti �osszef�ugg�est.

A III. fejezet v�eg�en ugyanazt a kifejez�est kaptuk a radi�alis mozg�as peri�odus�ara,

mint a nem perturb�alt esetben, de az energia a perturb�alt mozg�ast jellemzi.

Ezek ut�an meghat�arozzuk a m�asodik poszt-newtoni rend}u kvadrupol-monopol

�es dip�ol-dip�ol j�arul�ekokat a gravit�a
i�os sug�arz�asi visszahat�asokban. Kisz�amoltuk

az energia �es a p�alya impulzusmomentum nagys�ag�anak vesztes�egeit, valamint az

�osszeolvad�o kett}os kompakt rendszer impulzusmomentum�anak ir�any�at jellemz}o

sz�ogeknek a sug�arz�asi visszahat�as okozta megv�altoz�as�at.

A szakirodalomban kor�abban ismert, k�or alak�u p�aly�akra �erv�enyes kvadrupol-

monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asoknak tulajdon��that�o energiavesztes�egek az

ex
entrikus p�aly�akra �erv�enyes eredm�enyeink k�orp�alya hat�areset�evel egyez�est

mutatnak. A kvadrupol-monopol k�ol
s�onhat�as vizsg�alat�aval kap
solatos eredm�enyeinket

a Phys. Rev. D publik�alta (L.

�

A. Gergely and Z. Keresztes, Phys. Rev.

D67, 024020 (2003): Gravitational radiation rea
tion in 
ompa
t binary sys-

tems: Contribution of the quadrupole-monopole intera
tion). A m�agneses dip�ol

- m�agneses dip�ol k�ol
s�onhat�as�aval kap
solatos eredm�enyeinket szint�en a Phys.

Rev. D -nek k�uldt�uk be. A 
ikk m�eg nem jelent meg, de publik�al�asra el van

fogadva. A 
��me:Gravitational radiation rea
tion in 
ompa
t binary systems:

Contribution of the magneti
 dipole-magneti
 dipole intera
tion. A szerz}ok:

M�aty�as Vas�uth, Zolt�an Keresztes, Andr�as Mih�aly �es L�aszl�o

�

A. Gergely:

A f�enysebess�eget 
 �es a gravit�a
i�os �alland�ot G jel�oli.

2 A RADI

�

ALIS MOZG

�

AS

A k�et test k�oz�otti kvadrupol-monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�as a Kepler

mozg�ast pertulb�alja. A rendszerhez tartoz�o Lagrange f�uggv�eny [21℄, [24℄, [22℄:

L = L

N

+ L

QM

+ L

DD

; (1)

L

N

=

�v

2

2

+

Gm�

r

; (2)

L

QM

=

G�m

3

2r

5

2

X

i=1

p

i

�

3

�

^

S

i

� r

�

2

� r

2

�

; (3)

L

DD

=

1

r

3

[3(n � d

1

)(n � d

2

)� d

1

� d

2

℄ ; (4)

3



ahol L

N

a Lagrange f�uggv�eny Newton-i r�esze ( m a k�et test egy�uttes t�omege �es

� a reduk�alt t�omeg ). A k�et test kvadrupol-monopol k�ol
s�onhat�as�at L

QM

��rja

le, melyben

^

S

i

az i-edik test spinj�enek az ir�anya, p

i

de�n��
i�oja pedig:

p

i

=

Q

i

m

i

m

2

: (5)

(az i , vagy j index mindenhol az i-edik, vagy a j-edik testre utal). Itt Q

i

a

kett}os kompakt rendszer i-edik tengelyszimmetrikus komponens�enek kvadrupol-

momentum skal�arja [21℄, az i-edik test szimmetria tengely�et

^

S

i

jel�oli ki. Newtoni

hat�aresetre mindk�et tengelyszimmetrikus testre r�ovid sz�amol�assal

Q

i

= �

0

i

��

i

= �

S

i




i

�

�

i

�

0

i

� 1

�

(6)

�osszef�ugg�es ad�odik, ahol(�

i

; �

i

; �

0

i

) a f}o tehetettlens�egi nyomat�ekok, S

i

a

spinek nagys�agai �es 


i

= S

i

=�

0

i

a sz�ogsebess�egek. A dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�ast

L

DD

��rja le, melyben n a reduk�alt t�omeg}u testnek az �osszt�omeg}u testt}ol sz�am��tott

helyvektor�anak ir�anya, d

i

pedig az i-edik test m�agneses dipolmomentum vek-

tora.

M�as j�arul�ekok, mint PN, 2PN [11℄, spin-p�alya (SO) [18℄ �es spin-spin (SS) [19℄,

[20℄ 3=2: �es 2: poszt-newtoni rendn�el jelennek meg, ezek azonban nem interfe-

r�alnak a kvadrupol-monopol, illetve a dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asi tagokkal. A 2:

poszt-newtoni tagokban k�onny}u megtal�alni a dip�ol-dip�ol, illetve a kvadrupol-

monopol k�ol
s�onhat�asb�ol sz�armaz�o j�arul�ekokat. A dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asi

tagok felismerhet}ok az�altal, hogy m�agneses dipolmomentum nagys�adbanm�asodfok�uak,

a kvadrupol-monopol tagokat pedig egy p

i

megk�ul�onb�oztet}o param�eter jel�oli.

Ez�ert a 2: poszt-newtoni tagok mindegyik j�arul�eka f�uggettlen�ul sz�amolhat�o. Tu-

lajdonk�eppen el}osz�or interferen
i�ab�ol sz�armaz�o tag 5=2: rendben jelenik meg a

SO-tagok els}o PN korrek
i�ojak�ent [25℄.

A gyorsul�as k�onnyen sz�amolhat�o (1)-b}ol

a = a

N

+ a

QM

; (7)

a

N

= �

Gmr

r

3

; (8)

a

QM

= �

3Gm

3

2r

7

2

X

i=1

p

i

�

5

�

^

S

i

� r

�

2

� r

2

�

r

+

3Gm

3

r

5

2

X

i=1

p

i

�

^

S

i

� r

�

^

S

i

; (9)

a

DD

=

3

�r

4

8

<

:

[d

1

� d

2

� 5(n � d

1

)(n � d

2

)℄n+

X

i 6=j

(n � d

i

)d

j

9

=

;

: (10)

Az a

QM

gyorsul�as a gyorsul�as megegyezik [13℄ (55)-(56) egyenleteivel , az a

DD

pedig a [22℄ (5) egyenlet�evel, v�egrehajtva a jel�ol�esben a megfelel}o 
ser�eket.
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Mivel a kvadrupol-monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asokat le��r�o Lagrange

f�uggv�eny nem expli
it id}o f�ugg}o a rendszer teljes energi�aja E megmarad�o meny-

nyis�eg. Tov�abbi megjegyz�es, hogy L

QM

�es L

DD

ak�ar
sak a spin-spin k�ol-


s�onhat�as Lagrange f�uggv�enye nem f�ugg a sebess�egt}ol. Ez�ert p = �_r �es k�et

k�ovetkeztet�es vonhat�o le:

(a.) az energia kifejez�ese

E = E

N

�L

QM

�L

DD

; (11)

(b.) a p�alya impulzusmomentumban nin
s kvadrupol-monopol, vagy dip�ol-

dip�ol k�ol
s�onhat�as t��pus�u j�arul�ek

L = r� p = L

N

: (12)

A newtoni energia E

N

�es a newtoni p�alya impulzusmomentum nagys�aga L

N

megmarad�o mennyis�egek. G�ombi pol�ar koordin�at�aban:

E

N

=

�v

2

2

�

Gm�

r

(13)

=

�

2

[ _r

2

+ r

2

(

_

�

2

+ sin

2

� _'

2

)℄�

Gm�

r

;

L

2

N

= �

2

r

4

(

_

�

2

+ sin

2

� _'

2

) : (14)

Az els}o kifejez�esb}ol megkapjuk a sebess�eget, a k�et egyenletet egym�assal kom-

bin�alva pedig a radi�alis mozg�as egyenletet (ut�obbi a radi�alis egyenlet):

v

2

=

2E

N

�

+

2Gm

r

; (15)

_r

2

=

2E

N

�

+

2Gm

r

�

L

2

N

�

2

r

2

: (16)

Ezen kifejez�esek azonoss�agok,azonban ha a Kepler mozg�as perturb�alt E

N

�es

L

N

-re nem lesznek mozg�as�alland�ok. A (9) �es (10) egyenletek mindk�et oldal�at

�r -el keresztszorozva ad�odik a p�alya impulzusmomentum id}ofejl}od�ese:

_

L =

3G�m

3

r

5

2

X

i=1

p

i

�

^

S

i

� r

��

r�

^

S

i

�

+

3

r

3

X

i 6=j

(n � d

i

)(n� d

j

) : (17)

A kvadrupol-monopol k�ol
s�onhat�asnak k�osz�onhet}oen a spinek pre
esszi�os mozg�ast

v�egeznek, ezt kor�abban Barker �es O'Connell kisz�amolta ( [13℄ -ben l�asd a (39)

�es (43)-as egyenleteket ). A spinpre
esszi�os egyenletet a f�uggel�ekben vezetj�uk

le:

_

S

i

= �

3G�m

3

r

5

p

i

�

^

S

i

� r

��

r�

^

S

i

�

: (18)

A spin vektorok id}ofejl}od�ese a dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�as miatt (l�asd [22℄ -ban a

(8) egyenletet):
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_

S

i

= d

i

�H

j

=

1

r

3

[3(n � d

j

)(d

i

� n)� d

j

� d

i

℄ : (19)

Innen egyenesen k�ovetkezik, hogy a teljes impulzusmomentum megmarad�o meny-

nyis�eg

J = L+ S

1

+ S

2

: (20)

Megszorozva a (17) egyenletet a p�alya impulzusmomentum ir�any�aval

^

L kapjuk

a p�alya impulzusmomentum nagys�ag�anak id}ofejl}od�es�et:

_

L=

3G�m

3

r

5

2

X

i=1

p

i

�

^

S

i

� r

�

^

L�

�

r�

^

S

i

�

+

3�

Lr

2

X

i 6=j

(n � d

i

)(v� _rn) � d

j

: (21)

Tekints�uk a dolgozat v�eg�en tal�alhat�o 1. �es 2. �abr�at. H�arom koordin�ata rend-

szert vett�unk fel, melyeket K �es K

i

-vel jel�olt�unk, b�azisvektoraik (
̂;

^

L� 
̂;

^

L) �es

(

^

b

i

;

^

S

i

�

^

b

i

;

^

S

i

) . A m�agneses dipolmomentum vektorok komponensei a K

i

ko-

ordin�ata rendszerben: d

i

(sin�

i


os�

i

; sin�

i

sin�

i

; 
os�

i

). A spinvektorok kom-

ponensei a K koordin�ata rendszerben: S

i

=S

i

(sin�

i


os 

i

; sin�

i

sin 

i

; 
os�

i

)

. Ahhoz, hogy koordin�at�as alakban megadjuk a p�alya impulzusmomentum

nagys�ag�anak id}ofejl}od�es�et

_

L -ot, sz�uks�eges, hogy mind a m�agneses dip�olmomentum

vektorok, mind a spinvektorok ugyanazon rendszerben legyenek fel��rva. V�egrehajtjuk

a K

i

! K transzform�a
i�ot a

^

b

i

, illetve

^

L vektorok �altal kijel�olt tengely k�or�uli

��

i

, illetve ��

i

sz�og}u forgat�asok szorzatak�ent, ahol �

i

= 
os

�1

(
̂ �

^

b

i

) . A 2.

�abr�ar�ol l�athat�o, hogy fenn�all a k�ovetkez}o rel�a
i�o: �

i

+ 

i

= �=2 . A K rendszer-

ben vezet}o rendben �erv�enyesek a k�ovetkez}o kifejez�esek (felhaszn�alva

_

 = L=�r

2

kifejez�est):

n =

0
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0

1

A

; r �

^

S
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i
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^
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^

S

i
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i
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i

) ;

v = _rn+

L
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0

�
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os 

0

1

A

;

v �

^

S

i

= _r sin�
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i

)�

L
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i

sin( �  

i

) ;
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0

�
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i
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i

+ �
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i

�

i
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i

� �

i


os 

i
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i


os�

i

� sin�

i

sin�

i

sin�

i

1

A

; (22)

�

i

= sin�

i


os�

i

; �

i

= sin�

i

sin�

i


os�

i

+ 
os�

i

sin�

i

: (23)

A p�alya impulzusmomentum nagys�ag�anak id}ofejl}od�es�ere kapjuk
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_

L = �

3G�m

3

2r

3

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i

sin 2(�+  

0

�  

i

) +

3d

1

d

2

2r

3

B

0

2

(�) ; (24)

ahol

B

k

(�) = (�

1

�

2

� �

1

�

2

) 
os(k�+ Æ)� (�

1

�

2

+ �

2

�

1

) sin(k�+ Æ) ; (25)

�es B

0

k

(�) a B

k

(�) -nek a � szerinti deriv�altja. A � =  � 

0

�[0; 2�℄ az �altal�anos��tott

val�odi anom�alia param�eter, amely newtoni hat�aresete egybeesik a Kepler-i val�odi

anom�ali�aval. A Æ = Æ

1

+ Æ

2

, ahol Æ

i

= ( 

0

�  

i

) . A p�alya impulzusmomentum

nagys�aga nem konstans, mint ahogyan a PN, 2PN, SO e�ektusokn�al tapasztal-

hat�o. Ez a probl�ema azonban �athidalhat�o egy megfelel}oen de�ni�alt �atlaggal

�

L

-el. A radi�alis egyenlet megold�as�ahoz sz�uks�eg van a p�alya impulzusmomentum

nagys�ag�ara L(�) , amely a k�ovetkez}ok�eppen ��rhat�o:

L(�) = L

0

+

Z

�

0

_

L

dt

d�

0

d�

0

; (26)

ahol L

0

= L(0) �es a � -re vezet}o rendben �erv�enyes:

dt

d�

=

�r

2

�

L

; (27)

ahol

�

L a p�alya impulzusmomentum nagys�ag�anak sz�og�atlag�at jel�oli �es az integ-

r�al�ast elv�egezve ad�odik:

L(�) = L

0

+

G�

3

m

3

4

�

L

3

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i

H

�

�

2

d

1

d

2

2

�

L

3

�

(3Gm�+ 4

�

A)B

0

�(3Gm�+ 4

�

A 
os�)B

2

(�) +

�

A sin�B

0

2

(�)

	

; (28)

H = 3Gm� [
os 2(�+ 

0

�  

i

)� 
os 2( 

0

�  

i

)℄

+4

�

A [
os� 
os 2(�+ 

0

�  

i

)� 
os 2( 

0

�  

i

)℄

+2

�

A sin� sin 2(�+ 

0

�  

i

) ; (29)

ahol

�

A az E �es

�

L �altal jellemzett Kepler mozg�ashoz tartoz�o Lapla
e-Runge-Lenz

vektor nagys�aga:

�

A =

�

G

2

m

2

�

2

+

2E

�

L

2

�

�

1=2

: (30)

L�athat�o, hogy L(0) = L(2�) = L

0

. A p�alya impulzusmomentum nagys�aga a

kvadrupol-monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asok miatt periodikusan v�altozik.
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Innen

�

L a p�alya impulzusmomentum sz�og�atlaga:

�

L =

1

2�

Z

2�

0

L(�)d� = L

0

�

3G�

3

m

3

(3Gm�+ 4

�

A)

4

�

L

3

�

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i


os 2( 

0

�  

i

) ;

�

�

2

d

1

d

2

2

�

L

3

(3Gm�+ 4

�

A)B

0

: (31)

��gy a (28) �es (31) -b}ol

L(�) =

�

L+

G�

3

m

3

4

�

L

3

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i

f2

�

A 
os(�+ 2Æ

i

)

+

�

3G�m+2

�

A 
os�

�


os 2(�+Æ

i

)g

+

�

2

d

1

d

2

2

�

L

3

�

(3Gm�+ 4

�

A 
os�)B

2

(�)�

�

A sin�B

0

2

(�)

�

: (32)

A teljes energia kvadrupol-monopol (E

QM

(r; �)) �es dip�ol-dip�ol (E

DD

(r; �))

k�ol
s�onhat�asokb�ol sz�armaz�o r�esze:

E

QM

(r; �) =

G�m

3

2r

3

2

X

i=1

p

i

�

1�3sin

2

�

i


os

2

(�+ Æ

i

)

�

; (33)

E

DD

(r; �) =

d

1

d

2

2r

3

[A

0

� 3B

2

(�)℄ ; (34)

ahol

A

0

= 2 
os�+ 3(�

1

�

2

� �

2

�

1

) sin� � 3(�

1

�

2

+ �

1

�

2

) 
os� : (35)

A � sz�og a dip�olmomentumok �altal bez�art sz�og, a � =  

2

�  

1

.

�

Igy a(15) �es (16) �osszef�ugg�esek:

v

2

=

2[E �E

QM

(r; �)�E

DD

(r; �)℄

�

+

2Gm

r

; (36)

_r

2

=

2[E �E

QM

(r; �)�E

DD

(r; �)℄

�

+

2Gm

r

�

L(�)

2

�

2

r

2

(37)

alakban ��rhat�ok.ahol L(�) -t , E

QM

(r; �) -t �es E

DD

(r; �) -t a (32) , (33) �es

(34) egyenletek adj�ak. A � param�eter 
sak a m�asodik poszt-newtoni tagokban

jelenik meg.
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3 A val�odi �es ex
entrikus

anom�alia param�eterez�esek

El}osz�or az �altal�anos��tott val�odi anom�alia param�eterez�essel foglalkozunk r =

r(�). A radi�alis mozg�as fordul�o pontjainak de�n��
i�oja:

r

min

= r(0) ; _r

2

(0) = 0 ;

r

max

= r(�) ; _r

2

(�) = 0 : (38)

A fordul�o pontokban a p�alya impulzusmomentum nagys�aga L(0) =

�

L + ÆL

�

�es L(�) =

�

L+ ÆL

+

. A ÆL

�

= Æ(L

QM�

+ L

DD�

) = ÆL

QM�

+ ÆL

DD�

, ahol

ÆL

QM�

=

G�

3

m

3

4

�

L

3

(3Gm�� 4

�

A)

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i


os 2Æ

i

; (39)

ÆL

DD�

=

�

2

d

1

d

2

2

�

L

3

�

(3Gm�+ 4

�

A)(�

1

�

2

� �

1

�

2

)

�

(40)

A fordul�o pontokban megoldva a radi�alis egyenletet:

r

max

min

=

Gm��

�

A

�2E

+

G�

2

m

3

4

�

A

�

L

2

2

X

i=1

p

i

�

i

�

+

�d

1

d

2

2

�

A

�

L

2

�

(

�

A�Gm�)A

0

+

�

AB

0

	

;

�

i

�

= �

i

0

(

�

A�Gm�) + �

i

0

(4

�

A� 3Gm�) ;

�

i

0

= 2

�

1�3sin

2

�

i


os

2

( 

0

� 

i

)

�

;

�

i

0

= sin

2

�

i


os 2( 

0

�  

i

) ; (41)

ahol a

Gm��

�

A

�2E

=

�

L

2

�(Gm��

�

A)

a Kepler mozg�as fordul�o pontjai.

A � �altal�anos��tott val�odi anom�alia param�eter de�n��
i�oja

2

r

=

�

1

r

min

+

1

r

max

�

+

�

1

r

min

�

1

r

max

�


os� ; (42)

amelyb}ol kaphat�o

r =

�

L

2

�(Gm�+

�

A 
os�)

+

G�

2

m

3

4

�

A

�

L

2

(Gm�+

�

A 
os�)

2

2

X

i=1

p

i

�

i

+

�d

1

d

2

�

2

�

A

�

L

2

(Gm�+

�

A 
os�)

2

; (43)
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ahol

�

i

=

�

A[

�

A

2

(�

i

0

+4�

i

0

)+(Gm�)

2

(3�

i

0

+10�

i

0

)℄

+ Gm�[

�

A

2

(3�

i

0

+11�

i

0

)+(Gm�)

2

(�

i

0

+3�

i

0

)℄ 
os� ;

� =

�

A

�

(3G

2

m

2

�

2

+

�

A

2

)A

0

+ (G

2

m

2

�

2

+

�

A

2

)B

0

�

+Gm�

�

(G

2

m

2

�

2

+ 3

�

A

2

)A

0

+ 2

�

A

2

B

0

�


os� : (44)

T a radi�alis mozg�as peri�odusa k�onnyen sz�amolhat�o az �altal�anos��tott ex
ent-

rikus anom�alia param�eterez�essel, ennek de�n��
i�oja:

2r = (r

max

+ r

min

)� (r

max

� r

min

) 
os � ; (45)

ebb}ol a � param�eterez�esn�el elv�egzett hasonl�o sz�amol�assal kaphat�o

r =

Gm��

�

A 
os �

�2E

+

G�

2

m

3

4

�

A

�

L

2

2

X

i=1

p

i

�

i

+

�d

1

d

2

2

�

A

�

L

2

�

�

A (A

0

+ B

0

) +Gm�A

0


os �

	

; (46)

ahol

�

i

=

�

A(�

i

0

+ 4�

i

0

) +Gm�(�

i

0

+ 3�

i

0

) 
os� : (47)

Megjegyz�es, hogy �

i

�

, �

i

�es �

i

kifejez�esei ugyanolyan alak�uak, mint a spin-

spin k�ol
s�onhat�as vizsg�alat�an�al a �

i

�

, �

i

, �

i

, 
sak a benn�uk szerepl}o �

i

0

�es �

i

0

k�ul�onb�ozik �

0

, �

0

-t�ol ( [19℄).

A k�et fajta param�eterez�essel lehet}os�eg ny��lik az id}o�atlag sz�amol�as�ara is.

Tekintve p�eld�aul a val�odi anom�alia param�eterez�est (46) , egy f(�) f�uggv�eny

id}o�atlaga:

hfi =

1

T

Z

2�

0

f(�)

dt

d�

d� : (48)

A dt=d� = (1= _r)(dr=d�) kifejez�es els}o faktor�at (37) egyenlet Taylor sor�ab�ol

kapjuk, m�asodik faktort pedig a (42) � szerinti deriv�al�as�aval:

dr

d�

=

1

2

�

1

r

min

�

1

r

max

�

r

2

sin� : (49)

Bevezetve egy komplex param�etert z = exp(i�) az integr�al (48) k�onnyen sz�amolhat�o

a reziduum t�etel seg��ts�eg�evel. A sz�amol�asokhoz m�eg felhaszn�alhat�o, hogy vezet}o

rendben �erv�enyes:

_r =

�

A

�

L

sin� ; (50)

ami (42)-b}ol levezethet}o.

A peri�odus id}o meghat�aroz�as�ara a � param�eterez�est haszn�alva ��rhatjuk:
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T =

Z

2�

0

dt

d�

d� =

Z

2�

0

1

_r

dr

d�

d� ; (51)

amiben 1= _r -ot most is (37) Taylor sor�ab�ol vessz�uk, dr=d� -t pedig (45) � szerinti

deriv�altj�ab�ol fejezz�uk ki. Innen k�ozvetlen integr�al�assal, vagy a reziduum t�etel

felhaszn�al�as�aval a peri�odus id}o meghat�arozhat�o:

T = 2�Gm

�

�

�2E

�

3=2

: (52)

�

Erdekes, hogy a peri�odus id}o alakilag megegyezik a Kepler mozg�ast jellemz}o

peri�odus id}ovel, persze a k�epletben szerepl}o energia a perturb�alt rendszerre

jellemz}o. A k�et param�eterez�es alkalmas L id}o�atlag�anak meghat�aroz�as�ara. A �

param�eterez�est v�alasztva ��rhatjuk:

hLi =

1

T

Z

T

0

L(�)dt =

1

T

Z

2�

0

L(�)

dt

d�

d� : (53)

Az el}obb eml��tett elj�ar�ast alkalmazva a reziduum t�etel felhaszn�al�as�aval az eredm�eny:

hLi =

�

L+

Gm

3

�

2

F

1

4

�

A

2

�

L

3

F

2

2

X

i=1

p

i

sin

2

�

i


os 2Æ

i

+

d

1

d

2

B

0

2�

�

A

2

�

L

3

h

Gm�

4

(2G

2

m

2

�

2

� 3

�

A

2

)� 2 (�2�E)

3=2

�

L

3

i

; (54)

ahol

F

1

= 2

�

L(�2�E)

1=2

[

�

A

6

� 15G

2

m

2

�

2

�

A

4

+ 32G

4

m

4

�

4

�

A

2

� 16G

6

m

6

�

6

℄

+Gm�

2

[�11

�

A

6

+ 58G

2

m

2

�

2

�

A

4

� 80G

4

m

4

�

4

�

A

2

+ 32G

6

m

6

�

6

℄

F

2

= 4Gm

�

L(�2�E)

1=2

[

�

A

2

� 2G

2

m

2

�

2

℄

+

�

A

4

� 8G

2

m

2

�

2

�

A

2

+ 8G

4

m

4

�

4

: (55)

4 SUG

�

ARZ

�

ASI VISSZAHAT

�

AS

4.0.1 Energia vesztes�eg

Az energia pillanatnyi vesztes�eg�enek vezet}o rendjeit az Einstein kvadrupol for-

mula adja:

dE

dt

= �

G

5


5

I

(3)jl

I

(3)jl

;
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ahol a kerek z�ar�ojelbe tett sz�amok id}oderiv�altat jelentenek, I

jl

a rendszer t�omeg

kvadrupol momentuma, melynek vezet}o rendje:

I

jl

N

= �

�

x

j

x

l

�

STF

; (56)

ahol

�

x

j

x

l

�

STF

jelent�ese:

I

jl

N

= �x

j

x

l

; (57)

ha j nem egyenl}o l -el �es j = l eset�en pedig:

I

jj

N

= �x

j

x

j

�

1

3

3

X

j=1

�x

j

x

j

; (58)

A newtoni, a kvadrupol-monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asok hozz�aj�arul�asa az

energia vesztes�eghez:

dE

dt

= �

G

5


5

I

(3)jl

N

(a

N

)I

(3)kl

N

(a

N

)�

2G

5


5

I

(3)jl

N

(a

QM

)I

(3)kl

N

(a

N

) : (59)

Az argumentumokba ��rt gyorsul�asok arra utalnak, hogy a sz�amol�as elv�egz�esekor

r m�asodik deriv�altja hely�ebe mi ��rhat�o. A v

2

-et �es _r

2

-et (36) , (37) adja, L(�)

-t , E

QM

(r; �) -t �es E

DD

(r; �) -t pedig (32) , (33) , (34). Ezek felhaszn�al�as�aval:

dE

dt

=

�

dE

dt

�

N

+

�

dE

dt

�

QM

+

�

dE

dt

�

DD

; (60)

�

dE

dt

�

N

= �

8G

3

m

2

15


5

r

6

(2�Er

2

+2Gm�

2

r+11

�

L

2

) ; (61)

�

dE

dt

�

QM

=

2G

3

m

4

15


5

�

L

2

r

8

2

X

i=1

p

i

�

(

3

X

n=1

a

n


os[n�+ 2Æ

i

℄ sin

2

�

i

+ a

4

(2� 3 sin

2

�

i

)

)

; (62)

�

dE

dt

�

DD

=

4G

2

md

1

d

2

15


5

�

�

L

2

r

8

(

3

X

k=1

a

k

B

k

(�) + a

4

A

0

)

; (63)

ahol a

k

:

a

1

= 3�

�

Ar(�22Gm�

2

r + 17

�

L

2

) ;

a

2

= 6(�11G

2

m

2

�

4

r

2

+ 6E

�

L

2

�r

2

+ 5Gm�

2

�

L

2

r � 51

�

L

4

) ;

a

3

= ��

�

Ar(22Gm�

2

r + 51

�

L

2

) ;

a

4

= 2

�

L

2

(�6E�r

2

� 5Gm�

2

r + 39

�

L

2

) : (64)
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Az energia vesztes�eg �atlagol�as�an�al a val�odi anom�alia param�etert haszn�aljuk.

Bevezet�unk egy komplex param�etert z = exp(i�) �es felhaszn�aljuk a reziduum

t�etelt (megjegyz�es: p�olus 
sak az orig�oban van) �es kapjuk az enegia vesztes�eg

id}o�atlag�ara:

�

dE

dt

�

=

�

dE

dt

�

N

+

�

dE

dt

�

QM

+

�

dE

dt

�

DD

; (65)

�

dE

dt

�

N

= �

G

2

m(�2E�)

3=2

15


5

�

L

7

�(148E

2

�

L

4

+ 732G

2

m

2

�

3

E

�

L

2

+ 425G

4

m

4

�

6

) ; (66)

�

dE

dt

�

QM

=

G

2

�m

3

(�2E�)

3=2

30


5

�

L

11

�

2

X

i=1

p

i

[C

1

sin

2

�

i


os 2Æ

1

+ C

2

(2� 3 sin

2

�

i

)℄ ; (67)

�

dE

dt

�

DD

=

G

2

d

1

d

2

(�2E�)

3=2

15


5

�

L

11

(C

1

B

0

+ C

2

A

0

) ; (68)

ahol C

k

:

C

1

= ��

�

A

2

(948E

2

�

L

4

+ 8936G

2

E

�

L

2

m

2

�

3

+ 8335G

4

m

4

�

6

) ;

C

2

= 708E

3

�

L

6

+ 10020G

2

E

2

�

L

4

m

2

�

3

+ 18865G

4

E

�

L

2

m

4

�

6

+8316G

6

m

6

�

9

: (69)

4.0.2 V�altoz�as a p�alya impulzusmomentum nagys�ag�aban

Az L p�alya impulzusmomentum nagys�aga sz�amolhat�o a k�ovetkez}ok�eppen [19℄:

dL

dt

=

^

L�

dJ

dt

�

^

L�

dS

1

dt

�

^

L�

dS

2

dt

:

Sz�uks�eg van a tengelyszimetrikus testek spinjei sug�arz�asi vesztes�eg�enek id}o�atlag�ara.

A Burke-Thorne poten
i�al felhaszn�al�as�aval [18℄:

1

S

i

d (S

i

)

�

dt

=

2G

5


5




i

�

�

i

�

0

i

� 1

�

�

���

I

(5)��

N

(

^

S

i

)

�

(

^

S

i

)

�

; (70)

�es mivel S

i

pre
esszi�os mozg�ast v�egez ad�odik dS

i

=dt = S

i

d

^

S

i

=dt . K�ovetve [20℄-t

kapjuk:

�

dS

i

dt

�

= 0 : (71)
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Teh�at a p�alya impulzusmomentum nagys�aga sz�amolhat�o:

dL

dt

'

^

L�

dJ

dt

: (72)

J sug�arz�asi vesztes�ege vezet}o rendben:

dJ

i

dt

= �

2G

5


5

�

ijk

I

(2)jl

I

(3)kl

; (73)

ahol �

ijk

az antiszimmetrikus Levi-Civita szimbolum. A newtoni, a kvadrupol-

monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asok hozz�aj�arul�asa a teljes impulzusmomen-

tum vesztes�eghez:

dJ

i

dt

= �

2G

5


5

�

ijk

I

(2)jl

N

(a

N

)I

(3)kl

N

(a

N

)

�

2G

5


5

�

ijk

h

I

(2)jl

N

(a

N

)I

(3)kl

N

(a

QM

) + I

(2)jl

N

(a

QM

)I

(3)kl

N

(a

N

)

i

: (74)

Vezet}o rendben:

^

L = (0; 0; 1) , ��gy a k�ovetkez}o pillanatnyi vesztes�egek ad�odnak:

^

L�

dJ

dt

=

�

^

L�

dJ

dt

�

N

+

�

^

L�

dJ

dt

�

QM

+

�

^

L�

dJ

dt

�

DD

; (75)

�

^

L�

dJ

dt

�

N

=

8G

2

m

�

L

5


5

�r

5

�

2�Er

2

� 3

�

L

2

�

; (76)

�

^

L�

dJ

dt

�

QM

=

2G

2

m

3

5


5

�

�

Lr

7

2

X

i=1

p

i

�

(

3

X

n=1

b

n


os[n�+ 2Æ

i

℄ sin

2

�

i

+ b

4

(2� 3 sin

2

�

i

)

)

;(77)

�

^

L �

dJ

dt

�

DD

=

4Gd

1

d

2

5


5

�

2

�

L

3

r

7

(

3

X

k=1

b

k

B

k

(�) + b

4

A

0

)

; (78)

ahol b

k

:

b

1

= 3�

�

Ar(2GEm�

3

r

3

�E

�

L

2

�r

2

� 9G

�

L

2

m�

2

r + 8

�

L

4

) ;

b

2

= 3(2G

2

Em

2

�

5

r

4

+ 22E

�

L

4

�r

2

� 9G

2

�

L

2

m

2

�

4

r

2

+ 10G

�

L

4

m�

2

r � 19

�

L

6

) ;

b

3

= �

�

Ar(2GEm�

3

r

3

+ 3E

�

L

2

�r

2

� 9G

�

L

2

m�

2

r � 24

�

L

4

) ;

b

4

=

�

L

4

(�18E�r

2

� 8Gm�

2

r + 15

�

L

2

) : (79)

Az �atlagol�asn�al hasonl�o elj�ar�ast alkalmazva, mint az energia vesztes�egn�el sz�amolhat�o,

hogy:
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�

dL

dt

�

=

�

dL

dt

�

N

+

�

dL

dt

�

QM

+

�

dL

dt

�

DD

; (80)

�

dL

dt

�

N

= �

4G

2

m(�2�E)

3=2

5


5

�

L

4

(14E

�

L

2

+ 15G

2

m

2

�

3

) ; (81)

�

dL

dt

�

QM

=

G

2

m

3

�(�2�E)

3=2

10


5

�

L

8

�

2

X

i=1

p

i

[D

1

sin

2

�

i


os 2Æ

i

+D

2

(2� 3 sin

2

�

i

)℄ ; (82)

�

dL

dt

�

DD

=

G

2

d

1

d

2

(�2E�)

3=2

5


5

�

L

8

[D

1

B

0

+D

2

A

0

℄ ; (83)

ahol D

k

:

D

1

= �6�

�

A

2

(31E

�

L

2

+ 90G

2

m

2

�

3

) ;

D

2

= 252E

2

�

L

4

+ 1200G

2

E

�

L

2

m

2

�

3

+ 805G

4

m

4

�

6

: (84)

4.0.3 Sz�ogek v�altoz�asa

A sz�ogek id}ofejl}od�es�enek meghat�aroz�as�ahoz vegy�uk az }o de�n��
i�ojukat: �

i

=


os

�1

(

^

S

i

�

^

L); (i = 1; 2) , 
 = 
os

�1

(

^

S

1

�

^

S

2

) , �es deriv�aljuk ezeket id}oszerint.

A k�et spinvektor �altal bez�art sz�og 
 v�altoz�as�ara kapjuk:

d

dt


os 
 =

d

dt

�

^

S

1

�

^

S

2

�

=

^

S

1

�

d

^

S

2

dt

+

^

S

2

�

d

^

S

1

dt

:

A jobb oldalon �all�o kifejez�es spin-orbit j�arul�ekai a [18℄ -ban vannak sz�amolva,

a spin-spin k�ol
s�onhat�as pedig, mint az l�athat�o [20℄ -ben nem ad �ujabb j�arul�ekot.

A kvadrupol-monopol �es dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�asok eset�eben (71) -b}ol k�ovetkezik:

d

dt


os 
 ' 0 : (85)

A �

i

sz�ogek eset�eben a helyzet bonyolultabb. De�n��
i�ojukb�ol k�ovetkezik,hogy:

d

dt


os�

i

=

d

dt

�

^

S

i

�

L

L(�)

�

=

1

L(�)

"

^

S

i

�

d(J � S

1

� S

2

)

dt

�

dL

dt


os�

i

+ L�

d

^

S

i

dt

#

: (86)

A megk�ovetelt pontoss�ag miatt minden poszt-newtoni tagban v�egrehajthat�o a

L(�)!

�

L 
sere. A p�alya impulzusmomentum nagys�ag�anak id}ofejl}od�ese:

dL

dt

=

^

L�

dL

dt

=

^

L�

dJ

dt

�

^

L�

dS

1

dt

�

^

L�

dS

2

dt

: (87)
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Be��rva ezeket (86) egyenletbe, �es �gyelembe v�eve, hogy

^

S

i

� dS

i

=dt = 0 kapom:

d

dt


os�

i

=

1

L(�)

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

)�

dJ

dt

+

1

�

L

"

�

^

S

i

�

dS

j

dt

+

^

L�

�

dS

1

dt

+

dS

2

dt

�


os�

i

+ L�

d

^

S

i

dt

#

; (88)

ahol j 6= i:A (71) -b}ol azonnal l�atszik, hogy a �

i

sz�ogek v�altoz�as�anak �atlagol�asakor

a sz�ogletes z�ar�ojelben l�ev}o kifejez�es elt�unik. Mivel 
�elunk a peri�odus alatti �atlag

v�altoz�as meghat�aroz�asa, ��gy a sz�ogletes z�ar�ojelben l�ev}o kifejez�est nem kell �-

gyelembe venni a tov�abbiakban.

A (88) egyenlet els}o tagj�anak ki�ert�ekel�es�ere sz�uks�eges a teljes impulzusmo-

mentum vesztes�eg dJ=dt strukt�ur�aja [16℄ :

dJ

dt

=

�

dJ

dt

�

N

+

�

dJ

dt

�

pn

+

�

dJ

dt

�

2pn

+

�

dJ

dt

�

so

+

�

dJ

dt

�

ss

+

�

dJ

dt

�

QM

+

�

dJ

dt

�

DD

+

�

dJ

dt

�

usz�aly

: (89)

A vezet}o rend}u j�arul�ekot r�egebben kisz�amolta Peters [7℄, a pn j�arul�ekot Junker

�es S
h�afer [12℄, az so j�arul�ekot Kidder [16℄, �es a 2pn j�arul�ekot Gopakumar �es

Iyer [11℄ r;v;S

i

�es _r f�uggv�enyek�ent. Az usz�aly vezet}o rendbeli j�arul�eka 3=2

poszt-newtoni rendn�el jelenik meg �es id}obeli �atlag�at Rieth �es S
h�afer [17℄ adta

meg Fourier soros alakban:

N , pn , 2pn j�arul�ekok le��rhat�ok a k�ovetkez}ok�eppen:

�

dJ

dt

�

N; pn; 2pn

= �

0; 1; 2

� L

N

(90)

ahol a �

0; 1; 2

egy�utthat�ok kiolvashat�ok [16℄ -ben (3.28.a,b)-b�ol �es [11℄ -ben

(3.9.d)-b}ol. Hasonl�o alakban kifejezhet}o az usz�aly id}obeli �atlaga, amelyet [17℄

-ben (84) adja:

�

dJ

dt

�

usz�aly

= �

usz�aly

� L

N

: (91)

A p�alya impulzusmomentum kifejez�ese:

L = L

N

+ L

PN

+ L

2PN

+ L

SO

= (1 + 


1

+ 


2

)L

N

+ L

SO

: (92)

Ebb}ol meghat�arozhat�o a p�alya impulzusmomentum:

L

N

= (1� 


1

� 


2

+ 


2

1

)L� L

SO

: (93)

A 


1; 2

egy�utthat�ok felismerhet}ok [16℄ -ben (2.9.b,d)-b}ol. M�asodik poszt-newtoni

rendig ��rhatjuk:

�

dJ

dt

�

N+ pn + 2pn

= (�

0

+�

1

+ �

2

)L��

0

� L

SO

(94)

16



�es

�

dJ

dt

�

usz�aly

= �

usz�aly

� L ; (95)

ahol a (94) -ben szerepl}o �

1

;

2

egy�utthat�ok kifejezhet}ok �

0; 1; 2

�es 


1; 2

-vel:

�

1

= �

1

� �

0




1

�

2

= �

2

� �

1




1

� �

0

(


2

� 


2

1

) : (96)

�

Osszevetve (88) , (89) , (94) egyenleteket �es felhaszn�alva

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) � L =0 (97)

azonoss�agot, kapjuk:

1

L(�)

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) �

�

dJ

dt

�

=

1

�

L

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

)

�

n

�

dJ

dt

�

usz�aly

+

�

dJ

dt

�

so

��

0

L

SO

+

�

dJ

dt

�

ss

+

�

dJ

dt

�

QM

+

�

dJ

dt

�

DD

o

: (98)

Az usz�aly �atlagol�asn�al (95) �es (97) miatt elt}unik.

A (98) egyenlet m�asodik �es harmadik tagja spin-p�alya, a negyedik tag pedig

spin-spin jelleg}u j�arul�ek a �

i

sz�ogek sug�arz�asi vesztes�eg�ehez. A spin-p�alya kor-

rek
i�okat [18℄ (4.4) adja, a spin-spint [20℄ (4.1), (4.2) �es (4.3).

V�egs}osoron a kvadrupol-monopol k�ol
s�onhat�as j�arul�ek�ara {

d

dt


os�

i

-ben:

�

d

dt


os�

i

�

QM

'

1

�

L

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) �

�

dJ

dt

�

QM

(99)

ad�odik, �es ugyanilyen kifejez�es a dip�ol-dip�ol j�arul�ekra:

�

d

dt


os�

i

�

DD

'

1

�

L

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) �

�

dJ

dt

�

DD

(100)
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Ez a kifejez�es param�eteres alakban (�-vel megadva) a k�ovetkez}ok�eppen fest:

1

�

L

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) �

�

dJ

dt

�

QM

=

3G

2

m

3

10


5

�

�

L

2

r

7

sin�

i

2

X

j=1

p

j

sin 2�

j

�

n

3

X

n=1

u

n


os (n�+ Æ

i

+ Æ

j

)

+u

4

sin� sin (Æ

i

� Æ

j

)

+u

5


os (Æ

i

� Æ

j

)

o

; (101)

1

�

L

(

^

S

i

�

^

L 
os�

i

) �

�

dJ

dt

�

DD

=

3Gd

1

d

2

5


5

�

2

�

L

2

r

7

sin�

i

�

2

X

j=1

n

�

3�jjz

3

X

n=1

u

n

[B

j

sin(n�+ Æ

i

+ Æ

j

)

�C

j


os(n�+ Æ

i

+ Æ

j

)℄

�u

4

sin� [B

j


os(Æ

j

� Æ

i

) + C

j

sin(Æ

j

� Æ

i

)℄

�u

5

[B

j

sin(Æ

j

� Æ

i

)

�C

j


os(Æ

j

� Æ

i

)℄

o

; (102)

ahol �

3�jjz

a m�agneses dip�olmomentum vektor z komponense, u

i

egy�utthat�ok

pedig:

u

1

= �u

3

= �

�

Ar(2�Er

2

� 3

�

L

2

) ;

u

2

= 2

�

L

2

(Gm�

2

r + 3

�

L

2

) ;

u

4

= 2�

�

Ar(2�Er

2

� 5

�

L

2

) ;

u

5

= 2

�

L

2

(4�Er

2

+Gm�

2

r � 5

�

L

2

) : (103)

A reziduum t�etel seg��ts�eg�evel az �atlagol�as elv�egezhet}o:
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�

d


dt

�

= 0 (104)

�

d�

i

dt

�

=

�

d�

i

dt

�

SO

+

�

d�

i

dt

�

SS�self

+

�

d�

i

dt

�

SS

+

�

d�

i

dt

�

QM

(105)

�

d�

i

dt

�

SO

[18℄� ban (4:4) adja; (106)

�

d�

i

dt

�

SS�self

[20℄� ban (4:7) adja; (107)

�

d�

i

dt

�

S

1

S

2

[20℄� ban (4:8) adja; (108)

�

d�

i

dt

�

QM

=

3G

2

m

3

�(�2�E)

3=2

10


5

�

L

9

2

X

j=1

p

j

sin 2�

j

� [V

1


os (Æ

i

+ Æ

j

) + V

2


os (Æ

i

� Æ

j

)℄ ; (109)

�

d�

i

dt

�

DD

=

3Gd

1

d

2

(�2E�)

3=2

5


5

�

L

9

�

2

X

j=1

�

3�jjz

�

V

1

[�

j


os(Æ

i

+ Æ

j

)� �

j

sin(Æ

i

+ Æ

j

)℄

+V

2

[�

j


os(Æ

i

� Æ

j

) + �

j

sin(Æ

i

� Æ

j

)℄

	

; (110)

ahol a V

1�2

egy�utthat�ok:

V

1

= 40E

2

�

L

4

+ 90G

2

m

2

�

3

E

�

L

2

+ 35G

4

m

4

�

6

V

2

= 48E

2

�

L

4

+ 140G

2

m

2

�

3

E

�

L

2

+ 70G

4

m

4

�

6

: (111)

A (104)-(109) egyenletek adj�ak a sz�ogek evol�u
i�oj�anak teljes le��r�as�at m�asodik

poszt-newtoni rendig.

5

�

OSSZEFOGLAL

�

O

F}o eredm�enyk�ent meghat�aroztuk a m�asodik poszt-newtoni rend}u kvadrupol-

monopol �es dip�ol-dip�ol j�arul�ekokat a gravit�a
i�os sug�arz�asi visszahat�asokban.

Kisz�amoltuk a p�alyaelemek egyr�esz�evel ekvivalens energia �es a p�alya impulzus-

momentum nagys�ag�anak vesztes�egeit, valamint a s�aj�at-perd�uletek �es a p�alya-

impulzusmomentum relat��v ir�anyait jellemz}o sz�ogek v�altoz�as�at. A vesztes�egek

els}orend}u z�art di�eren
i�alegyenlet-rendszert alkotnak, mely numerikus fejleszt�esre
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alkalmas.

�

Altal�anos��tottuk a val�odi �es ex
entrikus anom�alia param�eterez�eseket a

perturb�alt mozg�asok radi�alis r�esz�enek le��r�as�ara, a szekul�aris kifejez�eseket pedig

a reziduum t�etellel sz�amoltuk, saj�at k�esz��t�es}u REDUCE analitikus programok

felhaszn�al�as�aval.

Az energiavesztes�eg (65)-(68), p�alya impulzus momentum nagys�ag�anak vesz-

tes�ege (80)-(83), kieg�esz��tve a megfelel}o spin-p�alya kifejez�esekkel [18℄ -b�ol (a

k�ovetkez}o helyettes��t�esekel: L !

�

L and A

0

!

�

A), spin-spin kifejez�esekkel [19℄

-b�ol �es poszt-newtoni kifejez�esekkel [11℄ -b�ol, megadja a teljes sug�arz�asi vissza-

hat�ast a m�asodik poszt-newtoni rendig.

A �

i

�es 
 sz�ogek id}ofejl}od�es�ehez az �osszes j�arul�ek fel van sorolva a IV. r�esz

utols�o alfejezet�eben.

V�eg�ul �osszehasonl��tjuk az energiavesztes�egre vonatkoz�o eredm�enyeket a Pois-

son �altal sz�amolttal [21℄ , ami k�orp�aly�akra vonatkozik. A k�orp�alya hat�aresetet

v�eve a [21℄ -ban egy perturb�a
i�oj�at kapom a Kepler f�ele k�orp�aly�anak. A k�orp�alya

felt�eteleket lehetetlen alkalmazni a nem perturb�alt p�aly�ara E

N

= E � E

QM

=

�Gm�=2r

0

�es L

2

N

= L

2

(�) = (
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( r

0

a nem perturb�alt

p�aly�anak a sugara ), mert E

QM

�es ÆL nem �alland�ok m��g E ,

�

L �es r

0

azok.

Ez arra a megjegyz�esre k�esztet minket, hogy a p�aly�ak nem lehetnek szigor�uan

k�or alak�uak. Hanem a k�orp�alya felt�eteleket �atlagos �ertelemben kell haszn�alni.

Felhaszn�alva m�eg, hogy ÆL sz�og�atlaga elt�unik:
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= �Gm�=2r

0

;

L
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N

=

�

L

2
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2

r

0

: (112)

Ezeket az �ert�ekeket behelyettes��tve E

QM

sz�og�atlag�aba (ami m�ar m�asodik PN

rend}u) kapjuk, hogy:

E
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3
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(3 
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� 1) : (113)

Kifejezve E �es

�

L -t (112) -b}ol, (113) -b}ol �es behelyettes��tve }oket (65) - (67) -ig

megkapjuk a sug�arz�asi energiavesztes�eget a fenti m�odon �ertelmezett k�orp�aly�ara

vonatkoz�oan.
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: (114)

Kihaszn�alva a perturb�alattlan k�orp�alya r

0

sugara �es a perturb�alt p�alya hvi �atlag

sebess�ege k�oz�otti �osszef�ugg�est ad�odik:

r
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=

Gm
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2

X

i=1

p

i

(3 
os
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�

i

� 1)

#

; (115)

�es azt tal�altuk, hogy a k�orp�aly�an sz�amolt �atlagos energiavesztes�eg megegyezik

a [21℄ -beli (22) �osszef�ugg�essel.
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A dip�ol-dip�ol k�ol
s�onhat�as vizsg�alata k�orp�alya hat�aresetben folyamatban

van.

6 F�uggel�ek: A SPINPRECESSZI

�

OS

EGYENLET LEVEZET

�

ESE

A kett}os kompakt rendszer komponenseit tengelyszimmetrikus merev testekk�ent

kezelj�uk, ��gy a kvadrupol-monopol k�ol
s�onhat�as �altal perturb�alt rendszer Lag-

range f�uggv�enye [21℄, [24℄ a k�ovetkez}o alakba ��rhat�o:
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; (116)

Ezut�an fel��rjuk g�ombi pol�ar koordin�at�akban a Lagrange f�uggv�enyt. Ehhez

sz�uks�eges n�eh�any kifejez�es:
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); (117)

r = r(
os ; sin ; 0); (118)

r
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i

); (119)
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; (120)

Kell m�eg


i

Euler sz�ogekkel val�o kifejez�ese. 


i

felbonthat�o h�arom tengely k�or�uli

forgat�asra. Ez a felbont�as a tengelyek ler�ogz��t�ese eset�en sem egy�ertelm}u. A

dolgozat v�eg�en tal�alhat�o 3. , 4. �es 5. �abr�ar�ol leolvashat�o: 
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Az x̂
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A jel�ol�eseink szerint �
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A  

i

v�altoz�ora fel��rjuk az Euler-Lagrange egyenletet �es kapjuk:
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A jobboldalt �atalak��thatjuk m�as alakba, felhaszn�alva, hogy: sin
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Igy a spinpre
esszi�os egyenlet ẑ komponens�ehez jutottunk. A m�asik k�et
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A jobboldal els}o tagja egy azonoss�ag:
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� ẑ) 
os 

i

; (


i
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A (125)-at trigonometriai azonoss�agokat felhaszn�alva tov�abb alak��tjuk:
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Felhaszn�aljuk (119)-et, majd 
os 

i

�es sin 

i

egy�utthat�oit egyenl}ov�e t�eve az

al�abbi k�et kifejez�eshez jutunk:
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Tekints�uk az r̂�

^

S

i

g�ombi koordin�at�akban adott kifejez�es�et:
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amelyb}ol leolvashat�o, hogy 
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ŷ .

�

Igy megkaptuk a spinpre
esszi�os egyenlet x̂ �es ŷ komponens�et. Az eredm�enyeink

22



egy vektori egyenletbe foglalhat�ok. A (128), (129), (124) �es (130) kifejez�esekb}ol

ad�odik a spinpre
esszi�os egyenlet:
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