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1 BEVEZETES

A Neutron csillagok és fekete lyukak alkotta kompakt kettés rendszerek gra-
vitacids sugdrzasa a Fold-bézisu interferometrikus hulldm-detektorok LIGO [1],
VIRGO [2], GEO [3], TAMA [4] és a tervezett, hdrom tirszonddbdl 4ll6 LISA
detektor [5, 6] frekvencia tartomanydba (1-1000Hz) esik. A gravitdcids sugdrzas
kovetkeztében a rendszer energidja és pdlya impulzusmomentuma csékken, ami
(a Hulse-Taylor pulzar esetében “108 év elteltével) a kettds kompakt rendszer
tagjainak egymadsba olvaddsdhoz vezet. Osszeolvaddsig a mozgds poszt-newtoni
kozelitésben targyalhatd. A detektorok az Gsszeolvadds elétti “15 perces fej-
16dési szakaszba érkezett kettds kompakt rendszerek graviticios sugarzasanak
kimutatasara képesek, igy a szdmolasok is ezt a mintegy 16000 keringési ciklus-
nyi idot célozzdk meg, azaz magas PN rendi pontossag sziikséges.

Mivel a méasodik poszt-newtoni (PN) rendig a rendszer energidja és teljes
impulzusmomentuma allandd, és a gravitaciés sugarzds 2.5 PN rend vezeto
hozzéjarulasa gyorsabban csokkenti a palydk excentricitdsat, mint a sugarat
[7], szokds szerint a gravitacids ”jelformakat” és a sugdrzasi visszahatdst kor
alakid palydkra szamoljuk. Azonban a galaxisok kézéppontjidban eléfordulé bi-
zonyos kettés rendszerek pdlydjénak excentricitdsa jelentés lehet [8] és [9]. A
hibat, amit az okoz, hogy a ténylegesen excentrikus palyan 1évé rendszer altal
keltett hullamot gy vizsgaljuk, mintha korpalyan 1évo rendszerbdl szarmazna,
[10] -ben jelentésnek becsiilték. Ennek kovetkeztében kivdnatos egy excentrikus
palydkra is kiterjedd altaldnos targyalasmod. Egy ilyen a 2PN rendig érvényes
targyaldst szolgdltatott Gopakumar és Iyer [11].

De a helyzet még ennél is bonyolultabb, mivel az 1.5 PN rend mozgasban
a kettds kompakt rendszerek asztrofizikai tulajdonsiagai is megjelennek. FEzek
spin-palya tipusi jarulékok, amik tovabb novelik a paraméterek szamat. A
masodik PN rendben a spin-spin, kvadrupol-monopol, illetve dipdl-dipdl ef-
fektusok egyarant fellépnek. A forgd kettés kompakt rendszerek sugdrzéd di-
namikajianak szakirodalmabdl hidnyzik az utébbi két kolesonhatés vizsgalata ex-
centrikus palyakra. A dolgozat a masodik PN rendben jelentkez6 korabban nem
targyalt kétféle kolcsonhatassal foglalkozik. A graviticids sugarzas kvadrupol-
monopol jaruléka a kettds kompakt rendszer monopolként tekintett egyik kom-
ponensének a masik komponens kvadrupolus-terében végzett mozgdsanak szarmazéka.
A maégneses dipdl - mégneses dipdl jarulék pedig szintén masodik PN rendii a
10'® G mégneses térerésségli neutron csillagokbdl 4116 kettés kompakt rend-
szerek esetén, az elektromégneses sugdrzasuknal is jelentésebb. (Jelenleg 1013
G maégneses térerdsségel rendelkez6 neutron csillagok ismertek (magnetarok,
SGR, AXP).) A perturbélt Kepler-mozgasban az azonos rendii kolcsonhatasok
jarulékai nem keverednek, hanem linedrisan adédnak ssze. Ezért kiilon-kiilon
vizsgalhatjuk az egyes kélcsonhatdsok altal perturbélt Kepler mozgast.

A III. fejezetben a palyanak két paraméterezését szarmaztatjuk. Kiter-
jesztése ez a Kepler féle valodi anoalia paraméterezéseknek. Ezen paraméterezések
rendelkeznek azzal az eldnyos tulajdonsiggal, hogy a sziikséges integralok kony-
nyen szdmolhatdk a reziduum tétel segitségével, azonkiviil az esetek tébbségében



az egyetlen pélus az origéban van [23]. Targyaldsunk kozelrdl koveti és épit a
[19] és [20] eredményeire. Itt egy kiilonos tulajdonsaggal keriiltiink szembe a
spin-spin jarulék vizsgédlataval kapcsolatban, nevezetesen a pélya impulzusmo-
mentum nagysiga nem allandé mennyiség. Ezért bevezettiink egy atlagos L -t,
és a perturbalt palyat E -vel, illetve L -el jellemeztiik. Ugyanigy lehetséges
a mozgds leirdsa E -vel és az id6atlag (L) -el, azonban igy bonyolultabb kife-
jezések adédnak. A teljesség kedvéért kiszamoljuk L és (L) kozti Osszefiiggést.
A TII. fejezet végén ugyanazt a kifejezést kaptuk a radidlis mozgas periéduséira,
mint a nem perturbdlt esetben, de az energia a perturbalt mozgast jellemzi.

Ezek utan meghatarozzuk a masodik poszt-newtoni rendi kvadrupol-monopol
és dipél-dipdl jarulékokat a gravitacids sugarzasi visszahatasokban. Kiszamoltuk
az energia és a palya impulzusmomentum nagysaganak veszteségeit, valamint az
Osszeolvado kettds kompakt rendszer impulzusmomentumanak irdnyat jellemzé
szogeknek a sugdrzasi visszahatds okozta megvaltozasat.

A szakirodalomban kordbban ismert, kor alakd palydkra érvényes kvadrupol-
monopol és dipdl-dipdl kolesonhatasoknak tulajdonithaté energiaveszteségek az
excentrikus pélydkra érvényes eredményeink korpdlya hataresetével egyezést
mutatnak. A kvadrupol-monopol kdlcsénhatds vizsgalataval kapcsolatos eredményeinket,
a Phys. Rev. D publikdlta (L. A. Gergely and Z. Keresztes, Phys. Rev.
D67, 024020 (2003): Gravitational radiation reaction in compact binary sys-
tems: Contribution of the quadrupole-monopole interaction). A mégneses dipdl
- magneses dipdl kolesonhatasaval kapcsolatos eredményeinket szintén a Phys.
Rev. D -nek kiildtiik be. A cikk még nem jelent meg, de publikdlasra el van
fogadva. A cime:Gravitational radiation reaction in compact binary systems:
Contribution of the magnetic dipole-magnetic dipole interaction. A szerzék:
Métyds Vasith, Zoltén Keresztes, Andras Mihaly és Lészlé A. Gergely.

A fénysebességet ¢ és a gravitacids dllandot G jeloli.

2 A RADIALIS MOZGAS

A két test kozotti kvadrupol-monopol és dipdl-dipdl kolesonhatas a Kepler
mozgést pertulbalja. A rendszerhez tartozé Lagrange fliggvény [21], [24], [22]:

L = Ln+Lom +LpD, (1)
Ly = MTVZ—F@, (2)
caon = S [p(sn) -] ®)
Lop = =5 [3n-di)(n-da) —di-da] | ()



ahol £y a Lagrange fiiggvény Newton-i része ( m a két test egyiittes tomege és
p a redukalt tomeg ). A két test kvadrupol-monopol kélesonhatdsat Lo irja
le, melyben S; az i-edik test spinjének az irdnya, p; definicidja pedig:

Qi

m;m?2

pi = (5)
(az i , vagy j index mindenhol az i-edik, vagy a j-edik testre utal). Itt @Q; a
kettds kompakt rendszer i-edik tengelyszimmetrikus komponensének kvadrupol-
momentum skaldrja [21], az i-edik test szimmetria tengelyét S; jeloli ki. Newtoni
hataresetre mindkét tengelyszimmetrikus testre rovid szdmoléssal

Si (0O
Qi:@;_@i:—9—i<@—l> (6)

Osszefliggés adddik, ahol(®;, ©;, ©)) a 6 tehetettlenségi nyomatékok, S; a
spinek nagysagai és Q; = S;/0} a szigsebességek. A dipdl-dipdl kélesonhatdst
Lpp irjale, melyben n a redukalt tomegii testnek az 6ssztomegii testtdl szamitott
helyvektordnak irdnya, d; pedig az i-edik test magneses dipolmomentum vek-
tora.

Mis jérulékok, mint PN, 2PN [11], spin-pélya (SO) [18] és spin-spin (SS) [19],
[20] 3/2. és 2. poszt-newtoni rendnél jelennek meg, ezek azonban nem interfe-
rdlnak a kvadrupol-monopol, illetve a dipdl-dipdl kolesonhatasi tagokkal. A 2.
poszt-newtoni tagokban konnyt megtaldlni a dipél-dipdl, illetve a kvadrupol-
monopol kolecsénhatdsbdl szdrmazéd jarulékokat. A dipdl-dipdl kélesénhatdsi
tagok felismerhet6k azaltal, hogy magneses dipolmomentum nagysddban masodfokuak,
a kvadrupol-monopol tagokat pedig egy p; megkiilonbozteté paraméter jeloli.
Ezért a 2. poszt-newtoni tagok mindegyik jaruléka fliggettleniil szamolhaté. Tu-
lajdonképpen el6szor interferencidbdl szarmazoé tag 5/2. rendben jelenik meg a
SO-tagok elsé PN korrekciéjaként [25].

A gyorsulds kénnyen szamolhaté (1)-b6l

a = any-+tagwm, (7)

Gmr

aN = - 7‘3 ) (8)
3Gm3 <& N 2

agm = —WZM {5(Si-r) —TQ]r

=1

3Gm? & N A
+—3 ;pi (Si'r)si, (9)
3

ap = 5 [di-dz —5(n-di)(n-dz)]n+» (n-dj)djp . (10)

i#j

Az agys gyorsulds a gyorsulds megegyezik [13] (55)-(56) egyenleteivel , az app
pedig a [22] (5) egyenletével, végrehajtva a jelolésben a megfelelé cseréket.



Mivel a kvadrupol-monopol és dipél-dipdl kolesonhatésokat leiré Lagrange
fiiggvény nem explicit id6 fiigg6 a rendszer teljes energidja £ megmaradd meny-
nyiség. Tovabbi megjegyzés, hogy Lom és Lpp akdrcsak a spin-spin kol-
csOnhatds Lagrange fliggvénye nem fiigg a sebességtél. Ezért p = ur és két
kdvetkeztetés vonhato le:

(a.) az energia kifejezése

E=Enx—-Lom—LppD, (11)

(b.) a pélya impulzusmomentumban nincs kvadrupol-monopol, vagy dip6l-
dipdl kolesonhatds tipusd jarulék

L=rxp=Ly. (12)

A newtoni energia Exn és a newtoni pdlya impulzusmomentum nagysiga Ly
megmaradé mennyiségek. Gombi poldr koordinataban:

v2  Gm
Ey = “T— r" (13)
. Gm
= g[f‘2+r2(92+sin204p2)]——ru,

L% = p2r*(6* +sin%0 ¢?) . (14)

Az els6 kifejezésbil megkapjuk a sebességet, a két egyenletet egymassal kom-
bindlva pedig a radidlis mozgas egyenletet (utébbi a radidlis egyenlet):

2By 2

vo= S (im, (15)
2By 2Gm I3

= =y - ek (16)

Ezen kifejezések azonossdgok,azonban ha a Kepler mozgés perturbalt En és
Ly -re nem lesznek mozgésédllandék. A (9) és (10) egyenletek mindkét oldalat
pr -el keresztszorozva adédik a palya impulzusmomentum idéfejlodése:

A kvadrupol-monopol kélesonhatasnak kdszonhetéen a spinek precesszids mozgdst
végeznek, ezt kordbban Barker és O’Connell kiszadmolta ( [13] -ben lasd a (39)
és (43)-as egyenleteket ). A spinprecesszids egyenletet a fliggelékben vezetjiik

le:
§ = 20 (801 (rx8) - (13)

A spin vektorok idéfejlédése a dipdl-dipdl kolesonhatas miatt (ldsd [22] -ban a
(8) egyenletet):




. 1
Si = di X Hj :T'_3 [3(n . dj)(di X 1’1) — dj X di] . (19)
Innen egyenesen kévetkezik, hogy a teljes impulzusmomentum megmaradé meny-
nyiség
J=L+S;+8S;. (20)

Megszorozva a (17) egyenletet a palya impulzusmomentum irdnyéval L kapjuk
a palya impulzusmomentum nagysiganak idéfejlédését:

3 2
i= SG:T S p (si -r) i (r X si) + % (n-di)(v—rn)-d; . (21)
i=1 i#j

Tekintsiik a dolgozat végén talalhaté 1. és 2. abrat. Harom koordinédta rend-
szert vettiink fel, melyeket K és K -vel jel8ltiink, bazisvektoraik (&, L x &, L) és
(Bi, S; x Bi, Si) . A migneses dipolmomentum vektorok komponensei a K? ko-
ordinéta rendszerben: d;(sin ay; cos f3;,sin a; sin §;, cos @;). A spinvektorok kom-
ponensei a K koordinata rendszerben: S; =S;(sin k; cos;,sin k; sin;, cos k;)

Ahhoz, hogy koordinatis alakban megadjuk a pélya impulzusmomentum
nagysaganak idéfejlédését L -ot, sziikséges, hogy mind a magneses dipélmomentum
vektorok, mind a spinvektorok ugyanazon rendszerben legyenek felirva. Végrehajtjuk
a K — K transzforméciét a by , illetve L vektorok altal lielOIt tengely koriili

—k; , illetve —1; szogl forgatasok szorzataként, ahol 7; = cos™ (c b; i) . A2

abrardl 1athatd, hogy fenndll a kdvetkezé relacié: 7; +v; = w/2 . A K rendszer-
ben vezetd rendben érvényesek a kovetkezd kifejezések (felhasznalva V=1L [ur?
kifejezést):

cos
n=| siny , r-S;=rsink;cos(y — ;) ,
0
L-(rx8) = —rsinsin(y —;),
. I, —sing
vV = rn+ — cos ) ,
r
0
a .. L . .
v-S; = rsink;cos(yp — ;) — — sink; sin(y — ;)
ur
pisiny; + o; cos;
di = d; 0;sin1; — p; cosY; , (22)
€OS (v; COS K; — sin q; sin 3; sin k;
pi = sina; cos B; , o = sin ; sin 3; oS k; + COS q; Sin k; . (23)

A pélya impulzusmomentum nagysiganak idéfejlédésére kapjuk



. 3GumE L, . 3d1d2
L=- 53 ;pi sin® K sin2(x + o — ;) + Bs(x) , (24)
ahol
Bi(x) = (o102 — p1p2) cos(kx +0) — (p1oa + p201) sin(kx +9) , (25)

és B1.(x) a Bi(x) -nek a x szerinti derivaltja. A x = —1oe[0, 27] az dltaldnositott
valédi anomdlia paraméter, amely newtoni hataresete egybeesik a Kepler-i valodi
anomdlidval. A § = d; + d2 , ahol §; = (Y9 — ¥;) . A palya impulzusmomentum
nagysaga nem konstans, mint ahogyan a PN, 2PN, SO effektusokndl tapasztal-
haté. Ez a probléma azonban 4thidalhaté egy megfelelden definidlt atlaggal L
-el. A radidlis egyenlet megoldésdhoz sziikség van a pélya impulzusmomentum
nagysdgara L(x) , amely a kdvetkezéképpen irhaté:

L(x) = Lo + /X P9 gy (26)
0 o er )
ahol Lo = L(0) és a x -re vezet6 rendben érvényes:
dt  pr?
S el 27
-4 (21)

ahol L a palya impulzusmomentum nagysaganak szogatlagat jeloli és az integ-
ralast elvégezve adodik:

Gum

L(x) = Lo+ e sz sin? KkiH
_ NQdElj? {(3Gmpu + 44)By
—(3Gmp + 4A cos x)B2(x) + AsinxBy(x)} (28)
H = 3Gmulcos2(x+vo— ;) — cos2(vho— ;)]
+4 A [cos x cos 2(x +1o— i) — cos 2(o— )]
+2Asin x sin 2(x+ 0 — V) , (29)

ahol A az E és L sltal jellemzett Kepler mozgashoz tartozé Laplace-Runge-Lenz

vektor nagysaga:
2BL2\ '/
<G2 20 + p ) . (30)

Léthat6, hogy L(0) = L(27) = Lo . A pélya impulzusmomentum nagysdga a
kvadrupol-monopol és dipél-dipdl kolecsonhatisok miatt periodikusan valtozik.




Innen L a palya impulzusmomentum szogétlaga:

= 1 [ 3GEAm3(3Gmpu + 4A4)
L = R L d = Ln— —
27 J, (x)dx 0 A3

2

X Zpi sin k; cos 2(Yo — i)
i=1

_,u2d1d2

513 (3Gmpu + 4A)By . (31)

igy a (28) és (31) -bol

LGt -
Lix) = L+ ﬁ;pism ki{2A cos(x+ 2;)
+(3Gum+2Acosy) cos Ax+;)}
u2d1d2

EEYE

[(3Gmu + 4Acos x)Ba(x) — AsinxBy(x)] . (32)

A teljes energia kvadrupol-monopol (Egas(r, x)) és dipdl-dipdl (Epp(r, x))
kolcsonhatasokbdl szdrmazé része:

2

Gpm? 02 2
Eom(r,x) = 573 ;pi [1 —3sin”k; cos” (y+ 51)] ) (33)
did
Epp(rx) = Sz Ao =360, (34)
ahol
Aog =2cos A+ 3(p1o2 — p201) sin Ay — 3(p1p2 + 0102) cos A . (35)

A X sz0g a dipdlmomentumok altal bezéart szog, a Ay = 1hs — )y .
Igy a(15) és (16) Osszefiiggések:

w = Z2E= Equ(n Z) — Epp(r )] 2Grm , (36)
_ _ 2

2 — 2E=Eou(rx) = Epp(r,0)]  2Gm _ L(x) 37)
K r u2r?

alakban irhaték.ahol L(x) -t , Eqm(r,x) -t és Epp(r,x) -t a (32) , (33) és
(34) egyenletek adjdk. A y paraméter csak a masodik poszt-newtoni tagokban
jelenik meg.



3 A valddi és excentrikus
anomalia paraméterezések

El6szor az altaldnositott valédi anomdlia paraméterezéssel foglalkozunk r =
r(x). A radidlis mozgds fordulé pontjainak definicidja:

Tmin = T(O) ) 7;2 (0) =

Tmaz = 7‘(71-) ) i (W) =

(38)

A fordulé pontokban a pélya impulzusmomentum nagységa L(0) = L+ 6L_
és L(ﬂ') =L+6Ly . AdLyL = §(LQM:5: + LDD:I:) = (sLQMj: +dLpp+ , ahol

Gucm? >

SLonm+ i (3Gmp ¥ 44) Y p;sin” k; cos 26; (39)
i=1
2d,d .
SLpp+ a S22 [3Gmu + 44) (102 = prp)] (40)

A fordulé pontokban megoldva a radidlis egyenletet:

GmuiA Gu*m? Z
= pz/);

Tmax

i —2F 4AL?
/J,dldg = -
—_ AFG AB
+2AL2 {( F Gmp) Ao + 0}’
pr = ag(AFGmp) + By(4A F 3Gmyp) ,
b = 2 [1 —3sin’k; COS%l/JO—i/Ji)] ,
Bi = sin® k;cos2(tho — ;) , (41)
ahol a G'f‘;;’a = H(Gnﬁ?fi) a Kepler mozgds forduld pontjai.
A x éltaldnositott valédi anomédlia paraméter definiciéja
2 1 1 1 1
—=< + >+< - )cosx, (42)
r Tmin Tmaz Tmin Tmaz

amelybdl kaphaté

L? Gu*m?
= _ A
" w(Gmpu + Acosx) + 4AL2(Gmp + Acos )2 Zp
2AL2(Gmpy + A cos )2



ahol

Ai

A[A% (af+455) + (Gmp)* (3 +10535)]

Gmu[A® (3ah+11585) + (Gmu)® (e +365)] cosx

A = A[BGCM* W + A% Ay + (GPm’p” + A%)By]

+Gmp [(G*m>p® + 3A%) A + 24%By] cos x - (44)

_|_

T a radialis mozgéas periddusa konnyen szamolhaté az altalanositott excent-
rikus anomalia paraméterezéssel, ennek definicidja:

2r = (rmax + rmin) - (rmax - Tmin) COS§ 5 (45)

ebbdl a x paraméterezésnél elvégzett hasonlé szamoldssal kaphaté

Gmp— Acosé  Gulm?® &

"= 2 1AL &P
Hdids ¢ 2 Ao+ Bo) + GmpA 46
+2AE2{ ( o+ 0)+ mp 06055} s ( )
ahOl . —_ . . . .
E' = A(ag + 458;) + Gmpu(ag + 385) cosé . (47)

Megjegyzés, hogy p’%, A’ és Z kifejezései ugyanolyan alakiiak, mint a spin-
spin kolesonhatas vizsgalatandl a péF, A? | i, csak a benniik szerepld af és 3§
kiilénbozik ag , Bo -t6l ( [19]).

A két fajta paraméterezéssel lehet8ség nyilik az idéatlag szamoldséra is.
Tekintve példdul a valédi anomélia paraméterezést (46) , egy f(x) figgvény
idoatlaga:

L[ dt
== —dyx . 48
(=7 ; f(x)dXx (48)
A dt/dx = (1/7)(dr/dy) kifejezés elsé faktordt (37) egyenlet Taylor sordbdl
kapjuk, masodik faktort pedig a (42) x szerinti derivéldsdval:

ar 1/ 1 1\,
- — i . 4
ax 2( >r sin x (49)

Tmin Tmaz

Bevezetve egy komplex paramétert z = exp(ix) az integral (48) konnyen szdmolhaté
a reziduum tétel segitségével. A szdmoldsokhoz még felhaszndlhatd, hogy vezetd
rendben érvényes:

P =

siny , (50)

e

ami (42)-bél levezethetd.
A periédus id6 meghatdrozasara a £ paraméterezést hasznalva irhatjuk:

10



2”dt 2"1dr
r= [ =] (51

amiben 1/7 -ot most is (37) Taylor sorabol vessziik, dr/d¢ -t pedig (45) & szerinti
derivaltjabol fejezziik ki. Innen kozvetlen integrildssal, vagy a reziduum tétel
felhasznélasaval a periédus id6 meghatdrozhato:

u O\
=2rGm ( 2E> . (52)

Erdekes, hogy a periédus id6 alakilag megegyezik a Kepler mozgast jellemz6
periédus iddvel, persze a képletben szerepld energia a perturbalt rendszerre
jellemzé. A két paraméterezés alkalmas L idGatlaganak meghatarozdsara. A x
paraméterezést valasztva irhatjuk:

=g [ mooa=1 [ o0y (53)

Az el6bb emlitett eljardst alkalmazva a reziduum tétel felhasznédlasival az eredmény:

2
(Ly = L+ 732253512@ sin?k; cos 26;
+ Qd;jﬁz [Gmu4(2G2m2u2 — 342) — 2(—2uE)*? EB] . (54)
ahol
Fy = 2L(—2uE)Y?[A% —15G°m>u2 A* + 32G m* 1t A2 — 16GmS 19
+Gmp?[—11A°% + 58G*m?p? A* — 80G* m™* u* A% + 32G%mS 1]
Fy, = 4GmL(-2pE)Y?[A% — 2G*m* 2]
+A* —8G M2 A% + 8G mAut . (55)

4 SUGARZASI VISSZAHATAS

4.0.1 Energia veszteség

Az energia pillanatnyi veszteségének vezetd rendjeit az Einstein kvadrupol for-

mula adja:
e __ G

= S U U
C

11



ahol a kerek zaréjelbe tett szamok idéderivaltat jelentenek, I! a rendszer tomeg
kvadrupol momentuma, melynek vezet6 rendje:

' = p ()" (56)
ahol (z7z!) STE selentése:
IJ' = palat (57)
ha j nem egyenld [ -el és j =1 esetén pedig:
g R TRE
I = pala? — 3 Z,ua:]m] , (58)

j=1
A newtoni, a kvadrupol-monopol és dipdl-dipdl kdlesénhatdsok hozzdjaruldsa az
energia veszteséghez:

(an) I (an) — 22 10 (agu) I (ay) . (59)

dE G )
-~ ] J s N

dt ~ 55N
Az argumentumokba irt gyorsuldsok arra utalnak, hogy a szdmolés elvégzésekor
r mésodik derivaltja helyébe mi frhaté. A v? -et és 72 -et (36) , (37) adja, L(x)
-t , Egom(r,x) -t és Epp(r, x) -t pedig (32) , (33) , (34). Ezek felhasznaldsdval:

dE dE dE dE
@ = (@) (@) (%), o
dE 8G3m
— = 2uFr® +2 112 1
<dt>N 15056(pr+Gm,ur+ ), (61)
dE _ o 2GPm 22: '
dt ) om 1565128 P bi
3
X {Z an cos[ny + 26;] sin® k; + a4 (2 — 3sin’ nl)} , (62)
n=1
dE _ 4G md1d2
( dt )DD T 15Aulr® {Z 2Bulx) + a4A0} ’ (63)
ahol ay, :
ay = 3uAr(—22Gm,u2r +17L7) ,
ay = 6(—=11G*m*u*r® + 6EL*ur® + 5Gmp’L*r — 51LY) ,
as = —pAr(22Gmp*r +51L%) |
as = 2L*(—6Eur® — 5Gmu’r + 39L%) . (64)
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Az energia veszteség atlagolasanal a valédi anomilia paramétert hasznaljuk.
Bevezetiink egy komplex paramétert z = exp(ix) és felhasznéljuk a reziduum
tételt (megjegyzés: podlus csak az origdban van) és kapjuk az enegia veszteség
idoatlagéra:

a) = (@) @ (F) @

dE B G*m/(—2Eu)*/?
dt /n 15¢5L7
x (148 E*L* + 732G*m* P EL? + 425G*m* 1) ,  (66)
<dE> _ G?pum? (—2Ep)3/?
dt [ o 305 L1
2
x Y pi[C sin® k; cos 201 + C5(2 — 3sin® k;)] (67)
i=1
dE G?dydy(—2FEp)*/?
<E>DD - : 125(35E11 (CLBo + C2Ao) (68)
ahol C}, :
C1 = —pA%(948E2L* 4+ 8936G2EL*m? i + 8335G*m*1°) |
Cy, = TO8E3L® +10020G2E2L m>u® + 18865G*EL*m* 1°

+8316Gm®u° . (69)

4.0.2 Vailtozas a palya impulzusmomentum nagysigaban

Az L pélya impulzusmomentum nagysiga szamolhaté a kovetkezéképpen [19]:

dlL i dJ _i‘_dsl f‘_dsz

dt — dt dt dt

Sziikség van a tengelyszimetrikus testek spinjei sugarzasi veszteségének idéatlagara.
A Burke-Thorne potencial felhasznélasaval [18]:

1 d(Si) 2G [ O; e
? dt = 5c5Q); <@ - 1) E;WPIJ(\?) (Si)p(si)a , (70)

és mivel S; precessziés mozgast végez adédik dS;/dt = S;dS;/dt . Kévetve [20]-t

kapjuk:
dS;
—0. 1
< dt> 0 (1)

13



Tehat a palya impulzusmomentum nagysiga szamolhaté:

dL -~ dJ
~L—. 2
dt dt (72)

J sugdrzdsi vesztesége vezeto rendben:

dy-  2G
- etk p(2)il p(3)kl
dt — 5cd ’

(73)

ahol €% az antiszimmetrikus Levi-Civita szimbolum. A newtoni, a kvadrupol-
monopol és dipdl-dipdl kolecsonhatasok hozzajarulasa a teljes impulzusmomen-
tum veszteséghez:

dJ? 2G (idk [l (3)kl
i - e 17 @) I3 ()
2G j
— T [P @) I (agan) + 15 (agan) I (aw)| - (74)

Vezetd rendben: L = (0,0,1) , igy a kdvetkezé pillanatnyi veszteségek adédnak:

i (L d—J> +<£-d—']> +<£-d—J> , (75)
dt t ) 5 dt ) o t ) ,p
dJ 8G*mL -
L— = —— (2uEr® —3L>
< dt>N ST (2uBr® —3L%) | (76)
dJ) 2G°m? &
L= - N,
( dt ) o 505,uL1°7i221 ’

3
X {Z b, cos[nx + 26;] sin? k; + by (2 — 3 sin? m)} (77)

n=1
. d] 4G d dsy
L-— = bi By b 78
< dt)DD 5¢5 2L3r7{z eBi(x) + 4“40} ’ (78)

ahol by,
by = 3puAr(2QGEmpir® — EL*uwr® — 9GL*mp’r + 8LY)
by = 3QG?Em’*p’r* +22EL*r* — 9G*L*m*p*r? + 10GL*mp*r — 19L°) |
bs = pAr(2GEmp’r® + 3EL*ur? — 9GL*my’r — 24L%)
by = L*(—18Eur? —8Gmu’r +15L%) . (79)

Az tlagoldsndl hasonlé eljarést alkalmazva, mint az energia veszteségnél szdmolhatd,
hogy:
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() = (), () (W), <8°>

dL 4G2m(—2uE)3/? _
<E> S 5((;5{: ) (14EL? + 15G*m2p®) (81)
N
<%> B G2m3,u(—2uE)3/2
dt oM 105 L8

2
x Y pi[Dysin® k;cos 20; + Dy(2 — 3sin® ;)] ,  (82)

i=1

dL G2d1d2(—2Eu)3/2
- = — D D
<dt >DD 5L [ 1By + on] R (83)
ahol Dy, :
D, = —6uA?(31EL? +90G*m*i?) ,

Dy = 252E°L* + 1200G*EL*m?*1® + 805G m* 1 . (84)

4.0.3 Szogek valtozasa

A szogek idéfejlédésének meghatarozdsdhoz vegylik az 6 definicidjukat: x; =
cos'(S; - L), (i=1,2), v =cos(S1-8S3) , és derivaljuk ezeket id&szerint.
A két spinvektor altal bezart szog v valtozasara kapjuk:
%cos*y = % (51 - Sz) = Sl-% + Sg'% .
A jobb oldalon &ll6 kifejezés spin-orbit jarulékai a [18] -ban vannak szdmolva,
a spin-spin kdlesonhatds pedig, mint az lathaté [20] -ben nem ad djabb jarulékot.
A kvadrupol-monopol és dipél-dipdl kdlesonhatasok esetében (71) -bél kovetkezik:

%cos'y: 0. (85)

A k; sz6gek esetében a helyzet bonyolultabb. Definiciéjukbdl kdvetkezik, hogy:

i COS K; = i g L
dt Y dt U L(y)
1 |4 d@—8,-8y) dL dS;
T Il [S" dt ~og cosmt Ly (86)

A megkdvetelt pontossdg miatt minden poszt-newtoni tagban végrehajthaté a
L(x) — L csere. A pdlya impulzusmomentum nagysaganak id6fejlédése:
dL dL -~ dJ . dSy . dSs

a vl v va (87)
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Beirva ezeket (86) egyenletbe, és figyelembe véve, hogy S; dS;/dt = 0 kapom:

d 1 ~ ~
J— i = —_— i—L i) 5,
7 COS L(X)(S COS K;) 7
1] o dS; . (dSi  dS, dS;
p| ST (G oo dt] -

ahol j # i. A (71) -b6l azonnal latszik, hogy a k; szogek valtozasdnak atlagolasakor
a szogletes zardjelben 1évo kifejezés eltiinik. Mivel célunk a periddus alatti atlag
véltozds meghatarozasa, igy a szogletes zardjelben 1év6 kifejezést nem kell fi-
gyelembe venni a tovdbbiakban.

A (88) egyenlet els6 tagjanak kiértékelésére sziikséges a teljes impulzusmo-
mentum veszteség dJ/dt struktirija [16] :

dI_(dD\ | (dDNo (dry ()
e \dt)y \dt),, \dt),, ~\d/,
dJ dJ dJ dJ
(@), (@) (@)t (F)o,

A vezet6 rendi jarulékot régebben kiszdmolta Peters [7], a pn jarulékot Junker
és Schafer [12], az so jarulékot Kidder [16], és a 2pn jarulékot Gopakumar és
Iyer [11] r,v,S; és 7 fliggvényeként. Az uszily vezet6 rendbeli jaruléka 3/2
poszt-newtoni rendnél jelenik meg és idébeli dtlagat Rieth és Schifer [17] adta
meg Fourier soros alakban:

N | pn , 2pn jarulékok leirhatdk a kévetkezéképpen:

dJ
<d—> = F07 1, 2" LN (90)
t N, pn, 2pn

ahol a Ty, 1, » egylitthaték kiolvashatdék [16] -ben (3.28.a,b)-bdl és [11] -ben
(3.9.d)-bél. Hasonlé alakban kifejezhetd az uszily idébeli dtlaga, amelyet [17]

-ben (84) adja:
dJ
<E>uszé1y - Fuszmy v (91)

A pélya impulzusmomentum kifejezése:
L=Ly+Lpy +Lapy +Lso = (1 +71 +72)Ln + Lso - (92)
Ebbdl meghatarozhaté a palya impulzusmomentum:
Ly=(1-v-7%+7)L-Lso . (93)

A 51, 5 egyiitthatok felismerhetdk [16] -ben (2.9.b,d)-bél. Méasodik poszt-newtoni
rendig frhatjuk:

dJ
<d—> = (Fo-l-?h + nz)L—Fo -Lso (94)
i N+ pn + 2pn
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és

dJ>
N =T aly * L 5 (95)
< dt szaly e
ahol a (94) -ben szerepld 11 ,» egylitthatdk kifejezhet6k T 1, 2 és 1, o -vel:
m = TI'i1—Tom
2 = DIo—Tiy —To(re — i) - (96)

Osszevetve (88) , (89) , (94) egyenleteket és felhasznglva

(S; — Lcosk;) - L =0 (97)
azonossagot, kapjuk:
1 4 = dJ 1~ =
@(Si — Lcosk;) - (E) = E(Si — Lcosk;)

dt uszaly dt so
dJ dJ
o (3) -+ (2)
dt ), \dt ) on

+ (Z—'I)DD } (98)

Az uszily dtlagoldsndl (95) és (97) miatt eltiinik.

A (98) egyenlet méasodik és harmadik tagja spin-pélya, a negyedik tag pedig
spin-spin jellegli jarulék a k; szogek sugarzdsi veszteségéhez. A spin-péalya kor-
rekcidkat [18] (4.4) adja, a spin-spint [20] (4.1), (4.2) és (4.3).

Végsosoron a kvadrupol-monopol kolesénhatas jarulékara — % cos k; -ben:

d 1 4 N dJ
(— cosm) ~ —(S; — Lcosk;) - <—> (99)
dt omw L dt ) om
adédik, és ugyanilyen kifejezés a dipdl-dipdl jarulékra:
d 1 4 N dJ
(— cos m) ~ —(S; —Lecosk;) - | — (100)
dt pp L dt ) pp
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Ez a kifejezés paraméteres alakban (y-vel megadva) a kovetkezéképpen fest:

dJ

§ —cosny) - (9
( COS K;) (dt

~i| =

)

2

3G*m3 .
_ W sin k; J; p; sin 2k
3
X{Z Uy, cos (nx + 0; + 6;)
n=1
+ug sin y sin (§; — ;)
+us cos (6; — 6j)} , (101)
3Gd;ds

75c5u2f42r7 sin K;
2 3
X Z{”3—f\z Z un[Bjsin(nx + 6; + J;)
j=1 n=1

—Cjcos(nx + 0; + ;)]

—ug sinx [B; cos(d; — ;) + Cjsin(d; — 6;)]
—u5[Bj sin(éj — (Sl)

~Cjeos(d; — )]} (102)

ahol p3_j. a mdgneses diplmomentum vektor z komponense, u; egyiitthatok

pedig:

251
u2
Uyg

Us

—uz = pAr(2uEr® — 3L%) ,

2L%(Gmp®r + 3L%)

2uldr(2uEr® — 517)

2L%(4pEr® + Gmp*r — 5L%) . (103)

A reziduum tétel segitségével az atlagolis elvégezheto:
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dy _
<E> =0 (104)
> - <dl{ll>

O dt SS—self

S
dlﬁ?i dl‘-‘,i
— 1
+<dt >ss+<dt >QM (105)
<%> [18] — ban (4.4) adja, (106)
dt / s
<d”i> [20] — ban (4.7) adja, (107)
dt SS—self
<d"“> [20] — ban (4.8) adja, (108)
dt /s, s,
drk; 3G?’m (—2uE) 3/2
<E>QM N 1005L9 Zp] sin 2,
x [Vh cos (0; + &) + Vg cos (0; — 60;)] , (109)
% _ 3Gd1d2(—2E,u)3/2
t/op 5¢5L9

2
x> s j={ Vi [0 cos(Bi + 6;) — p; sin(8; + 5;)]

j=1
+Va [0 cos(; — &;) + pj sin(; — 6;)]} (110)
ahol a Vi_» egyiitthatok:
Vi = 40E*L* +90G*m?u*EL? + 35G*m* u8
Vo = 48E’L* 4 140G*m*p*EL? + 710G m* 5 . (111)

A (104)-(109) egyenletek adjdk a szogek evolicididnak teljes leirdsdt mdsodik
poszt-newtoni rendig.

5 OSSZEFOGLALO

F6 eredményként meghatdroztuk a méasodik poszt-newtoni rendi kvadrupol-
monopol és dipél-dipdl jarulékokat a gravitdcids sugdrzdsi visszahatdsokban.
Kiszamoltuk a palyaelemek egyrészével ekvivalens energia és a pélya impulzus-
momentum nagysaganak veszteségeit, valamint a sdjat-perdiiletek és a palya-
impulzusmomentum relativ irdnyait jellemzd szogek valtozasat. A veszteségek
elsérendii zart differencidlegyenlet-rendszert alkotnak, mely numerikus fejlesztésre
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alkalmas. Altaldnositottuk a valédi és excentrikus anoméalia paraméterezéseket a
perturbalt mozgdsok radidlis részének lefrasara, a szekuldris kifejezéseket, pedig
a reziduum tétellel szamoltuk, sajat készitési REDUCE analitikus programok
felhasznélasaval.

Az energiaveszteség (65)-(68), palya impulzus momentum nagysdganak vesz-
tesége (80)-(83), kiegészitve a megfelelé spin-pdlya kifejezésekkel [18] -bdl (a
kovetkezd helyettesitésekel: L — L and Ay — A), spin-spin kifejezésekkel [19]
-bdl és poszt-newtoni kifejezésekkel [11] -bdl, megadja a teljes sugdrzési vissza-
hatdst a masodik poszt-newtoni rendig.

A k; és v szogek idbfejlédéséhez az Gsszes jarulék fel van sorolva a IV. rész
utolsé alfejezetében.

Végiil 6sszehasonlitjuk az energiaveszteségre vonatkozo eredményeket a Pois-
son altal szamolttal [21] , ami kérpalydkra vonatkozik. A korpalya hatéresetet
véve a [21] -ban egy perturbacidjit kapom a Kepler féle korpalydnak. A kérpalya
feltételeket lehetetlen alkalmazni a nem perturbdlt pdlydra Ex = E — Egu =
—Gmpu/2rg és L% = L*(x) = (L + 6L)> = Gmpu®rg ( ro a nem perturbalt
palyanak a sugara ), mert Egy és 6L nem &llandék mig E , L és ry azok.
Ez arra a megjegyzésre késztet minket, hogy a palydk nem lehetnek szigorian
kor alakdak. Hanem a korpdlya feltételeket atlagos értelemben kell haszndlni.
Felhasznalva még, hogy § L szbgatlaga eltiinik:

EN = E—EQMZ—GMM/QT(),
Ly = L?=Gmu’r . (112)

Ezeket az értékeket behelyettesitve Egps szogatlagdba (ami mar masodik PN
rendli) kapjuk, hogy:

Gm3u &
Eom = 4r3“ S piBeos’mi— 1) . (113)
0 =1

Kifejezve E és L -t (112) -bdl, (113) -bél és behelyettesitve ket (65) - (67) -ig
megkapjuk a sugdrzasi energiaveszteséget a fenti médon értelmezett kdrpdlyara
vonatkozdan.

dE 32G4m? p? m? o 2
<E>=_W l1—6ﬁi_zlpi(3cos ki—1)| . (114)

Kihaszndlva a perturbalattlan kérpélya o sugara és a perturbalt palya (v) dtlag
sebessége kozotti Osszefliggést adddik:

_Gm

RNOE

1—@§:p»(3cos2n~—1)] (115)
G2 P (2 (3 k)

és azt talaltuk, hogy a korpdlyan szamolt atlagos energiaveszteség megegyezik
a [21] -beli (22) Osszefiiggéssel.
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A dipdl-dipdl kolesonhatds vizsgalata korpalya hatdresetben folyamatban
van.

6 Fiiggelék: A SPINPRECESSZIOS
EGYENLET LEVEZETESE

A kettds kompakt rendszer komponenseit tengelyszimmetrikus merev testekként
kezeljiik, igy a kvadrupol-monopol kolcsonhatas altal perturbalt rendszer Lag-
range fiiggvénye [21], [24] a kovetkezd alakba {rhaté:

L = ﬁN-I-EQM,
.2 2
_ T LS gige, Grm
Ly = 5 +2;9i9i+ >
Gum? 2 A 2,
LQM = 25 Zpi 3(Si-r) -r s (116)
i=1

Ezutan felirjuk gombi poldr koordinatdkban a Lagrange fiiggvényt. FEhhez
sziikséges néhany kifejezés:

S, = (sin k; cos ¥y, sin k; sin; , cos k;), (117)
r = r(cost,sin,0), (118)
rS; = rsink;cos(y — ¥;), (119)
2 = 2432 (120)

Kell még ©; Euler szogekkel valé kifejezése. €2; felbonthatd harom tengely korili
forgatdsra. Ez a felbontds a tengelyek lerdgzitése esetén sem egyértelmt. A
dolgozat végén taldlhatd 3. | 4. és 5. abrardl leolvashatéd: Q3 =d;2+5;X2+7iZ3 -
Q; -t ezek utdn felirjuk az X3 , ¥3 , Z3 bazisban, felhasznalva, hogy: Z = cos 3;Z3+
sin 3;§2 , ¥2 = cosv;¥3 + sin ;X3 , Xz = cosy;X3— sin;¥3:
Q; = ( BiCOS’yi+diSinBiSin’yi R
—B; sin vi + dysin B; cosy; , q;cos B + Y ) - (121)
Az %5 = %X = cosa;X +sina;y , Z3 = cos 3;Z2—sin 8;§1 , ¥1 = cosa;y — sina;X
kifejezésekkel pedig Q; felirhaté az X, ¥, Z bazisban:
Q = Bl cos a; + ; sin B3; sin a;
Bi sin a;; — ; 8in B; cos ay; , ; cos B; + ¢ ) - (122)
A jeldléseink szerint o; = ¢; — w/2, B = —k; , Vi = —0; igy:
Qi = (— Iﬁ?l sin ’QZJZ — 51 sin Kj COS '(,bz y

fi; cOSTY; — 0;sinksine; , — 6; cos ki + 1 ), (123)
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A 1); véltozoéra felirjuk az Euler-Lagrange egyenletet és kapjuk:

3Gum?

LQ - g) =T
0 (7)==

p; sin? k; sin 2(¢) — 1) | (124)
A jobboldalt atalakithatjuk mas alakba, felhasznalva, hogy: sin® k; sin 2(¢) — ;)
= 2sink;cos(¢p — ;) sin k;(sin ) cosp; — cossiny;) = —2 (f' . g,) (T x Sl) .
7 . Igy a spinprecessziés egyenlet z komponenséhez jutottunk. A mésik két

komponens a k; valtozéra felirt Euler-Lagrange egyenletetbél vezethetd le. Az
Euler-Lagrange egyenlet a k; -re:

0! - (— siney; ,costh; ,0) = O - (1) costh; — b; cos ki cos;
s '(,bz sinzﬁ — 51 COS K; sinzﬁi s 51 sin/@i )
3Gum?® . N
+7pi sin2k; cos® (¢ — ;) . (125)

A jobboldal elsé tagja egy azonossag:

0.0; - ( dzz cos; — §; coS K; oS 0; ¢l siny — §; cos k; sin 0; 5; sin k; )
= 0.0 [(Qi-2)cos;, (Q-2)sinty; ,— (%K) cosp; — (i - §) sin )]
-5 {Qix [2X (cos;,sin e, 0)]} =0 . (126)

A (125)-at trigonometriai azonossdgokat felhaszndlva tovédbb alakitjuk:

- - 3
0 (- %) sin s +0] (- 5) coss; = 3G7f‘3m pisin r; cos(t) — o)
X cos k; (cosp cos;
+sine sine;) . (127)

Felhasznéljuk (119)-et, majd cosv; és sin; egyiitthatéit egyenlévé téve az
alabbi két kifejezéshez jutunk:

0 (Qi i) = —?)C;TLSmSpi (r . Si) oS k; sin 1 (128)
o) (Qi -y) = BGTLBmSpi (r . Si) COS K; COS T . (129)

Tekintsiik az £ x S; gémbi koordinatdkban adott kifejezését:

FxS; = (sinty cosk; ,— cost cosk; ,

cos 1) sin k; sin ¢); — sin ¢ sin k; cosv; ) (130)

amelybdl leolvashatd, hogy cos k; siny = (f' X Sl) X 8s CcosK;Ccosy = (f' X Sl) -

y. fgy megkaptuk a spinprecessziés egyenlet X és ¥ komponensét. Az eredményeink
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egy vektori egyenletbe foglalhatdk. A (128), (129), (124) és (130) kifejezésekbél
addédik a spinprecesszids egyenlet:

g, = 3G’ (S : r) (r x s) . (131)

rd
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