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1. Bevezetés

Az Einstein altal 1915-ben megalkotott altalanos relativitaselméletben a fény egy
tomegpont mellett elhaladva, a tér gorbiiletét kovetve elhajlik, a fény palyaja geodetikus palya.
Ezt a jelenséget Albert Einstein josolta meg, majd Eddingtonnak sikeriilt kimutatnia, az 1919-
es napfogyatkozéaskor. A tavoli csillagoknak a Hold altal letakart Nap mellett elhalado
fénysugarai 1,74 ivmasodperces elhajlast szenvedtek a Nap gravitacidjanak hatasara, ahogy azt
az altalanos relativitaselmélet elore jelezte. (A Newton fény-golyo elmélet ennek az értéknek a
felét adta.)

A térid6 egyenlet az anyag energia-impulzus tenzoraval (T, ) 6sszekapcsolodo Einstein

egyenlet:

8nG
Gab + ABab =~ Tab » (1)

ahol G, = Rab—%gabR az Einstein-tenzor, ahol g,, a metrikus tenzor, R = R,,g%’ a

gorbiileti-skalar, A pedig a kozmologiai allandd Az Einstein-egyenletek azt fejezik ki, hogy az
anyag hogyan gorbiti maga koriil a teret.

A kozmoldgiai konstanst Einstein vezette be, hogy az Univerzum sztatikus lehessen. A
sztatikus Univerzum modellje, Hubble felfedezésével tévesnek bizonyult. Edwin Hubble
amerikai csillagasz 1929-ben felfedezte, hogy a galaxisok tavolodnak tdliink. Minél tavolabb
van t6liink egy galaxis, annal nagyobb a vords eltolodasa, azaz annal nagyobb sebességgel
tavolodik tOliink, ebbdl az kovetkezik, hogy tagulo Univerzumban ¢€liink. A Ag,,-tag
tévedésnek bizonyult egészen 2011-ig, amikor kideriilt, hogy a A fontos paraméter az
Univerzum fejlédése szempontjabol. Ha az Einstein-egyenletben a Ag,, dominal, akkor egy
exponencialisan tdgulé Univerzumot kapunk, ez a de Sitter Univerzum.

Dolgozatomban c=1=G egységet hasznaltam a szdmolasi eredmények bemutatasaban.
2. Reissner-Nordstrom de Sitter fekete lyuk

Ebben a fejezetben a fényelhajlast ismertetem gombszimmetrikus Reissner-Nordstrom
téridoben. A Reissner-Nordstrom fekete lyukat az m tomeg és a Q t6ltés paraméter jellemzik.

Metrikaja a kovetkezd:

ds? = —fdt* + f~ldr? + r?dQ, (2)
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ahol d2? = dY? + sin®9d¢?. f pedig

2m  Q%* A ) (3)
f(T')—l—T+r—2—§T'.
A A =0a Reissner-Nordstrom metrika. A szamolasokat & és m paraméterek

bevezetésével végzem el:
e =mbtn = qb 2 (4)

Ezek a dimenziotlan paraméterek kicsik, benniik masodrendig fogunk sorfejteni.

A Q? elektromos t6ltés helyett tekinthetiink egy q pozitiv és negativ értéket egyarant
felvehet6 paramétert. Bran fekete lyukak esetében egy ilyen g un. arapalytoltés paraméter
jelenik meg.

A fekete lyukhoz kozel a q/r? —es tag dominal. Nagy tivolsagra a fekete lyuktdl a A
kozmologiai konstansos tag fog dominalni, van egy kozmologiai horizont az r = \/m —nal.
Ez az a tavolsag, amelynél messzebbrdl részecske a feketelyuk kozelébdl nem tdvozhat. Ha a
kozmologiai konstansos tag nem szerepelne az f(r) —ben, akkor a metrika r — oo esetben a
Minkowski-metrikaval egyezik meg.

A q > 0 esetében a metrika megegyezik a Reissner-Nordstrom téridével. A g < m?

esetnél a fekete lyuknak két eseményhorizontja van: r, = m + /m? — q. A g = m? esetben a
két eseményhorizont egybeesik (extremalis Reissner-Nordstrom téridd): 7, = m. A g > m? a

térid6 egy csupasz szingularitast ir le. Bran fekete lyuk és g < 0 esetén csak egy horizont van:

= m+m?+|q|
3. Fényelhajlas Reissner-Nordstrom téridében masodrendig
3.1 Lagrange formalizmus

Ezt a fejezetet a [3] és az [1] forras felhasznalasaval dolgoztam fel. A Reissner—
Nordstrom-metrikat Hans Reissner és Gunnar Nordstrom nevéhez kapcsoljuk.
A fény terjedése az aldbbi Lagrange fiiggvény segitségével szdmolhato:
ds? : ; P
2L = Fie —ft2 + 2 + r2(9% + sin®9¢?), (5)
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https://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Hans_Reissner&action=edit&redlink=1
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ahol 1 egy id6szerti paraméter és a pont a A szerinti derivalast jeldli.

Mivel az elektromagneses sugarzas a fénykuapon terjed, ahol ds® = 0., igy 2L = 0. Ezt azonban
csak a variacid elvégzését kovetden az Euler-Lagrange mozgas egyenletekben szabad
felhasznalni.

A (t; r;9; @) valtozokra felirva az Euler-Lagrange egyenletek.

oL d oL _0 )
ax® droxe
ElGszor t-re:
—2ft) =0, (7)

Amelybdl ft = E kovetkezik. E az energiaval all kapcsolatban.

r — re felirva:

of . :
—a—];tz + 2r(9?% + sin?9¢?) — 2f"'r) =0, (8)

Y—ra
2r2sindcosdp? — (2r?9) = 0. (9)

A gombszimmetria miatt az egyenlit6i sik megvalaszthato oly modon, hogy 9 = /2 és 9y =
0 kezd6feltételek teljesiiljenek. Ekkor (r29) =0, tehat r?d éallandd. Ha a 9o =0
kezdéfeltételt hasznaljuk, akkor 729 = 0, amibél 9 = 0 kovetkezik. Tehat a részecske az
egyenlitoi sikban marad (Ha eltériilne fel vagy lefelé, akkor sériilne a tiikrozési szimmetria.).
Masképpen, mivel a téridd forgasszimmetrikus, ezért minden palyat atforgathatunk egyenlitoi

sikra. Ekkor a Lagrange fliggvény a kovetkezo alaku lesz.

0=2L=—ft*+f 12 +r2p2 (10)
Lathato, hogy t-t6l és ¢ —tdl nem fligg a kifejezés, t és ¢ ciklikus valtozok.
@ —Te:

—-@2r¢¢) =0. (11)



A (11)-es egyenlet integralasa utan latszik, hogy r?¢ = J, ami az impulzusmomentummal 4ll
kapcsolatban és megmarad a palya mentén.

Kihasznélva, hogy ds* = 0, a radialis egyenlet:
2 2 J? (22)
O0=r“—FE“+ 1"_2 f .

o e dp
Attérve a A szerinti derivalasrol egy @ valtozo szerinti derivalasra, amelyre ﬁ = 1 teljesiil és

bevezetve az r helyett az u = 1/r fliggvényt kapjuk, hogy

E? (13)

Mivel @ és ¢ csak konstansban kiilonbozik, igy tovabbiakban nem teszek kiilonbséget @ és ¢

kozott. A vesszd a ¢ szerinti derivalast jeloli. A fényelhajlas geometridja az 1. dbrén lathato.

(r;ep)

P r(ep)

1. abra: Fényelhajlas geometridja.

Az egyenletet ¢ szerint Gjra derivalva kapjuk, hogy

0=u'(u" wdf (14)
=ulu +uf+7@ :

Korpalyak kivételével, amikor u’ = 0.



u”+uf+7@—0, (15)
ahol
f = 1-2mu+ qu?, (16)
u;% = —mu? + qu?, (17)
uf + ;g = u— 3mu? + 2qud. (18)
A fentiek behelyettesitése utan az
u'+u = 3mu® - 2qu’ (19)
eredményt kapjuk. Lathatd, hogy a kozmologiai allandot tartalmazé tag kiesik.
Oldjuk meg a:
u'+u=0 (20)
homogén egyenletet. Ennek egy altalanos megoldasa:
u = Asing + Bcosg . (212)

Az integralasi konstansok a kovetkez6 modon hatarozhatok meg. Ha ¢ — /2, akkor r —
o,u —» 0. Ezért A = 0. Amikor a¢ = 0, akkor a foton és a feketelyuk centrumatol vald
tavolsagot jeloljok b-vel, ami az igynevezett impakt vagy iitkozési paraméter. igy B = 1/b.

Tehat a homogén egyenlet megoldasa:

: (22)

A (19) egyenlet perturbativ megoldasat keressiik a kovetkezo alakban, € és n Kis paraméterek

felhasznalasaval:

U = Uy + Uy + vy + 2uy + 0%y + enw, + 0(€3;13; en?; 2n). (23)
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Ezt beirva a (19)-es egyenletben, az uy — s tagok kiesnek.
£: u"+u, = 3b'cos?e,
n: v"+v,=-2b"tcos’p,
g% up" + uy = 3uy[us(m — 2gb~*cosg) + 2cosg],

n?: v," + vy, = 3vi[vi(m — 2gb  cos) + 2cos*],

&n : wy" + wy = 6[ugv,(m — 2qb™ cos) + vicose + uicos’g],

(24)

Az mu, és az mv, mennyiségek ¢ rendtiek, amig gb~u, és gb~1v, mennyiségek n rendiiek.

A (24)-es egyenletekben specialis zavard filiggvények szerepelnek, amelyekben a

differencidlegyenlet partikularis megoldasa a zavard fliggvényhez hasonld szerkezetli lesz.

Ezért altalanos alakban prébalkozunk felirni a zavar6 fiiggvényhez hasonld megoldast, majd az

egyenletbe helyettesitve azt, a megfeleld egyiitthatok meghatarozasaval megkapjuk az

inhomogén rész megoldasat:
[ 1
u; =b 1 |Cycos +§(3 - 2c052gp)] ,

171 = b_l

- 1 )
_Cn cos ¢ + I (cos 3¢p — 12¢ sin (p)] ,

[ 3
u, = b 1|C.2cos @ + C.(3 — cos2¢) + 1—6(cos 3¢ + 20¢ sin <p)] ,

3 _ 1
v,=b"1 [an cos ¢ + EC,’(COS 3p + 12¢ sing) + T (—21cos 3¢ + cos5¢

+ 60¢ sin ¢ — 36¢ sin 3¢ — 72¢? cos (p] ,

3
w, = b1 [an cos @ + C,(3 — cos 2¢) + ECE(COS 3¢ — 12¢ sin @)
1
+ E(_60 + 31 cos2¢ — cos4p + 12¢ sin Z(p)] :

L o = _ 9 37 o271
Az integracids konstatnsok: C, = Cep =0, = v Ce2 = s an =
7
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fgy (24)-es egyenleteket megoldva a kovetkezd eredményt kapjuk:

€
bu = cosp + > (3 — cos2¢) — %(%osq) — cos3¢ + 12¢sing)

32 2

+ 16 (37cose + 3cos3¢ + 60¢@sing) + ZHR (271cos¢p — 48cos3¢

+ cos5¢ + 384¢@sing — 36@sin3p — 72¢*cos@)

€
+ 1—2 (—87 + 40cos2¢ — cos4p + 12¢sin2@). (26)

Ha a fénysugarak a végtelenbdl érkeznek, akkor azt mondhatjuk, hogy u =0 (r —» o) és a
fénysugar eltérése az egyenes vonalil mozgéstdl nagyon kicsi lesz: ¢ = /2 + %p, ahol ¢ az

elhajlitas szoge. Masodrendii kozelitésben a kovetkezd alakban keressiik:
8@ = eay + NPy + e2a; +n? By + eny, + 0(e%1%; €%n; en?). (27)

Az nulladrendii tagot Taylor sorba fejtve §¢-re és a (26)-6s egyenletbe ¢ = %-t helyettesitve

a kovetkezd kifejezést kapjuk a fény elhajlasara:

S0 = 4 3 +15T[ 2+1057r 2 _1g (28)
p=tem T e T T &N

3.2 Geodetikus egyenletek

Ebben a fejezetben az [1]-es forras eredményeit szamolom ki egy masik modszerrel.

Ha egy részecske csak a gravitdcid hatdsa alatt all, akkor geodetikus péalyakon fog
mozogni. Ezek azok a palydk, amelyek az adott geometridn a leginkabb egyenesnek
tekinthetok. A geodetikus egyenlet azt fejezi ki, hogy a részecske hogyan mozog a gorbiilt

téridoben. A geodetikus egyenlet kovarians alakja:
vegvb =o0. (29)
Amely a kdvetkezo alakba irhato at:

d*X® e dxPdxc
da2 be dy dr

0, (30)



ahol a = 0; 1; 2; 3, 1 a gorbe paramétere. I}7 —t pedig Christoffel szimbolumnak nevezziik.

1
Iye = Egad (OcGap + ObGca — 9aGnc)- (31)

A nem nulla Christoffel szimbdélumok:

E=——— (32)

fdf f .
rt;:_zairr,; _El 1929— rf;l}t——rfsmzﬂ,
Iy =T ==; T, = —sindcos?,

1
¢ _1r? __. 1?9 _19¥ _—
Tor =T =~ gy =Tj, = cotd.

A nem nulla Christoffel szimbolumok geodetikus egyenletbe vald behelyettesités utan a

kovetkezd egyenleteket kapjuk, a=0-ra:

d’t 1dfdtdr B (33)

a2t Fardiar

Ez az egyenlet atirhat6 a kdvetkezd alakba.

d |9 |—o (34)
amMafl=o
ahol

dt

af—E- (35)

E az energiaval all kapcsolatban és megmarad a palya mentén.

a=1-re:

R R

9



a=2-re:

d?® ~ de\* 2drdd
W—COS‘@SUI‘@ (ﬁ) ;aaZ 0,
a=3-ra:
d%g d9 1dr\dg
— 4+ 2(cotd—=+-—) =% =
arzt (CO Yoty d/l) di
Az utobbi atirhato:
d d
aln |£rzsin219 =0
alakba, ahol:
AP 5. 24 _
ar sin“9 = J.

J az impulzusmomentummal all kapcsolatban és megmaradé mennyiség.

(37)

(38)

(39)

(40)

Felhasznalva a gombszimmetriat, a 9y = % ésady = 0 kezdeti feltételeket kapjuk, hogy

Y= g barmely A esetén. Tehat mindig az egyenlitdi sikban torténé mozgasokra hivatkozhatunk,

ahogy ezt mar az el6z6 fejezetben is tettiik. A tovabbi szamolasokat a (36)-0s egyenletbdl

kiindulva végezziik el. E és ] behelyettesitése utan kapjuk, hogy:

d’r E2df 1df(g>2 2y,

a2 rar Tofar\ar) T

A (41)-es egyenletet szorozva %%—val, a kovetkez6 alakba irhato:

d [1/dr\* E? J?
a[ﬂa) A

A kapcsos zéarojelben szerepld rész konstans és az a ds? = 0 miatt nullaval egyenld:

10
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1/dr\* E% J?2
j—f(a) —F =0, (43)

Loor © . TV <. ey ; 1, .
Attérve a A szerinti derivalasrdl a ¢ szerinti derivalasra és az u = - valtozora:

u? df
" i o (44)
u” +uf + > Tu 0

Ez az eredmény megegyezik a Lagrange-fiiggvénnyel kapott (15)-6s egyenlettel.
4. A kozmologiai konstans szerepe a fényelhajlasban

Ezt a fejezetet a [2] forras felhasznalasaval dolgoztam fel, Reissner-Nordstrom de Sitter
téridében. A geodetikus és az Euler-Lagrange egyenletekbdl szarmaztatott (19)-es palya
egyenletben a A nem jelenik meg. Azonban, ahogy latni fogjuk a kovetkez6 szakaszban, a
kozmoldgiai allandd mégis szerepet jatszik a fény elhajlaséban.

Az elhajlasi szog meghatarozasahoz a fény palyajat paraméterezziik r(¢) és @-vel, ahol

@ egy paraméter a gdorbe mentén ugy, hogy % = 1. Jelolje W% a palyahoz htizott koordinata

érinté vektorat, mig, V¢ pedig a palyagorbe érintd vektorat. A 2. abran 1évé ¥ szog

meghatarozhaté a radialis és az érint6 vektorok skalaris szorzatabol:

(r;ep)

2. abra: A fényelhajlas geometridja, a V¢ és W %érintd vektorok és a kozbetett ¥ szog

gabVaWb
VI WeW? g ,vavd

cosy = (45)

11



It

dx®
dr’

vagyis W" =1; W? =0, és

T = Y =T = S
amelybdl V d(p ,es V d(p 1. Ezért:

1
grrWrWr =2 gWW"’W"’ =0,

f
2
VYT = l E . VeV® = r?
grr f d@ ) g(p(p re,
yrwr =29 ewe =
grr fd@ ) g(p(p .

A behelyettesitések elvégzése utan a kdvetkezé eredményt kapjuk:

1dr (dr)

Fdg
1 1(d_ ldr
ff\do

amely atirhato

alakba.

N =
-

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

Szamoljuk ki az elhajlasi szoget. 2yq = 2| =T A kettes sz0rzo6 a palya szimmetriaja
2

miatt jelenik meg.
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1
rf(r)2

tanll10|(p=% ~ llJo|qD=g = dr |(p=§- (53)
ag
A (26)-0s egyenlet felhasznalasaval kapjuk, hogy:
b 3 157 , 1057w

;|¢,=n/2 = bu|y=r/2 =23—?77+T£ +mn — 8en, (54)
dr _ r?dbu B rz[ 1_|_22_+_97r , 3m (55)

4o =2 = T a5 et = T & T2 Ty ENp

(19 ) A1l

f(r)|¢=§—( —2mu + qu —gﬁ)l(ngy (56)

A behelyettesitéseket elvégezve €s az egyszerusitések utan kapjuk, hogy

N[ =

(1 — 2mu + qu® —%%)

o=2 o 3w |<P=
? 1~ 262~ gygn? + e

T =
=7

N =

o, A
-

[1 — 2¢2 —%nz +%Tnen]

1—4e% +

2

3 157 1057w
_ ( (57)

26 — — 2 2—8)
& 8T]+88+128T] &n

Az ¢ ésn kis paraméterek szerinti sorfejtések elvégzése utan a kovetkezé formulat kapjuk a

fényelhajlasra.

Yy = <28——77+—€2+—772—8€77) 1-— > | (58)

A palya szimmetridja miatt a fénysugar teljes elhalasi szoge a 2¥, — val egyezik meg.

A kozmoldgiai konstans jelenléte miatt az r radialis tavolsag nem haladhatja meg a kozmolégiai

13



horizont értékét 1, = /3 /A. A forrés, az elhajlitdo objektum ¢és a megfigyeld is a kozmologiai

horizonton beliil helyezkedik el.
5. Schwarzschild metrika Eddington-Finkelstein koordinatakban

Ez a fejezet a Vaidya térid6 targyalasahoz nyujt segitséget és a [3] forras alapjan irtam
meg. A Schwarzschild-metrika az Einstein-egyenletek statikus és gombszimmetrikus
megoldasa. A Schwarzschild megoldast Karl ~ Schwarzschild tiszteletére  nevezziik
Schwarzschild metrikanak, mert 6 volt aki eldszor (1916-ban) talalt egzakt megoldast az
Einstein altal publikalt altalanos relativitaselméletben. A Schwarzschild fekete lyukat az m

tomege jellemzi. Metrikéja a kdvetkez6 alaku:

dr?
dSZ — _fdtz + T + T‘Z(d'ﬁz + Sin2 19d(,02) ) (59)

aholf=1—27m.

Konnyen belathatd, hogy a metrikus tenzor komponensei divergalnak az r = 0 és az
r = 2m pontokban. Az elébbi egy igazi szingularitas (az R gorbiileti skalar is divergens),
utobbi azonban egy un. koordinata szingularitas. Példaul az Eddington—Finkelstein
koordinatakban az r = 2m helyen a metrika nem szingularis. A koordinata transzformaciohoz

null (fényszerll) koordinatdk bevezetése sziikséges:

v=t+ri=t—r", (60)
ahol ¥ az avanzsalt, @i pedig a retardalt id6, r* pedig az Gin. tekndc-koordinata:
r* =2m+ 2m-In|r — 2m|, (61)
igy
i dr
dr* = >m (62)
1 - =
r
A (60)-as egyenleteket egybe foglalva az € = +1 jelolés bevezetésével (€ =
1: avanzsalt, € = —1: retardalt):

14
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t=v—e[r+2m-ln(#—1)] (63)

dr (64)

A Schwarzschild ivelemnégyzet a t helyett bevezetett v koordinataban:
2Zm
ds? = — (1 — T) dv? + e2dvdr + r*(d9? + sin? 9dp?) . (65)

Ahol € = +1. € = —1 kimen6- és € = 1 bemend null koordinata estén. Ha € = 1, akkor
av = konstans vonalak befele tartanak, mig az € = —1 eset pedig a kifelé tarté6 v =
konstans vonalakat irja le. Az € = —1 és v = const esetben, ha a t n6, akkor r is ndvekedni
fog. Tehat a v = const vonalak kimendk, igy a v koordinata bemend. Az € = 1 és v = const
esetben pedig, ha t n6, akkor r is csokkenni fog. Tehat v = const vonalak bemendk, igy v

kimend null koordinata lesz.
5.1 Fényelhajlas Eddington-Finkelstein koordinata rendszerben

Az elhajlasi sz6g meghatarozasahoz eldszor felirjuk a Lagrange-fiiggvényt:

- dx® dx?
= gab 37 g7
dl da (66)
ahol A egy id6észeri(i paraméter. Most
2L = —f(r)v? + 2€vi + r?(92 + sin? 9¢?). (67)

A kovetkezo 1épésben felirjuk az Euler-Lagrange egyenleteket az (v; r; 9; @) valtozokra, ahol
x0=v, x! =r,x2 =9 ésx® = ¢@. A Szdmolasok sordn a 9 = %, azaz egyenlitéi sikon 1év6
palyakat vizsgalok. Ez a gdmbszimmetria miatt megtehetd az altalanossag megsériilése nélkiil.

fgy x? = 9-ra az Euler-Lagrange egyenlet azonosan teljesiil.

Euler-Lagrange egyenletek:
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oL d 0L

oxd " digxe O’ .
a=0-ra:
(=2fv + 2e7) =0, (69)
igy
—fv+er=—E. (70)

E az energiaval all kapcsolatban és megmaradd6 mennyiség. Megmutathaté (63)-as

felhasznalasaval, hogy:

—fv+er=—E =—ft. (71)
a=1-re:
arv + 2rp? — (2ev) =0,
és a=3-ra:
—(Zrng)' =0 (73)

A (73)-as egyenlet integraldsa utan kapjuk, hogy r?¢ = J. J az impulzusmomentummal all
kapcsolatban és megmarad a palya mentén. (a = 2-re kaptuk volna a 9-ra vonatkoz6 Euler-
Lagrange egyenletet).

A (72)-es egyenletbdl kapjuk, hogy:

b+ ——10% —erp?=0. (74)

f (75)



Ezt A szerint differencialva:

V=R Tar T (76)

Ezt behelyettesitve (74)-be:

¥ EO0 edf [E2 12 2¢Er 2
e————f'+——f —+—=- _el o, (77)
f f?or 20r |f? f? f? r3
A (77)-es egyenletet szorozva r-tal kapjuk:
# 10f E? 190f E? 2
f____f_fa __f _1;_]_7‘«:0’ (78)
f 20rf? 20r f? r3
amely a kovetkez6 alakba irhato:
d J?
Sl g2l fl =
dllr E +r2fl 0. (79)
Felhasznalva, hogy ds* = 0:
(80)

2 2 ]2
re—FE +T—2f:0.

A kapott egyenlet megegyezik a (12)-es egyenlettel. A fenti egyenlet a radialis egyenlet els

integralja Mivel ebben az alakban nem tudjuk integralni, ezért attériink a ¢ valtozo szerinti
derivalasra és r helyettaz u = % valtozora, ahogy korabban. A szamolasok elvégzése utan az

egyenlet a kdvetkezOképpen alakul:
u” +u =3mu?. (81)
Ebbdl a 3.1-es fejezet alapjan az elhajlas alakja a kdvetkezd lesz:

6p = 4¢ (82)
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6. Vaidya metrika

Ezt a fejezetet a [3]-as, [4]-es, [5]-0s és [6]-0s forras alapjan irtam meg. Az altalanos
relativitiselméletben a Vaidya metrika leirja a nem ires kiils6 téridoben 1évé
gombszimmetrikus és nem forg6 csillagot vagy fekete lyukat , amely sugarzast bocsajt ki vagy
nyel el. Ezt az indiai fizikusrol Prahalad Chunnilal Vaidya-rol nevezték el.

A sugarzast elnyeld vagy kibocsdjtd gombszimmetrikus objektum koriili téridd

ivelemnégyzete:
ds? = —f(r,v)dv? + 2edvdr + r?(d9? + sin® 9d¢?), (83)

ahol € = +1 (e = —1 kimené- és € = 1 bemend Eddington-Finkelstein null koordinata estén),

és:

Farvy =1- 2 8)

A térid6 annyiban kiilonbozik a Schwarzshild térid6tol, hogy itt az m paraméter a v null
koordinata fiiggvénye.
A vaidya metrika az Einstein-egyenletek olyan megoldasa, ahol az energia-impulzus

tenzor alakja a kovetkezo:

dm(v)
dv
4mrr?

Tap = € 6(}’6[}’ (85)

A gyenge energia feltétel eldirja, hogy minden megfigyeld pozitiv energiastiriiséget

tapasztaljon, igy

(86)
dm(v)
>0,e=1,
dv
d 87
m(v)SO,ez—l. (87)
dv

Az utobbi estet egy sugarzo csillagot ir le, ami a mi tanulmanyunk témajat képezi.

A kovetkezokben feltessziik:
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(88)

ahol
—=—u<0. (89)
Ami sugarzo csillagnak felel meg.
6.1 Fényelhajlas Vaidya téridében
A Vaidya téridében mozg6 fény Lagrange-fiiggvénye:
2L = —f(r; v)v? + 2ev7 + 12(92 + sin? 9?). (90)

A gombszimmetria miatt hagyatkozhatunk egyenlitdi pélyékra.(ﬁ = g)

A v szerinti varidlassal kapott egyenlet:

—Z—J;ﬁz—(—Zfi'J+267'”)'=0, (91)
r-szerintivel:
—g—];fﬂ +2rp? — (2ev) =0, (92)
@-szerintivel:
—(2r29) =0. (93)
Utobbibol:
r?¢ =] = const. (94)

A (91)-be beirva a (94)-es egyenletet:

2
—fﬁ2+26ﬁf+%=0. (95)
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A (9)-es egyenletet behelyettesitve a (91)-es €s a (92)-es egyenletbe:

eaf .,
s R A _ o — 96
7 —efv 26vv Earrv 0, (96)
5_6]_24_5%{72:0 (97)
r3 20r '

A (97)-es egyenletbdl 7 — t kifejezve és behelyettesitve (96)-ba kapjuk, hogy:

0 (98)

12

20 (f)_ﬂl-,z:

2 or 20v

Behelyettesitve f = 1 — 2m(v)u —t a (97)-es és (98)-as egyenletekben attérve r helyettazu =

1, ,
- valtozéra:

v —eJ?ud + em(v)u?v? =0, (99)

212 dm(v)

it ——+J2Bm)u* —u] + € uv?=0. (100)
u dv

A (99)-es és (100)-as egyenletekben attarve a ¢ valtozo szerinti derivalasra:

10 e Of
M 2 (fu?) ——u2 L (v)? = (101)
u +Zau(fu) 2u av(v) 0,

v'u' € € .0
EPLA SN ey (102)
u u 2 0du

Bevezetve a kovetkezo kis paramétereket. Benniik sorfejtiink linearis rendig.

g=Mo ”(_bv") (103)

Elészor a fenti két egyenlet megoldasat keressiikk 0-ad rendben. A (101) 0-ad rendd
megoldasa (22)-es egyenlettel egyezik meg. A (102)-es egyenlet:
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I,/

VoUy € (104)

vy +2 —-—=0.
Ug Ug

Behelyettesitve uy — t és uy — t:

rn Zt ! Eb 0

vy — 2tanev’ — =0.

0 P cosp (105)

Ennek a megoldasa
eb
vo(p) = m + citang + ¢, , (106)

aholc; = ébz = b ((13)-as egyenletbe a (22)-es egyenletet a ¢ = 0-ban behelyettesitve: ?b =

1) és ¢, = 0. Tehat a megoldas:

€
v(p)=>b (E + tan(p> : (107)

Av(p=-3)=—w-t6l av(p =) = 0-ig megy. A fény v = v, < O-ndl éri el a
csillag sugarzasi zonajat. A fény v = —oo és v, kozott ugy mozog, mintha Schwarzsild
téridében lenne. Majd v, és 0 kdzott a mozgasban szerepet jatszik a sugarzas, mert a
sugarzas egy része a részecske radidlis tavolsagan kiviilre keriil. Emiatt a részecske
mozgésa mar nem lehet szimmetrikus, ahogy a Schwarzsild térid6 szimmetrikus volta ¢ =

0-ra, Az m(v) fiiggvényben szerepld6 M paraméter jelenti azt a sugarzas altal képviselt
tomeget, ami a vizsgalt fénysugar palyajan beliil van v = 0 ((p = g)-kor .

A szamolasoknal a kovetkezd jeloléseket :

V=——,u=bu, (108)

felhasznalva (101) és (102)-bol:

dm(?)

75 (#)* =0, (109)

" + (1 — 3m(P)i) — e’




>~

vu € €

7+ 2 — T < —ﬁzm(ﬁ)(ﬁ’)z =0, (110)
u u 2
ahol
-V
m(ﬁ)=M—/u7=Mo—M( 0)(1+17), (111)
és
m(@) My p(=v) (112)
=2 1+ 7).
b b5 b OtP
Az ¢ és n bevezettett kis paraméterekkel:
m(v
#=8—n(1+ﬁ)@(1+ﬁ). (113)
A ¥ = —1-nél érzékeli csak a részecske a sugarzas hatasat, amit a ©(1 + ¥) fejez ki.

A (113)-as egyenletet behelyettesitve a (109)-es és (110)-es:egyenletekbe:
v
" +@(1 - 3[e —n(1 + D)) — enii® ?0 (#)20(1 + D)

v5

+en(1+ )61 + D) > (@)?=0. (114)

Ahol x6 (x) = 0 egyenldségbdl kovetkezik, hogy:

2
1%
en(1+ 9)6(1 + 9)id 7" )2 =0, (115)
v'a e €
7 42— — — — —*m(P)(3)* = 0. (116)
u a2

A (114)-es egyenlet perturbativ megoldasat keressiik a kovetkezé alakban, € és n Kis

paraméter felhasznalasaval:
u= ao + SﬁSCh + T]ﬁV ' (117)
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Hasonlo alakot tesziink fel a ¥ = ¥y + €U, + nvy . U-nek ezt az alakjat feltéve, lathatjuk,

hogy (114)-nek & és n-ban linearis rendig térténé megoldasahoz v-re csak a nulladrendt 7, (¢)

ismeret sziikséges. Ezt beirva a (114)-es egyenletbe.

0:fig + 1, =0, (118)
e ligp, + ligen = 303 ,
Ny + iy = —3(1+ B)a3 01+ ) — e (- ?) a3 (5,)2 0(1 + ).
Ennek a megoldasa a kovetkezd:
(119)

€
bu = cosp + 2 (3 — cos2¢p)

+n {Cl (@o)cosg + C3(@g)sing

b >1—sin<p}

b
—3cos?g+ (—) [ 4 — 3si -2 (
cos” @ v cosp( sing) ve) “cos

Itt a C;(@y) és C,(py) konstansokban szerepld ¢ jeloli azt a szdget, amikor a fénysugar
talalkozik a csillag sugarzasi zoénajaval. Amiatt, hogy m(v) fiiggvény folytonosan
differenciallhatd vy-an keresztiil, uy és up,-nek is folytonosnak kell lennie ¢y-n keresztiil.

Ezekbdl a feltételekbdl C; (@) és C, (@) meghatarozhato.

coS@ySingy — 4cosg, +2 (2sin? @y + singy — 1)
1 — sing, cosQ,

C1(po) =
—3 cos? @ysing, + 3cos@, + 6¢cos@, sin? @, , (120)

C2(@o) = 2 sin” @, — 4sing, — cos” ¢, (1 + 6sing,)

1
=3 [1—11sin¢@, — 3 cos2¢, — 3sin3¢,] . (121)
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3.abra: A féenyelhajlas geometridja, a ¥y, €s a Wy, 5262

A fény elhajlasanak a szogét a 4. fejezetben alkalmazott modszerrel hatdrozom meg.
Ebben az esetben a fény elhajlas két részbol tevodik 0ssze. A fény palydja nem szimmetrikus.
A palya els6 részén Schwarzshild téridében halad és csak késObb éri el a sugarzast tartalmazo

Vaidya régiot. 1, a kovetkezo6 alaku

Yo = Yo1 + o2, (122)

ahol Yy, és Yy, a 3. abran lathatd.A 4, résznél csak a Schwarzsild megoldast hasznaljuk fel

€-ban linearis rendig. A 4. fejezetben alkalmazott (53)-as képlettet hasznalva:

1 1
_ —rf(r)? _ (1-2mu)2u _
¢o1|¢=_g ST dr le=3= " du  le=3" € (123)
7] 7

A 1y, résznél is hasonldan jarunk el, itt a Vaidya megoldast hasznaljuk fel.

_rf()2 | a=— lo + eligcp + Ny (1- Zmu)%l -
o2 dr  e=3 fy + etligy, +niy, =7
dp

7 + efic., + nil 1
== TS T 1 (e —n(1+ )01 + 0))i]?| _x
fly + etig., + Nty $=3

ﬁo + Easch + nay

== 1— (e =m)(@° + eligep + N
iy’ +€ﬁ§ch+77ﬁ1’/[ ( m( sch T 1] V)]|<p=%

= (SﬁSch + T]ﬁv)l(pzn/z =2e+ T]CZ ((pO) (124)

Tehat Vaidya téridében a fény elhajlasi szoge a kovetkez6 alaku lesz.
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n . .
Yo =Yo1 + Yoy = 4+ 5 [1—11sin¢@, — 3 cos2¢, — 3sin3¢,] . (125)

A szerzd ismerete szerint a (124)-ben szereplé nC, (@) tag uj eredmény.
7. Osszefoglalas

Dolgozatomban 3. fejezetében a fényelhajlassal foglalkoztam Reissner-Nordstrom
téridében. A fényelhajlas szogét tobbféle modszerrel is meghataroztam. Az 3.1-es fejezetben
arapalytoltési bran fekete lyukas ( specialis Reissner-Nordstrom) metrikara felirtam a Lagrange
fliggvényt. Utana Euler-Lagrange egyenletekb6l kaptam meg a megfeleld egyenleteket. A
szamitasok sordn felhasznaltam, hogy a ¥ szog konstans €s ¢ ¢és t ciklikus valtozé. A kapott
egyenletet megoldva, megkaptam a fény elhajlasi szogét Reissner-Nordstrom tériddben. Az
€ és n kis paraméterekkel szamoltam. A 3.2-es fejezetben a geodetikus egyenletbdl indultam
ki. A Christoffel szimbolumok meghatarozasa utan felirtam az egyenleteket az (¢t;7;9; @)
valtozokra. Az r valtozora kapott egyenletbOl hataroztam meg a fényelhajlast. A kapott
eredmény megegyezett az elsé mddszerrel kapott eredménnyel

A 4. fejezetben a Reissner-Nordstor de Sitter téridonél a kozmologiai allando is
megjelenik. Itt a fény palyajat paraméterezziik r(¢) és @-vel. W a palya radialis, V¢ pedig a
palya érintd vektora. Az elhajlasi szoget a radidlis és az érintd vektorok skalaris szorzatdbol
hatdroztam meg. Szdmoldsaimmal reprodukaltam az irodalomban fellelhetd kozmologiai
konstans fényelhajlashoz torténd jarulékat.

Az 5. és 5.1 fejezetekben a Schwarzschild metrikat irtam at Eddington-Finkelstein
koordinatadkba, majd az atirt metrikdra, az Euler-Lagrange egyenletek felhasznélésaval
meghataroztam a fény elhajlasi szogét. A szamolasokat elsd rendig végeztem el.

A 6. ¢és 6.1. fejezetekben az 5. és 5.1 fejezetekben kapott eredményeket hataroztam meg
Vaidya metrikaba a 4. fejezet felhasznalasaval. A szerz6 ismerete szerint a (124)-ben szerepld

nC,(¢p,) tag Gj eredmény.
8. Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Dr. Keresztes Zoltannak a hasznos
tanacsokért, valamint instrukciokeért.
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