1. fejezet

Csillagok szerkezete

A csillagok nagy tomegii (~ 10 kg), magas hémérsékletti (T.g ~ 3000 — 30 000 K),
kozel gomb alaka égitestek, melyek belsejében atommagfizié sordn energia szabadul fel
és sugarzodik ki. A csillagok anyaga gazhalmazallapoti, legnagyobbrészt teljesen ionizalt
plazma.

A csillag felszinének azt a gazréteget tekintjiik, ahonnét kezdve kifelé az anyag atlatszé
az elektromagneses sugarzas szamara az optikai tartomanyban. Ez a réteg a fotoszféra. A
fotoszféra alatti teriileteket tekintjiik a csillag belsejének, a fotoszféra feletti rétegeket pedig
a csillag légkorének.

Mivel a fotoszféra ald nem lathatunk be kozvetleniil, ezért a fizika alapegyenleteit kell
segitségiil hivnunk, ha a csillagok belsé szerkezetét meg akarjuk ismerni. Ebben a fejezetben
ezzel foglalkozunk.

Sziikséges eldismeretek, kompetencidk: differencial- és integralszamités, differencidlegyenletek,
klasszikus mechanika, termodinamika, atomfizika, kvantummechanika alapfogalmai és -egyenletei.
Kulesszavak: viridltétel, hidrosztatikai egyenstly, allapotegyenlet, Chandrasekhar-tomeg,
energiatranszport, alaguteffektus, atommagfizié, Gamow-cstcs, proton-proton ciklus, CNO-

ciklus, 3a-folyamat.

1.1. CGCsillagok egyensiilya és stabilitasa

A csillagok dinamikus egyensilyban vannak, azaz két egymassal ellentétes er6 kovetkeztében
anyaguk hosszt ideig stabil allapotban maradhat. Az egyensilyért felelds két er6 a nyomdsbol
és a gravitdciobol szarmazik.

1.1.1. A virialtétel

Egy sajat gravitaciés terében egyenstulyban 1évé gazgombre érvényes a pontrendszerek mecha-
nikajabdl is ismert wviridltétel egyensilyi alakja:

3/PdV+Q ~ 0, (1.1)

ahol [ PdV a csillag termikus (belsd) energidjaval aranyos mennyiség, 2 pedig a csillag tel-
jes gravitdcids helyzeti energidja (potencidlis energidja). A graviticids potencidlis energia a
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2 FEJEZET 1. CSILLAGOK SZERKEZETE

csillag M tomegétdl és R sugaratol igy fiigg:

GM?>
R
ahol G a gravitaciés allandé, k pedig egy egységnyi nagysagrendii numerikus faktor, amely a
csillag tomegeloszlasatdl fiigg (homogén siirtiségii gdmb esetén k = 3/5).
A csillag forré plazmaanyaga jé kozelitéssel idedlis gaznak tekinthetd (részletesen ldsd
lentebb). Ebben az esetben kimutathatd, hogy

O = —k (1.2)

/PdV = (v— 1)U, (1.3)

ahol 7 = cp/cy a fajhdhdnyados (adiabatikus kitevd), U pedig a csillag teljes belsé energidja.
Tehét a csillag teljes mechanikai és termikus energidjanak osszege (1.1) és (1.3) alapjén:

v —4/3
v—1
A stabil egyensuly feltétele: E < 0. Mivel definicié szerint < 0, ezért a stabilitas
feltételeként az adiabatikus kitevére érvényes a v > 4/3 Osszefiiggés.
A csillagok anyagat jo kozelitéssel idedlis gaznak tekinthetjiik. Pontszeru részecskékbdl
all6 idealis gézra v = 5/3. Ekkor a virialtétel egyensilyi egyenlete az aldbbi egyszerii format
olti:

E=U+Q = QO (1.4)

Q k GM?
EFE=—-=— .

2 2 R
Ebben az esetben a csillag 0sszenergiaja negativ, tehat stabil egyensulyi allapotban van.

(1.5)

1.1.2. A hidrosztatikai egyensuly egyenlete

A csillagok belso szerkezetét a folyadékok mechanikajabdl jol ismert hidrosztatikai egyensuly
egyenletével tarhatjuk fel. Ehhez tekintsiink egy stabil egyenstlyban 1év6 gazgombot! A
gbémbszimmetria miatt a fizikai mennyiségek (nyomds, siirliség, hémérséklet) csak a cent-
rumtol mért r tavolsdg fliggvényei lesznek. Szemeljiink ki egy tetszoleges r tavolsagnal egy
infinitezimélisan vékony (dr vastagsdgi) gombhéjat (1.1. 4bra)l A gdmbhéjon belil a p
stirtiség konstansnak tekinthet6. E gombhéj tomegét a kovetkezo osszefiiggés adja:

dm(r) = 4mp(r)ridr (1.6)

Erre a gombhéjra felirva a hidrosztatikai egyensily egyenletét, a kovetkezdt kapjuk:

dP(r) GM(r)
ety = o) (1.7
ahol P(r) a nyomas, g(r) pedig a lokélis gravitaciés gyorsulés.
Az M(r) fiiggvény az r sugaron beliili tomeget jeldli:
M(r) = 47T/ p(r)ridr, (1.8)
0

ez utébbi képlet a tomeg-kontinuitdsi, azaz a tomeg megmaradasat kifejezd egyenlet.
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1.1. abra. Gombhéjas szerkezeti csillagot feltételezve a hidrosztatikai egyensily egyenlete
kénnyen felirhato

A hidrosztatikai egyensiily alapegyenlete az (1.6) képlet felhaszndldsdval atirhato egy
masik alakba, ahol nem a tavolsdgot (7), hanem az M(r) tomeget tekintjiik fiiggetlen véaltozé-
nak. Rovid szamolas utan kapjuk:

dP(r) _LGM(T)
dm — 4r ot

(1.9)

Ez a leirasmdéd az un. Lagrange-formalizmus.

1.2. Allapotegyenlet a csillagokban

A csillagok anyaganak fizikai jellemz6i kozti 6sszefliggést dllapotegyenletnek nevezziik. Egysze
riibb esetekben az allapotegyenlet kifejezhet6 egy zart, analitikus formulaval. Az aldbbiakban
ezeket az eseteket tekintjiik at.

1.2.1. A nyomasintegral

A csillagok anyaga nagyrészt teljesen ionizalt plazma, amit idedlis gdzmmak tekinthetiink.
Idealis gazban a részecskék szabadon mozognak, és kozottiik az titkozésen kiviil mas koleson-
hatas nem torténik. Ekkor a klasszikus statisztikus fizikdban tanult gondolatmenet szerint a
nyomas a kovetkezo integrallal fejezheto ki:

1 00
P = g/o DU - nydp, (1.10)

ahol p a részecskék impulzusa, v a sebessége, n, a p impulzusi részecskék koncentraciéja (azaz
az ilyen részecskék szdma egységnyi térfogatban). Ha ebbe az Osszefiiggésbe behelyettesitjiik
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a T homérsékleti kozegben p impulzusu részecskék szamat megadd Mazwell-Boltzmann-
eloszlasfiigguényt, elemi integralok kiszamitasa utan adédik:

P = nkT = LR, (1.11)
1

ahol n a teljes részecskekoncentracio, k a Boltzmann-allando, p a kozeg atlagos molekulasilya
(1 részecskére es6 atlagos tomeg atomi tomegegységekben), R az egyetemes gazéllando.
(1.11) nem mas, mint az idedlis gaz jol ismert allapotegyenlete.

1.2.2. A sugarzasi tér szerepe

A csillagok belsejében a magas homérséklet miatt igen jelentés a fotonok nyomaéasa, ami
sokkal nagyobb is lehet, mint a gaznyomas. Mivel a csillagok belseje atlatszatlan, a foto-
nok nem szabadon terjednek, hanem nagyon kis tavolsagok megtétele utan kolesonhatnak
a gazrészecskékkel, majd Gjra kisugarzédnak. Ekozben mind hulldmhosszuk, mind terjedési
iranyuk megvaltozhat. Sok ilyen folyamat utan a kialakul a sugdrzdsi egyensily a csillagban,
a sugarzas termalizalodik, azaz a fotonok és a gazrészecskék energiaeloszlasa ugyanazzal a T
hémérséklettel lesz jellemezhetd. Az ilyen sugarzast nevezziik feketetest-sugdrzdsnak.

Egy T hémérsékletii feketetest-sugarzas v frekvenciaju fotonjainak térbeli energiastiriisége

a Planck-formula alapjan
8mhy? 1
w, = 2 , (1.12)
3 exp(hv/kT) —1
ahol h a Planck-allando, k a Boltzmann-allandd, ¢ a fénysebesség. Ezt az Osszes frekvenciara
integralva kaphatjuk meg a feketetest-sugarzas jol ismert energiastiriségét megadd képletet:

u = al*, (1.13)

ahol a az n. sugdrzasi konstans, értéke Sl-egységekben 7,566 10716,
A nyomésintegral (1.10) képletét a fotongézra alkalmazva (kihasznalva, hogy fotonokra
v=c) ad6dik a sugdrzdasi tér dllapotegyenlete:

p = it (1.14)
3
Mivel egy v fajhéhdnyadosu idedlis gazra (1.3) értelmében P = (y — 1)u, (1.13) és (1.14)
behelyettesitésébol lathatd, hogy a fotongaz gy viselkedik, mint egy v = 4/3 fajh6hanyadosu
idedlis gaz.
(1.11) és (1.14) Osszeadasaval kaphatjuk meg a sugdrnyoméds (P,) és a gdznyomas (F,)
egyiittes hatasat leiré kombindlt allapotegyenletet:

P=P+P = nkT+%T4. (1.15)

Ha bevezetjiik a gaznyomds és a teljes nyomads ardnyat megadé 5 < 1 paramétert (8 = P,/ P),
egyszerl atrendezéssel addodik

T
nL P gy (1.16)

P = —
B Bu
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Léathato, hogy a sugarzési tér (fotonok) hatdséra az idedlis géz allapotegyenlete formalisan
ugy médosul, hogy az atlagos molekulasily helyett annak [-szorosa szerepel.

Ha feltessziik, hogy 5 a csillag belsejében konstans, (1.16) szemléletesebb alakra hozhato.
Kihasznalva, hogy P = P,+ P, = BP+(1— ()P, T-t P, fenti képletébdl kifejezve és visszahe-
lyettesitve P, képletébe, a sugarzas és a plazma egyiittes dllapotegyenletének egyszertisitett
alakjat kaphatjuk:

ol

b’ .

Ebbdl lathato, hogy a fenti egyszertisito feltevés kovetkeztében a nyomas csak a stirtiségtol
fiigg, a hémérséklettol nem. Az ilyen allapotegyenletet nevezziik politrop dllapotegyenletnek.

b l3(1—5)R4F ,

1.3. Egyszeri csillagmodellek

A csillagok néhéany alapveto fizikai paraméterére nagysagrendi becslést lehet tenni pusztén
a hidrosztatikai egyensily egyenlete és néhany kozelito feltevés segitségével. Fzek a model-
lek nem igazan valdszerliek, de egyszerlien kiszamolhatoak, és segitségiikkel kozelitd képet
kaphatunk a realis csillagok belsejében uralkodé viszonyokrodl is.

1.3.1. Allandé stirtiségii modell

Els6 példaként tegyiik fel, hogy a csillag stirtisége allandd, azaz p(r) = po konstans. Ekkor
az r sugaron beliili tomeg egyszertien M (r) = (47/3)r3py, tehat az (1.7) egyenlet igy {rhaté:

Cfl]: = —47T§'0(2)7’ = —kr. (1.18)
ahol £ konstans. Ez az egyenlet azonnal integralhaté, megoldéasa:
2
P =P (1 — R2> , (1.19)

amennyiben feltessziik, hogy a centrumban (r=0) a nyomdas P,, a felszinen (r=R) pedig 0.

1.3.2. Fizikai viszonyok a centrumban

A centralis nyomads nagysagrendjét probaljuk gy becstilni, hogy az (1.7) egyenlet bal oldalan
szerepl6 derivaltat konstansnak tekintjik: dP/dr ~ —P./R. Ez annak a kozelitésnek felel
meg, amikor a nyomds helyfiiggését a csillag belsejében linedrisnak vessziik (a negativ eléjel
mutatja, hogy a nyomds bentrél kifelé csokken). Az (1.7) egyenlet jobb oldalédn szereplé g
nehézségi gyorsulast kozelitsiik annak a csillag felszinén felvett értékével: g ~ GM/R?, ahol
M a csillag tomege, R a sugara. Mivel a stirtiség a fenti feltevés értelmében konstans, ezt
szintén egyszertien kifejezhetjiik a csillag teljes tomegével és sugardval: py = 3M /(47 R3).
Mindezeket beirva a hidrosztatikai egyensily (1.7) egyenletébe, egyszerii dtrendezés utan
adodik a kovetkezo kifejezés:
P~ 3 GM?

N L.
4 R (1.20)
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A fenti képletbe a Nap adatait befrva P.(®) ~ 3 - 10 Pa adédik, ez egészen hasonld a
pontosabb szamitasokkal kaphaté értékekhez.

A centralis homérséklet becsléséhez kihasznalhatjuk, hogy a konstans stirtiségli modellben
az (1.11) allapotegyenlet értelmében a nyoméds csak a hémérséklettol fiigg. A nyoméds helyére
ezt behelyettesitve, a fenti kozelitéseket megismételve kaphatjuk:

NﬂGM

T, ~
R R

(1.21)

A Nap adataira ez alapjan T,(®) ~ 1,4-107 K adddik, ami szintén elég jé kozelitésnek szamit.

1.3.3. A csillaglégkor szerkezete

A fenti egyszeri modellekben a csillagok felszinén a nyomast 0-nak tételeztiik fel. Mivel
a csillagoknak nincs szilard felsziniik, igy ez csak durva kozelités. Valéjaban a csillagok
fotoszféraja felett is talalhaté anyag, ez a csillag légkdre. Mivel a csillaglégkor igen kis tomegti
a csillag tobbi részéhez képest, a csillaglégkorben a gravitacios gyorsulas ugyantugy a csillag
Ossztomegétol és sugaratdl fiigg, mint fentebb (sugarnak most a fotoszféra sugarat tekintjiik).
Ha a fotoszfératol mérhetd tavolsagot h-val jeloljiik, a hidrosztatikai egyensily egyenlete a

kovetkezo format olti:
dP GM

an - T TR

Ha a hémérsékletet allandénak vessziik (izotermikus csillaglégkér), akkor az (1.11) allapot-
egyenleten keresztiil a nyomés derivaltja atirhaté a stirtiség derivaltjava:

(1.22)

dP (R)T dp
= 2" ). 1.23
) o dh pg (1.23)
Ennek az egyenletnek a megoldasa:
] h
p = prexp [_RTh] = Prexp [_Hp]’ (1.24)

ahol p; a fotoszféra stirisége. Teljesen hasonld kifejezés kaphaté a nyomadsra is, csak ott
ps helyén Py all. H, = RT/png a nyomdsi skdalamagassdg, az a tavolsag, ahol a fotoszféra
strtisége, ill. nyomésa a kezdeti érték e-ed részére csokken. A Nap légkorében ez a tavolsag
kb. 200 km. Az (1.24) egyenlet a foldi atmoszféraban is érvényes, ezért barometrikus ma-
gassagformulanak is nevezik.

1.4. A fehér torpecsillagok bels6 szerkezete

A fehér torpecsillagok kiilonleges, tin. kompakt égitestek: tomegiik kb. naptémegnyi, méretiik
azonban 1%-a a Napénak. Siiriiségiik ezért igen nagy. Az ilyen nagy slirliségli anyag a
klasszikus plazmékhoz képest eltéré moédon viselkedik, a kvantumos effektusok hangsilyos
szerepet kapnak benne.
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1.4.1. A nagyon nagy siliriiségii anyag allapotegyenlete

A kvantummechanika értelmében a részecskék helye és impulzusa egyszerre nem lehet megha-
tarozott értékii (Heisenberg-elv). Ha a koordindta bizonytalansiaga Ax, az xirdnyd impulzusé
Ap,, akkor kozottiik érvényes a Heisenberg-féle hatdrozatlansagi reldcio:

Az-Ap, ~ h, (1.25)

ahol % a Planck-allandé osztva 2m-vel.

A kvantummechanika masik fontos tapasztalati alapelve a Pauli-elv: eszerint egy fizikai
rendszerhez tartozé fermionok (feles spinti részecskék) nem lehetnek azonos kvantumallapotban,
tehat valamelyik kvantumszamukban kiilonbozniiik kell.

A nagyon nagy stirtiségii plazmaban a fenti két kvantummechanikai elv egyiittes hatasa a
strtiséget csokkenteni igyekszik. Ha ugyanis a részecskék atlagos tavolsdga Az ala csokken,
akkor ennek hatasara ezek Ap, impulzusbizonytalansaga megné. A kvantumstatisztika értelmében
a koordinatak és impulzusok alkotta 6-dimenzids fdzistér feloszthaté h?® nagysdgi kvantum-
celldkra. A Heisenberg- és Pauli-elvek értelmében minden egyes kvantumcellaban legfeljebb
két fermion tartézkodhat (ellentétes spinnel). Ha minden kvantumcella betoltédott, és a
részecskéket még jobban ossze akarnank nyomni, a rendszerben megjelenik egy kvantumos
eredetli nyomés (kvantumnyomds), amely nem fiigg a hémérséklettdl, pusztan a részecskék
stirliségétél. Az ilyen dllapoti anyagot elfajult (degenerdlt) dllapotinak nevezziik.

Kimutathaté, hogy egy teljesen ionizalt plazméaban el6szor az elektronok valnak elfajultta,
ezért a tovabbiakban ezekkel foglalkozunk. Ha az elektronok koncentraciéja n., 1 elektronra
juté atlagos térfogat V. ~ 1/n. ~ [3, ahol [ az elektronok kozti atlagos tdvolsdg. Ha a sfirtiség
nagyon nagy, [ nagyon Kkicsi lesz, tehat a Heisenberg-elv értelmében

h
Ap ~ 7= hnl/3 = pp, (1.26)
ez a Fermi-impulzus. Az ennek megfelel6 energia a Fermi-energia:
Er =p%/2m, = h2/(2me)n§/3. (1.27)

A gaz akkor viélik elfajulttd, amikor a Fermi-energia meghaladja a kT termikus energiat.
(1.27)-bdl 1athatd, hogy ez annal hamarabb kovetkezik be, minél kisebb a részecskék tomege.
Ez az oka annak, hogy el6szor az elektronok keriilnek elfajult allapotba.

A Fermi-energia kifejezését behelyettesitve a nyomasintegral (1.10) képletébe, elemi in-
tegralds utan adodik a nemrelativisztikus elfajult elektrongaz allapotegyenlete:

8mh?
Pe - 7T_5/305/3 = Kp5/37 (128>
15pememyp

ahol p. az egy elektronra esé relativ atomtomeg, m, a proton tomege, m, az elektron tomege,
K pedig ezen elemi allanddkat tartalmazé konstans. Ha az elektronok relativisztikus ener-

gidjuak, ehhez teljesen hasonlé kifejezés adddik, csak a konstans és a kitevo értéke lesz mas:
P,(rel) = K, -p*/3.
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1.4.2. A Chandrasekhar-tomeg

A fehér torpékben a P, kvantumnyomds sokkal nagyobb, mint a kézonséges P, gdznyomés.
Emiatt a fehér torpék belsé szerkezetének leirdasa is egyszertisodik a normal csillagokéhoz
képest. Mivel a nyomdsért az elektronok, a gravitaciéért viszont az atommagok (ionok)
felelosek, egyenstlyi allapot csak egy meghatarozott tomegértékig lehetséges, amig az elfajult
elektrongaz nyomasa képes ellenstilyozni a gravitaciot.

Tegyiik fel, hogy az M tomegii, R sugari fehér torpe Osszesen N, elektront tartalmaz.
Mivel (1.26) értelmében egy elektron &tlagos impulzusa p ~ pr ~ h(N,/R?)Y3 = AN}/3/R,
a fehér torpe Osszes elektronjanak energidja:

4/3

E. = N.prc= hc E , (1.29)

ahol feltettiik, hogy az elektronok mar relativisztikusak. A fehér torpe teljes energidjat az
elektronok Fermi-energidjanak és az ionok gravitacios energiajanak osszege adja:

N4/3 GM2
E ~ he—%— — ) 1.30
cp I (1.30)
A stabilitas hataran E = 0, tehat
N4/3 GM2
he—5— = 1.31
c—p I (1.31)

Mivel a plazma elektromosan semleges, N, = ZN;, ahol N; az ionok szama, Z az atlagos
magtoltés. Az Ossztomeg szintén kifejezheté az ionok szamaval: M = Am,N;, ahol A az
atlagos tOmegszam, m,, a proton témege. Ezeket beirva az (1.31) egyenletbe, a témeg kife-

jezésére adodik:
N2 he PP
M ~ <A> (Gm4/3> . (1.32)
P

Lathato, hogy az egyensily csak egy véges tomegértékig tarthato fent. A fenti képlet
nagysagrendi becslésként kb. 1 naptomeget ad. A pontosabb szamitasok szerint ez a
tomegérték kb. 1,4 - 1,5 M, (Chandrasekhar-féle hatdrtomeg).

1.5. Az energia terjedése a csillagokban

A csillagok belsejében energiatranszport zajlik a centrumbdl a felszin felé. Ez a folyamat
kiilénbozoképpen mehet végbe annak fliggvényében, hogy a csillag anyaga milyen fizikai
allapotban van. Ebben a fejezetben ezen folyamatok alapjait tekintjiik at.

1.5.1. Sugarzasi energiatranszport

A csillagok belsejében keletkezo fotonok hatékony energiatovabbitasra képesek. Egy v frekven-
ciaju foton altal tovabbitott energia F,, = hv, ahol h a Planck-alland6. A fotonoknak emellett
impulzusuk is van, amelynek nagysaga p, = E,/c = hv/c, ahol ¢ a fénysebesség.



1.5. AZ ENERGIA TERJEDESE A CSILLAGOKBAN 9
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1.2. dbra. A fotonok impulzust adnak dt a csillaganyagot alkoto részecskéknek, melynek
kiszamitdsahoz a kozeget eqy eqységnyi feliiletii (A=1) hengernek tekintjik (részletek a szoveg-
ben).

A fotonok azonban a csillaghan nem zavartalanul terjednek, ugyanis allandéan kolcson-
hatasba lépnek a csillag anyagat alkoté plazma részecskéivel. Ennek soran szérédhatnak, vagy
elnyelédhetnek és ujra kisugarzédhatnak, aminek soréan frekvenciajuk és terjedési iranyuk
is megvéltozhat. Két szérdédas kozott megtett kozepes szabad ithossz | = 1/(no), ahol n
a plazmarészecskék koncentracidja, o a szoérasi hataskeresztmetszet. Megmutathato, hogy
N szérédas utan a kiindulé helyzethez képest atlagosan d ~ [ - v/ N tévolsigra keriilnek.
A fotonok altal torténé energiatovabbitas tehat lassu, diffuzids folyamat, ezért sugdrzdsi
diffuzionak is nevezik.

A fotonok szérodasa, vagy elnyelédése a kozegnek impulzust ad at. Ennek kiszamitésara
tegylik fel, hogy egy dr magassdgu, egységnyi feliiletii hengerben (1.2. dbra), idéegység alatt
F, energia aramlik at fotonok formajaban. A henger belsejében a v frekvenciaju fotonok altal
atadott impulzus dp, = —k,(F, /c)dr, ahol k, a plazma anyagéra jellemz6 extinkcids tényezd.
Az extinkcids tényez6t a csillagaszatban k,p alakban szokds felirni, ahol p a slirtiség. Az
atadott fotonimpulzus a henger faldra nyomaést fejt ki, ennek nagységa P, (v) = (1/A)dp,/dt,
ahol A=1 a henger feliilete. Az el6bbi képletet az Osszes frekvenciara integralva kaphatjuk a
sugarnyomasra felirhaté differencialegyenletet:

dP, Kp
= ——F. 1.33
dr c ( )

Kihasznélva, hogy a csillagok belsejében a sugarzas feketetest-sugérzas, (1.14) felhasznélasaval

a feliiletegységenként ataramlo energia

ac (dT*
P (dr) (1.34)
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Ez a sugarzasi diffizié egyenlete, hasonlé alaki, mint a hévezetés egyenlete. Az ac/(3kp)
tényezot szokas a sugarzas diffizids egytitthatéjanak is nevezni.

1.5.2. Az Eddington-féle kritikus fényesség

Ha a fotonstrtiség nagyon nagy, a sugarnyomas hatasara a gravitacié lokalis hatasa csokken.
Az (1.33) egyenlet és a hidrosztatikai egyensily (1.7) egyenletének Osszevetésébdl latszik,
hogy egy tetszoleges r sugarnal az effektiv graviticids gyorsulds

GM(r) k L(r)
1.
Jet 72 c 4dmr?’ (1.35)

ahol kihasznaltuk, hogy gombszimmetrikus csillagban a fluxus F(r) = L(r)/(47r?) (L(r) a
luminozitds).

Ha a csillag felszinén (r = R) geg = 0, akkor a csillag a stabilitds hatdrdn van. Ekkor
(1.35) dtrendezésébdl adddik az ehhez sziikséges Eddington-luminozitds:

4rGMece
—

Ly = (1.36)
Ez a csillag maximaélis luminozitdsa. Ennél nagyobb luminozitasnal a sugarnyomas szétfijja
a csillagot.

1.5.3. Konvekcid

Az energia tovabbitasa nemcsak a fotonok terjedése, hanem a plazma részecskéinek hidro-
dinamikai aramlasa soran is végbemehet. Ez a folyamat a konvekcio. A plazmaban ilyenkor
buborékok (konvekcids cellak) alakulnak ki, Ezek a mélyebben fekvé, melegebb kornyezetbdl
a magasabban 1év6, hidegebb rétegekbe aramolva lehiilnek, azaz hoenergiat adnak at, majd
visszasiillyedve tjra felmelegszenek, és jra felfelé aramlanak. Bizonyos koriilmények kozott
ez a folyamat onfenntartéva valhat.

Tekintstink egy kornyezetétol adiabatikusan elzart konvekcios cellat! Ez a kérnyezetével
egyensilyban van, tehat nyomasa egyenlo a kornyezet nyomasaval. Ha egy véletlen fluktuacio
révén a strisége a kornyezetéhez képest kicsit csokken, akkor az allapotegyenlet értelmében
a homérséklete kicsit nagyobb lesz, mint a kornyezet hémérséklete. Erre a cellara ekkor
felhajtéero hat:

Fr=V-Ap-g, (1.37)

ahol V a cella térfogata, Ap a stlirtiségfluktuacio, ¢ a lokélis gravitacids gyorsulas. A fel-
hajtéer6 hatasara a cella emelkedni kezd. Ar 1t megtétele utan a homérséklete

ar

T.(Ar) ~ T(0) — ar

Ar, (1.38)
ad

ahol T(0) a hémérséklet a kiindul6 helyen, |dT/dr|.q a hémérséklet dr it sordn torténd
megvaltozdsa adiabatikus folyamat esetén (adiabatikus hdmérséklet-gradiens abszolit értéke).
Ugyanekkor a kornyezet T hémérséklete az (1.38) képlettel analég médon irhatéd le, de
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a homérséklet-gradiens nem az adiabatikus, hanem a csillagban ténylegesen megvalosuld
hémérséklet valtozasnak megfelelo lesz.

A konvekcié fennmaradasanak feltétele egyszeriien az, hogy Ar Ut megtétele utan a cella
tovabbra is melegebb legyen, mint a kornyezete, azaz T, > Tj. Lathatd, hogy ez akkor
teljesiil, ha az adiabatikus hémérséklet gradiens abszolut értéke kisebb, mint a kornyezetben
érvényes homérsékletgradiens:

ar dr
dr|,, < lar -
Ez a konvekcié fennmaradéasanak Schwarzschild-kritériuma.

A sugdrzéasi energiatranszport adott (d7'/dr) hémérséklet-gradiensnél az (1.34) képlet
értelmében adott L(r) luminozitdst tud tovabbitani. A konvekcié ennél nagyobb energia-
transzportra is képes. Megmutathato, hogy ha a luminozitas az

L) = 0= kg (16mc> r>T? (1.40)

(1.39)

YR 3Kp

kritikus luminozitdst meghaladja, azaz L(r) > L*(r), akkor az energiaterjedés csakis kon-
vekciéval mehet végbe. Ez példaul akkor kovetkezhet be, ha L(r) kis r-eknél viszonylag nagy
értéket vesz fel, ami a nagy tomegt csillagok magjaban gyakran teljesiil. A masik tipikus eset
az, amikor az abszorpcio erdssé valik, mint pl. a kis tomegi, hidegebb csillagok belsejében.

1.5.4. Energiatranszport a magban

A csillagok magjaban energiatermelés zajlik. Jeloljiik az egységnyi tomeg altal idéegységenként
termelt energiat e-nal. Ekkor egy magot ovezd vékony, r sugaru, dr vastagsagu gombhéjban
id6egységenként keletkezd energia dL = € - 4nr?pdr. Ebbdl egyszertien megkaphaté a lumi-
nozitas helyfiiggését megado differencidlegyenlet a csillag magjara vonatkozoan:

dL(r)
dr

A lokalis homérséklettol és stirtiségtol valo eros fliggése miatt e csak a csillag magjaban
kiilonbozik 0-tol. Az energiatermelés lehetséges fizikai mechanizmusaival a kévetkezo fejezet
foglalkozik.

= 4mrip - e (1.41)

1.6. A csillagok energiatermelése

A csillagok folyamatosan nagy mennyiségii energiat sugaroznak ki, tehat 1éteznitik kell olyan
mechanizmusoknak, amelyek a belsejiikben energiat termelnek. Ebben a fejezetben ezekkel
a fizikai folyamatokkal foglalkozunk.

1.6.1. Lehetséges mechanizmusok

A Nap sugéarzasara mar az okori gorogok igyekeztek magyarazatot talalni. Egy akkoriban
népszeri elképzelés a pitagoreusoktdl szarmazik, akik azt hirdették, hogy a vilag kézéppontja-
ban egy 6si kozponti tiz talalhato, e koriil kering a Nap, a Fold és az 6sszes tobbi akkor ismert
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égitest. A Nap izz6 fénye szerintiik a kozponti tliztél szarmazik. Azt, hogy a Fold miért nem
izzik a kozponti tliz hatdsara, azzal magyaraztak, hogy azt egy masik égitest, az Ellenfold
takarja el. Arra a kérdésre pedig, hogy akkor vajon az Ellenfoldet miért nem latjuk, az volt
a valaszuk, hogy azért, mert a gomb alaki Fold tilsé oldalan helyezkedik el. E mitologiai
eredetli vilagkép egyben azt is illusztralja, hogy milyen véltozatos, logikusnak tiin6 érvek
lancdval lehet latszolag megmagyardzni azt, amire nincs semmiféle bizonyitékunk!

Az tjkor hajnaldn mar vildgos volt, hogy a Nap valamilyen fizikai folyamat révén termel
energiat. Kezdetben jo otletnek tiint, hogy a Nap szénbdl van, és ennek izzasa hozza létre
a fényt és a meleget, amit érzékeliink. Ezt latszélag alatamasztotta, hogy a kdészén stirtisége
véletleniil kb. megegyezik a Nap atlagstirtiségével, tehat egy Nap méretii koszén-gomb tomege
kb. 1 M. Hamar kideriilt azonban, hogy ez a folyamat, a kémiai égés, nem lehet j6 megoldas.
A szén égéshéje ugyanis kb. ec = 3107 J/kg, tehdt a Nap luminozitdsat egy Nap-tomegii
széngémb csak 7 = Mgec/Lg =~ 5000 évig képes fenntartani. Ez az életkor pedig még az
irott torténelemhez képest is tul rovid.

A 19. szazadban vetodott fel Gjabb oOtletként a gravitaciés Osszehizédas. A viridltétel
értelmében a Nap teljes energidja E ~ —(1/2)GMZ2/R. < 0. Tehat ha a Nap sugara
csokken, energidja negativabb lesz, vagyis csokken. Az igy felszabaduld gravitacios energia
felftiti a Napot, és ezt sugarozza ki. Ebben a modellben a Nap luminozitasa:

AE GMZ AR
At T R OAt
Ha tehat alland6 luminozitast tételeziink fel, az idotartam, amely alatt a Nap sugara a kezdeti
1 Rg-16l O-ra csokken:

Lo (1.42)

GM3
RoLe’
ez a Kelvin-Helmholtz-idéskdla. A Napra ez txp(®) ~ 3 - 107 év idétartamot ad. Ez mér
kelléen hosszinak tlinik, viszont a foldi kézetek geoldgiai vizsgalataibol kidertilt, hogy ezek
tobb millidrd évesek. A Nap sugarzasat tehat ez a mechanizmus sem képes megmagyardzni,
viszont méas égitestekét igen. Ez a folyamat termel energiat a még kialakuléban 1év6 proto-
csillagokban, és a nagyobb tomegi oridsbolygdokban, pl. a Jupiterben.

A 20. szézadban az atomi folyamatok és a fuzio felfedezésével vilagossa valt, hogy
az atommag-atalakuldsok képesek annyi energiat termelni, amely millidrd évekre biztositja
egy Nap-tomegl égitest sugarzasat. A fuzié soran a kénnyebb atommagok nehezebbekké
egyesiilnek, ekozben a nyugalmi tomeg egy része energiava alakul at, az Einstein altal felis-
mert £ = Amc? képletnek megfeleléen. Ha feltessziik, hogy a Nap tomegének 10%-a alakul
at energiava, és sugarzodik ki az élete soran, akkor a folyamat idotartama

T = 0, 1M®C2/L@, (144>
kb. 10 millidard év. Ez a nukledris idoskdla.

A csillagok energiatermelésének megértéséhez tehat az atommagfuzié fizikai folyamatait
kell tanulméanyoznunk.

At =tgy =

(1.43)

1.6.2. Atommagok iitkozése

Az atommagok protonokbdl és neutronokbdl (nukleonokbdl) épiilnek fel. A nukleonok szamét
adja meg az A tomegszam. Az atommag tomege m = Am,, ahol m, az atomi tomegeqység
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Coulomb
taszitas

Magerok
vonzasa

E;r.‘] b

1.3. abra. A nukleonok kélcsonhatdsai kozil az atommag sugardn belil a magerdk hatdsa
érvényestl, azon kivil viszont a protonok kézdétti elektromos v. Coulomb-taszitds domindl.

(1,6605-10727 kg). A protonok szamat a Z rendszdm jellemzi. Az atommag elektromos toltése
Q = Z - e, ahol e az elemi toltés (1,6022-10717 C).
A tapasztalat szerint az atommagok sugara és a tomegszam kozott az aldbbi Osszefiiggés
érvényes:
ro=ro- ATV3, (1.45)

ahol ry egy konstans (kb. 1,5-107'° m). Ennek egy érdekes kovetkezménye az, hogy a
nukleonok szamstirisége (koncentraciéja) dllandd, mivel mind a mag témege, mind a térfogata
egyenesen aranyos az A tomegszdmmal. A nukleonkoncentriciéra igy kb. 10%® cm ™2 adédik.
A mag tehdt egy nagyon nagy, de dllando stirtiségii folyadékcseppre emlékeztet.

A nukleonok kotését a magerdk biztositjak, amelyek rovid hatotavolsaguak, csak az atom-
magon beliil hatnak, de sokkal er6sebbek a protonok kozti elektromos (Coulomb-) taszitasnal
(1.3. dbra). A magerék egyforman hatnak proton-proton, proton-neutron és neutron-neutron
részecskék kozott (magerdk toltésfiggetlensége).

Az atommag m tomege mindig kisebb, mint a magot alkoté nukleonok tomegének Osszege:
m < Zm,~+(A—Z)m,, ahol m, a proton, m,, a neutron témege. A Am tomegdefektus a mag
kotési energidgjanak felel meg: AE = Amc?, ennek értéke altaldban 10 — 100 MeV kozott
van.

Két atommag egyesitésével nehezebb atommagok johetnek létre, ez a folyamat a magfizio.
Az 56-0s tomegszamu vasnal konnyebb atommagok fizi6janal energia szabadul fel (exoterm
reakcid), ez amiatt van, mert a keletkez6 mag kotési energidja alacsonyabb, mint az iitk6zé
magok kotési energidi egytittvéve. A felszabadulé energia Q = (my+mg—m)c?, ahol my és my
az utkozo magok, m a keletkez0 mag tomege. Az energiamegmaradason tul a magfizios folya-
mat soran teljesiilnie kell még az elektromos toltés és a barionszam megmaradasi torvényének
is.

Mivel az atommagok pozitiv elektromos toltéstiek, két mag kozelitésekor elészor a Coulomb-
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taszitas érvényesiil, ezért energiat kell befektetni ahhoz, hogy a két magot egymashoz kozelitstik.
A Coulomb-taszitas miatti potencialis energia helyfiiggését az 1.3. dbra mutatja. Az atomma-
gok sugaranak (kb. 107!3 cm) nagysdgrendjébe es6 kritikus tavolsdg elérésekor a potencidlgat
hirtelen megsziinik, és a magerck vonzo hatasa kezd el érvényesiilni. Atommagok titkozéséhez
tehét els6sorban az elektromos toltések miatti Coulomb-taszitéds okozta potencidlgaton kell
atjutni.

A Coulomb-gdt magassaga a klasszikus elektrosztatika értelmében Eq = Z; Z,e?/r?, ahol
r a két 1itkoz6 nukleon tévolsdga (nagysdgrendileg 10713 cm). Az {itkozést vizsgdljuk olyan
koordinata-rendszerben, amely az egyik részecskéhez van rogzitve. Ez a célpont (target)
atommag, a mozgd részecskét pedig szokas bombazd részecskének is nevezni.

A bombdzé részecske kinetikus energidja Ej, = (1/2)mv? = (3/2)kT, ahol v a részecske
atlagsebessége, T a kozeg homérséklete. A klasszikus fizika értelmében a potencidlgaton
torténd atjutas feltétele £y, > E¢. Ebbol adddik a nukleonok klasszikus titkozéséhez sziikséges
homérséklet: 07 7.2

142€
T = 3. (1.46)
ami protonok iitkozésére 1010 K-t ad. Mivel a Nap centrumdban a hémérséklet nagysdgrendje
csak 107 K, a klasszikus fizika értelmében proton-proton iitkézés nem mehetne végbe a Nap
belsejében. FEzen még az sem segitene, ha figyelembe vennénk, hogy az atlagsebességhez
képest gyorsabban mozgd részecskék is vannak, mert egyszertien nincs elegend6 szamu atom-
mag a Napban ahhoz, hogy akar egy ilyen reakcié is megtorténhessen.

1.6.3. Az alaguteffektus szerepe

Az atommagok nem klasszikus, hanem kvantumos részecskék, ezért titkozéstikkor a kvantum-
mechanika torvényeit is figyelembe kell venni! A kvantummechanika egyik jol ismert jelensége
az alaguteffektus. Ekkor a részecske véges valészintiséggel atjuthat egy potencidlgaton, még
akkor is, ha klasszikus értelemben nincs meg az ehhez sziikséges energidja. Ez a kvantumos
jelenség a magyarazata annak, miért lehetséges a fizié a Nap (és a tobbi csillag) belsejében.

A kvantumos effektusok akkor jelennek meg, amikor két részecske tavolsaga osszemérhetd
a de Broglie-hullamhosszal:

r~ Ag=-—=—, (1.47)
P muv

ahol h a Planck-allandé, p a bombazo részecske impulzusa, m a részecske tomege abban a ko-
ordinata-rendszerben, amelyben az egyik részecske nyugalomban van. A tomegkozépponthoz
rogzitett koordindta-rendszerben v a részecskék relativ sebességét jelenti, m = myms/(my +
ms2) a redukdlt tomeg.

Az alaguteffektus anndl valdszintibb, minél kozelebb van a bombazé részecske kinetikus
energidja a Coulomb-gat magassagahoz. Képlettel kifejezve

E. AVALP)
w ~ exp {—EJ = exp [— 1h2€ ’/ET:]. (1.48)

Ha a kitevében szereplé mennyiség 1-hez kozeli, az alaguteffektus érzékelhetévé valik. Ebbol
a feltételbdl megkaphatjuk az alagutazashoz sziikséges homérsékletet, ha a kinetikus energiat
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a homérséklettel fejezziik ki:

2mZiZ2et
kh?

ami protonok iitkozésére kb. 107 K-t ad. Ez hasonlé a Nap belsejében mérhet6 hémérséklethez,

tehat az alaguteffektus sikeresen magyarazza a Napban végbemen¢ fuzids folyamatokat.

T =~ (1.49)

1.6.4. A reakciorata

Szemeljlink ki egy egységnyi térfogatot, és vizsgaljuk meg az ebben végbemend magreakciok
szamat! Ebben a térfogatban az egységnyi id6 alatt lejatszédé magreakeidk szama (re-
akcidrdta)

r = ngng-v-o(v), (1.50)

ahol n, a bombazo-, n, a target részecskék koncentraciéja, v a bombazo részecskék sebessége,
o(v) pedig az tkdzési hatdskeresztmetszet.

Ha a bombazo6 részecskék sebessége nem azonos, akkor a fenti képlet helyett az alabbi,
pontosabb Osszefiiggést kell hasznalnunk:

ro= nanz/f(v)m-a(v)dv = nang{(ov), (1.51)

ahol f(v) a sebességeloszlas-fiiggvény, a (ov) szimbélum pedig a sebességekre atlagolt hatas-
keresztmetszetet jeloli.

A reakciorata fenti kifejezése alapjan kaphatjuk meg az egységnyi tomeg altal 1 s alatt
termelt energiat (¢). Kihaszndlva, hogy egységnyi térfogat tomege p, adddik

e = 9r _manaQ oy (1.52)

P p

ahol () az egy reakcié soran felszabadulé energia. Ha a bombazé és a target részecskék
ugyanolyanok (pl. proton-proton iitkozésnél), akkor (1.51)-ben és (1.52)-ben n,n, helyett
n2 /2 {rando.

A target atomok koncentracidjanak idébeli valtozasa szintén kifejezhetd a reakciérataval:

dn,
dt

= —1r = —ngn.{ov). (1.53)
Ha feltessziik, hogy n, id6ben dllandd, (1.53) megoldasa exponencidlis id6beli csokkenést ad:
n, = ng(0)exp[—ng(ov)t]. (1.54)

Lathatd, hogy 7 = 1/(n,.(ov)) karakterisztikus idéskéla alatt a kezdeti magkoncentracié e-ad
részére csokken.

1.6.5. A hataskeresztmetszet becslése

A magreakcié hatdskeresztmetszete a reakciok valdszintiségével ardanyos mennyiség. Ertéke
foként két mennyiségtol fiigg: a magok klasszikus titkozési valdszintiségét megadd utkozési
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hatdskeresztmetszettol és a Coulomb-gaton torténd atjutashoz sziikséges alaguteffektus valo-
szinliségétol.

A klasszikus iitkozési hatdskeresztmetszet (0,) a gomb alaki magok kornek 1atszo tertiletével
aranyos. Mivel a reakcidhoz sziikséges litkozési tavolsag a de Broglie-hullAmhosszhoz kozeli,
(1.47) értelmében o, ~ w4 = 7(h/p)? ~ 1/E, ahol E a bombéz6 részecske kinetikus ener-
gidja.

Az alagutazds valészintisége (1.48) alapjan o, ~ exp(—b/v/E), ahol b = Z, Zoe*\/2m/h.

A fenti két formula szorzata adja a magreakcio teljes hataskeresztmetszetét:

1
o(E) = S(B)- % exp[—bE~'/?), (1.55)
ahol S(E) jeloli a fenti képletekben nem szerepld tovabbi effektusok energiafiiggését. A se-
bességre atlagolt hataskeresztmetszetet ezek alapjan az alabbi kifejezésbdl kaphatjuk:

(ov) = / o(E) - v(e) - f(E)dE. (1.56)
0
Ha a magok sebességeloszldsara a Maxwell-Boltzmann-eloszlasfiiggvényt hasznéljuk,

1/2
) (1.57)

és figyelembe vessziik, hogy nemrelativisztikus részecskékre v(E) = (/2E /m, kaphatjuk:

(ov) = |- (kT)32 /0 ~ S(E) exp [—E - ] dE (1.58)

mm

Az exp|...] fuggvény grafikonjit az 1.4. dbra mutatja. Lathatd, hogy névekvo Erre az elsé
tag csokkend, mig a masodik novekvo hozzajarulast ad. A ketto szorzata egy haranggorbét
ad, ez a Gamow-csiics. A Gamow-csiics maximumhelye az Fy = (bkT/2)%? energiandl van,
ezen a helyen a maximum értéke g(Ey) = exp[—3Ey/(kT)].

1.6.6. Nemrezonans hataskeresztmetszet

(1.58) kiszdmitasahoz az S(E) figgvényt kell ismerntink. Ennek pontos megaddsa analitiku-
san tetszOleges energiara gyakran nem lehetséges. A Gamow-csucs jelenléte miatt azonban
erre altalaban nincs is sziikség, mert bizonyos kozelitésekkel az integral kiszamitasa sokkal
egyszeriibbé valik.

Gyakori eset az, amikor a Gamow-cstcs altal lefedett energiatartomanyban S(F) csak ki-
csit valtozik. Ekkor feltehetjiik, hogy S(F) ~ S(FEy)=konstans, ahol Fy a Gamow-cstics ma-
ximumbhelye. Igy S(E) kiemelheté az integralb6l. A fennmaradé Gamow-csicsot egy Gauss-
fiiggvénnyel kozelithetjiik, amely analitikusan integralhat6. Végeredményként a kovetkezo
kifejezést kapjuk:

(2 S(E)
T =\ R

A - expl~ (3E0)/ (KT, (1.59)



1.6. A CSILLAGOK ENERGIATERMELESE 17

f(E)

0.001 0.01 0.1 1 10
E/kT

1.4. dbra. A magreakcid hatdskeresztmetszetét (vastag vonal) a Mazwell-Boltzmann el-
0szlds (szaggatott vonal) és az alaguteffektus (pontozott vonal) valdsziniségének szorzata adja
(részletes magyardzat a szévegben).

ahol A = 4,/EokT /3 a Gamow-csics félértékszélessége. Ezt nevezziink nemrezondns hatds-
keresztmetszetnek.
(1.59) hémérsékletfiiggése a kovetkezo alakba irhato:

(V) = (V) (0) - T2 - exp[—a, T~ V3], (1.60)

ahol (ov),,(0) egy tetszdleges referencia-hémérsékleten felvett érték, a; pedig egy konstans. A
csillagokban végbemend legtobb magreakcié hataskeresztmetszete ilyen nemrezonans jellegii.

1.6.7. Rezonans hataskeresztmetszet

Az el6z6t6l 1ényegesen kiilonbozé esetben a Gamow-csics koriil S(E) nagyon éles, keskeny és
magas csicsokat mutat (1.5. abra). Az ilyen jellegli reakcidnak rezondns hatdskeresztmetszete
lesz. A rezonancia energidja legyen E,.. Ekkor S(E) ~ S(E,), ha E, —I'/2 < E < E, +1/2,
ahol I" a rezonanciacsics szélessége, ezen kivil S(E) ~ 0.

Mivel a rezonancia [' szélessége altaldban sokkal kisebb, mint a Gamow-csucs félérték-
szélessége, ebben az esetben (1.58) integrandusa egy 1épcsés fiiggvénnyel kozelithetd, amely I'
szélességll, magassaga pedig az integrandus FE, helyen felvett értéke. Ez azonnal integralhato,
igy a rezonans hataskeresztmetszetre a kovetkezo kifejezést kapjuk:

5 £ _ 0 ] . (1.61)

— | —(ET)32.S(E)-T - __r _
< ov >, mﬂ(k ) S(E,) exp[ T VE

A hémérsékletfiiggést explicite kifejezve az alabbi Osszefiiggés adodik:

(ov), = (o0),(0)-T~*?* . exp|—asE, /T]. (1.62)
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Gamow-csiics
o

1.5. dbra. A teljes hatdskeresztmetszet a rezondns és memrezondns hatdaskeresztmetszetek
szuperpoziciojaként dllithato elo.

Az (1.60) képlettel Gsszevetve lathatd, hogy a rezonédns hatéskeresztmetszet sokkal er6sebben
fiigg a hémérséklettol, mint a nemrezonéns.

A magreakcidk kiilonféle energiakon kiilonbozoek lehetnek. fgy gyakran el6fordul, hogy
két mag titkozése bizonyos energidkon nemrezonans, mas energiakon rezonans kolcsonhatast
eredményez. A teljes hatdskeresztmetszet dltaldban (1.59) és (1.61) alaku fiiggvények szu-
perpozicidjaval adhaté meg (lasd 1.5. abra).

1.6.8. Az energiatermelés homérsékletfiiggése

A hataskeresztmetszet homérsékletfiiggésének kifejezésébol megadhato a teljes energiakeltési
rata homérséklettol valé fliggése. Irjuk az (1.52) egyenletet formélisan hatvanyfiiggvény
alakba: 0
Nngn 5
e = —""Z{ov) = ep T, (1.63)
p

ahol \ és v egyelore ismeretlen hatvanykitevok. Ezek meghatérozasa egyszerti, ha figyelembe
vessziik, hogy a tobbi paraméter melyik mennyiségtol hogyan fiigg.

Mivel non, ~ p%, ebbdl azonnal kovetkezik, hogy € ~ p, azaz A = 1. A hémérséklet
kitevojének kiszamitasara hasznaljuk az alabbi logaritmikus derivaltat:

Olne
v = (alnT>' (1.64)

Mivel a hémérsékletfiiggést a hataskeresztmetszet hatarozza meg, az (1.60) és (1.62) Gsszefliggésekbél

adédik, hogy v = a1 /(3T"/3) —2/3 a nemrezondns, v = ayE, /T — 3/2 a rezonans esetben. A
hémérséklet hatvanykitevije tehat maga is homérsékletfiiggd (azaz a fiiggvény nem tisztan
hatvanyfiiggvény).

1.6.9. A gyenge kolcsonhatas szerepe

A termonuklearis reakciokban az erds és elektroméagneses kolcsonhatas mellett fontos sze-
repet jatszik egy harmadik fajta kolcsonhatas is. Ez a gyenge kolcsonhatds. Nevét onnan
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kapta, hogy az ennek hatasara végbemeno reakciok sebessége sokkal kisebb, mint a masik
két kolesonhatas okozta folyamatoké.
A gyenge kolesonhatas alapvetd folyamata a béta-bomlds:

n — pte +v, (1.65)

ahol n a neutron, p a proton, e~ az elektron, U, pedig az antineutriné (pontosabban anti-
elektron-neutrind). A gyenge kolcsonhatds soran is teljestilnek az alapveté megmaraddsi
torvények: az elektromos toltés, a barionszam, a leptonszam és az energia megmaradasa.

A fenti -bomlds karakterisztikus ideje szabad neutronon kb. 10 perc. Osszehasonlitds-
képpen, az erds kolesonhatédssal lejatszédé magreakcidk atlagos ideje 10722 s, mig az elekt-
roméagneses kolcsonhatds vezérelte folyamatok (foton-kisugdrzas) ideje kb. 1071¢ s. Lathato,
hogy a gyenge kolcsonhatas okozta reakciok sebessége sok nagysagrenddel kisebb.

Mas, szintén a gyenge kolcsonhatés altal vezérelt lehetséges reakciokat kaphatunk az
(1.65) pB-bomlés atrendezésével, oly médon, hogy ha egy részecskét a masik oldalra visziink,
akkor az antirészecskéjével helyettesitjiilk. Ugyanigy elvileg lehetséges a reakcid iranyanak
megforditasa is. Az igy kapott folyamatok azonban csakis akkor valésulnak meg, ha tel-
jestilnek rdjuk a fenti megmaraddsi torvények. Példdul a p — n+ et + v (et a pozitron)
protonbomlas az energiamegmaradas miatt szabad protonokon nem mehet végbe, hiszen a
proton nyugalmi tomege kisebb, mint a neutroné. Viszont ha a proton kotott allapotban van
az atommagon beliil, akkor ez a reakcié is végbemehet a kotési energia rovasara.

A p+e — n+vneutronkeltés (neutronizdcid) szintén problémas, ugyanis a proton és
az elektron nyugalmi tomege egytittesen sem éri el a neutron nyugalmi tomegét. Ez a reakcio
is megvalosulhat azonban olyan extrém koriilmények kozott, amikor az elektron igen nagy
kinetikus energiaja fedezi a reakcio energiasziikségletét. Ez torténik pl. nagyon nagy tomegi
csillagok magjéban, a vas-mag gravitacids osszeomlasakor.

A gyenge kolcsonhatéds okozta reakcidk soran dltalaban neutring keletkezik. Ezek nagyon
gyengén hatnak kolcson a tobbi részecskével, gyakorlatilag akadalytalanul tavoznak a csillag
magjabdl. Az altaluk elvitt energia csokkenti a reakcié energiahozamét, ennek mértéke pl.
fésorozati csillagokban elérheti az 5-10%-ot is.

A gyenge kolecsonhatas jatszik vezeto szerepet a neutronbefogdsos reakcioknal is. Ezeknél
a reakcidkndl egy nagy tomegszamu (altaldban vasnal nehezebb) atommag fog be egy ne-
utront, amely aztan kotott allapotban atalakul protonnd, ezzel novelve a rendszamot. Ily
modon lehetséges pl. a vasndal nehezebb elemek keletkezése. Mivel a vasnél nehezebb elemek
fuzidja energiabefektetést igényel (endoterm), a neutron kinetikus energidja fedezi az ehhez
sziikséges energiat. A reakciot lefolyasat segiti, hogy a neutron elektromosan semleges, tehat
az Utkozésnél nincs Coulomb-gat, nem kell alaguteffektus.

A neutronbefogés egyszer(ibb forméja az s-folyamat (slow = lassi neutronbefogas). Ekkor
a mag egy neutront fog be, és ez alakul 4t protonna: (A, Z2)+n — (A+1,72) — (A+
1,Z + 1)+ e + .. Ez a reakci6 a 83-as rendszdmu bizmutig képes nehéz magokat kelteni,
ezutan a magok a-radioaktivak lesznek.

Az r-folyamatban (rapid = gyors neutronbefogés) egyszerre tobb neutron is befogddhat:
(A, Z)+N-n — (A+N,Z) - (A+N,Z+N)+N-e~+N-U,. Ezen a médon egészen A=260
tomegszamig keletkezhetnek nehéz elemek (e folott a neutronbefogds maghasadést okoz).
Az s-folyamat akéar a hideg odridscsillagok ritka légkorében is lejatszédhat, az r-folyamathoz
sziikséges nagy neutronstiriiség inkabb csak szupernéva-robbandsok sordn valésul meg.
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1.6. abra. Az egyes magreakcios folyamatok energiatermelési rdtdinak homérsékletfiggése

1.6.10. Magreakcidk a csillagokban
H-He fuzié

A csillagokban lejatszodé legfontosabb termonuklearis reakcié a hidrogén atalakulasa héliumma.
Mai tuddsunk szerint ez a folyamat ment végbe az ésrobbandst kovetd percekben is (pri-
mordidlis nukleoszintézis), ennek hatdsara jott 1étre az Univerzum héliumtartalménak nagy

része.
A H-He fuzié egyszertibb forméja a proton-proton ciklus. Ez harom 6 1épésbol all: Egy

"H+'H — 2H+et+v
’H + 'H — 3He + ~
3He + 3He — *He + 'H +'H

teljes ciklus altal termelt energia kb. 26,2 MeV. A reakcié kulcsmomentuma az elsé 1épés:
két proton iitkozése egy deuteront kelt. Az ehhez sziikséges S-bomlas lassisaga miatt ez a
folyamat rendkiviil valdszintitlen, csakis azért jatszodik le a csillagokban, mert a magban a
H-slir(iség igen nagy. A p-p iitk6zés nemrezondns folyamat, hatdskeresztmetszetét az (1.60)-
hez hasonlé képlet irja le. (1.54) felhasznalasaval a protonok pusztuldsianak karakterisztikus
idejére 7 ~ 10° év adddik, ez Osszemérhetd a csillag teljes nukledris id6skaldjaval. A p-p
reakcid lassusaga tehat a H-He fizid teljes energiahozamét meghatarozza.

A p-p ciklus hémérsékletfiiggésének kitevéje v, = 11,27/ Ty /39 /3, ahol Tg a hémérséklet
106 K egységekben. 10% K-re v =10,6, 3 - 10" K-re v = 3,0 adédik. Léthat6, hogy a
homérséklet emelkedésével a reakcié energiahozama a hémérséklet egyre csokken6 hatvanyaval
irhaté le, az energiakeltési rata ellaposodik (1.6. dbra).

A H-He ftzi6 mas médon is végbemehet. Szén-, nitrogén- és oxigénmagok katalizalhatjak
a reakciot az alabbi médon (CNO-ciklus):
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PC+'™H — PN+y = BCHef+v
BC+'H — MN+4

UN+H —» YO+4y — BN+4et+v
BN +'H — 'C+ 'He

A folyamat soran felszabadul6 energia kb. 25,0 MeV, kicsivel kevesebb, mint a p-p cik-
lusé. A kétszer akkora neutrindemisszié miatt az energiaveszteség is nagyobb. A CNO-ciklus
szintén nemrezonans jellegii folyamat, azonban homérsékletfiiggése erésebb, mint a p-p cik-
lusé: veno = 50,8/Ty"* — 2/3. Ebbél 106 K-re v = 50,1, 3 - 107 K-re v = 15,7 adédik. Az
1.6. abran lathato, hogy emelked6 hémérsékletnél a CNO-ciklus energiakeltési rataja kevésbé
laposodik el, meredekebben emelkedik, mint a p-p ciklusé. A Napban keletkezo teljes ener-
gia kb. 10%-4t termeli a CNO-ciklus, azonban egy 3 M -nél nagyobb tomegii csillaghan az

energia szinte kizardlag CNO-ciklussal keletkezik.

He-égés

A H-He fuziénal sokkal bonyolultabb folyamat a He-égés. Ezt szokas Sa-folyamatnak is
nevezni, mivel hdrom db. He-mag (a-részecske) kell hozza. A reakcié 1épései a kovetkezdek:

‘He + “He — °®Be
8Be + ‘He — 120~
12 v 12
c* — HC++xy

A reakcié bonyolultsiagat egyrészt az okozza, hogy az elsé 1épésben keletkezd ®Be ra-
dioakt{v, rendkiviil gyorsan, 10716 s felezési idével visszabomlik két *He maggs. Ezért a
méasodik 1épés bekovetkezéséhez az kell, hogy az djabb *He maggal torténd iitkozés ezen
rovid idétartamon beliil torténjen meg. A masik nehezség az, hogy a mésodik 1épésben kelet-
kez6 12C* a 2C egy specialis gerjesztett allapota, amelybdl v-foton kibocsatdsaval a 12C-mag
képes stabil alapallapotba keriilni. A gerjesztett allapoti 12C* keltése egy rezondns magre-
akci6, ennélfogva az egész folyamat nagyon érzékenyen fiigg a hémérséklettél. (1.64) alapjan
a hémérsékletfiiggés exponense v, = 4,4/Ty — 3, ahol Ty a hdmérséklet 10?7 K egységekben.
A harom He-mag egyiittes iitkozésének feltétele miatt a struségtol valo fliggés is erdsebb,
mint azoké a folyamatoké, amelyekben két mag titkozik, a strtiségfiiggés kitevoje A = 2.
A 3a-folyamat beinduldsdhoz kb. p ~ 10% g/cm3 és T ~ 10® K hémérséklet sziikséges. A
hémérsékletfiiggés kitevojének értéke ekkor v ~ 40. A 3a-folyamat tehat sokkal erésebben
fiige a homérséklettol, mint akarmelyik H-He fziés folyamat.

A He-C fuzi6é egy ciklusa 7,27 MeV energiat termel, ez kb. negyede a H-He fazi6 e-
nergiahozamanak. A tomegegységre juto energiakeltési rata Gsszevetésekor ez az arany még
rosszabb, kb. 0,1 (mivel a 3a-folyamathoz tébb tomeg kell). A He-C fizi6 tehét tizedakkora
hatasfoku, mint a H-He fuzié. Ahhoz tehat, hogy a csillagok egyensilya fennmaradjon, a
He-égésnek sokkal gyorsabban kell végbemennie, mint a H-He fizionak.
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Nehezebb elemek fuzidja

Ha a magban a hémérséklet eléri a 600 millio K-t, lehetové valik a szén- és az oxigén-fizio.
Két 12C mag iitkozése Na, Ne és Mg keletkezéséhez vezethet, mig két 10-mag fiiziéjabdl Mg,
P, S és Si johet létre. Ezek a folyamatok hasonléan nemrezonans jellegtiek, mint a H-He fizio,
de a reakcioratajuk a homérsékletre joval érzékenyebb, és sokkal kevesebb energiat képesek
termelni.

Az oxigénégésen tuli magreakcidk a fentiektol eltéré mdédon mennek végbe. Ha a homér-
séklet eléri a 2-10° K-t, a 2°Ne-nal nehezebb magok a nagy energidji (E > 10 MeV) y-fotonok
hatdsara konnyebb magokkd esnek szét (fotodezintegrdcid). Az igy emittdlédé “He-magokat
ga—részecskéket) mas magok befoghatjak, mivel ekkor kedvezébb energiaallapotba keriilnek.
Igy tehat egyre nehezebb magok johetnek létre. Ez a folyamat fokozatosan, kvaziegyensulyi
szakaszokon keresztiil végiil a vas-csoport (°°Ni, °6Co, 5°Fe) elemeinek kialakuldséhoz ve-
zet. Mivel a folyamatban kulcsszerepet jatszé elem a 2Si (ez a leginkabb ellenall a foto-
dezintegraciora, tehat ennek reakciérataja és idoskalaja vezérli a teljes folyamatot), ezért a
nehezebb elemek fuzidjat osszefoglalé néven Si-égésnek nevezik.

A Si-égés igen magas hémérsékletet igényel, igy csak nagy tomegt (M > 5 M) csillagok
magjaban mehet végbe. Mivel a Si-égés viszonylag kis energiahozamu a tobbi fuzids folya-
mathoz képest, ezért a csillag teljes Si-tartalma nagyon gyorsan atalakul vassa. Egy 5 Mg
tomegl csillaghban a Si-égés idétartama kb. 1 nap. M > 8 M tomegl csillagok magja a
Si-égés utan nem képes djra egyensulyi allapotba keriilni, és gravitacids kollapszussal neut-
roncsillaggd, vagy fekete lyukkd alakul (szuperndva-robbands).

1.7. Osszefoglalés

Az alabbiakban osszefoglaljuk a csillagszerkezet vizsgalatahoz sziikséges legfontosabb alap-
egyenleteket és Osszefiiggéseket.
A csillagszerkezetet leird differencidlegyenlet-rendszer:

dM,/dr = 4mr?p tomeg-kontinuitdsi egyenlet

dP/dr = —GpM,/r? hidrosztatikai egyensuly egyenlete
dT/dr = —(3kp/16mac)L,/(4mr?) radiativ energiaterjedés egyenlete
dl'/dr = [(v—1)/v]-(T/P)-(dP/dr) konvektiv energiatranszport egyenlete
dL,/dr = 4mr’p-e energia-kontinuitasi egyenlet

A fenti alapegyenletekhez kapcsolodd kiegészitd osszefiiggések:

P = (p/u)R-T + (a/3)T* A&llapotegyenlet
€ = epT” energiakeltés
K o= kopT T/ opacitds (Kramers-torvény)

A fenti osszefiiggésekben szerepld konstansok, ill. kitevdk a csillagok anyaganak osszetételétdl,
illetve a figyelembe vett fizikai folyamatok részleteitol fiiggenek. A legfontosabb szerepet
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a kémiai Osszetétel jatssza. Ha a csillagban a hidrogén, a hélium és a nehezebb elemek
tomegszazalékat rendre X, Y, Z -vel jeloljik, az atlagos molekulasily ezekkel kifejezheto:
1/ ~2X +(3/4)Y + Z/2. Hasonléan, az energiakeltési rataban szerepld €y a p-p ciklusnal
X261, a ONO-ciklusnal X - Z-t6l fiigg.

A fenti egyenletek 7 kiilonboz6 fizikai mennyiségre Osszesen 7 Osszefiiggést adnak meg,
tehdt az egyenletrendszer elvileg megoldhatd, amennyiben a kémiai Gsszetételt adottnak
tessziik fel. A differencidlegyenletek konkrét (partikularis) megolddséhoz hatarfeltételeket
is meg kell adnunk. FEzek praktikusan meghatiarozhaté mennyiségek, pl. a csillag tomege,
sugara, vagy luminozitésa lehetnek. Mivel kell6 szamu egyenletiink van, az ismeretlenek kife-
jezhetoek egymassal, tehat az egyértelmii megoldashoz a hatarfeltételek koziil elegendd csak
az egyiket (dltaldban a tomeget) megadnunk. Ezt szokds Vogt—Russell-tételnek is nevezni. A
Vogt—Russell.tétel értelmében a csillagok belsé szerkezetét és mérheto paramétereit a tomeg
és a kémiai Osszetétel egyértelmiien meghatarozza.

Kapcsolodé animaciok:

e A héaramlas (konvekcid) egyszerii illusztraldsa
(link: 1/animation/[Convection.gif,]0,4MB)
(Forras: commons.wikipedia.org)
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/08 /Convection.gif
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