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Célkittizés

Korabbi projektmunkam!® soran, egy kezdetleges, az N-test problémat szemléltets szi-
mulaciot készitettem. Ez a program a gravitacios eréképletet, valamint néhany ismert
kezdeti adatot (hely, tomeg, sebesség) kiindulasi alapnak hasznalva, numerikus modszer-
rel kiszamitja az égitestek egyméshoz viszonyitott helyzetét az id6 mulasaval és ezt egy

animalt diagramon keresztiil szemlélteti is.

A szakdolgozat keretein beliil, a program kdédbazisat valamint a benne hasznalt mate-
matikai és fizikai modszerek tovabbi targyalasat, bévitését és a szimulacio elkészitéséhez

egy masik megkozelités alkalmazaséat tiztem ki célul.

Hasonloképpen a korabbiakhoz, a kiinduléasi alap itt is a gravitacios eréképlet, de ezt
mér nem az N-test probléméhoz hasznaljuk fel, hanem a kéttest-probléméahoz. Ennek a
modszernek az az elénye, hogy nem fog fliggeni a szimulacié pontossaga a beallitott id6-
1éptéktdl, vagyis attol, a mar fent emlitett id6t6l ami a test egyik pontbol a masikba valo
eljutasédhoz sziikséges. Cserébe viszont nem lehet bonyolultabb, példaul holdakkal és/vagy
kisebb aszteroidakbol illetve porbol allo gytirtivel /gytiriirendszerrel rendelkezd bolygokat
tartalmazo csillagrendszerek viselkedését megvizsgalni vele. Mindezek ellenére egy nagyon
szemléletes programot lehet ennek a modszernek a segitségével késziteni, amely tiikroz-
ni fogja a Kepler-térvényeket, valamint tényleges a csillagaszatban hasznalt palyaelemek

hasznalatat és kiszamitasat is lehetsvé teszi.

A program megirasdhoz a Python nyelvet valasztottam. ElsGdlegesen azért mert a
fizikdban, azon beliil csillagdszatban is egy elGszeretettel alkalmazott nyelv. Konnyt vele
dolgozni és hasznos, el6re megirt programcsomagokat, illetve kdnyvtarakat lehet a mun-
kank soran felhasznalni. Ezt a dolgozatot megel6z6 projektmunka elkészitéséhez is ezt a
nyelvet hasznaltam, ahol ezek az allitasok igazolast nyertek a szamomra.

Példaul a vektorokkal valo szamitas elGzetes ismereteim alapjan a legtobb programo-
zasi nyelven bonyolult tombkezeléssel és altalunk megirt programkodok segitségével, vagy
nehezebben elérhetd és telepithets kiegészité konyvtarak hasznélataval valik csak lehe-

tévé. Ezt Python-ban biztositja szamunkra a NumPy, amely szintén egy a Python-t

'Bolygomozgas szimulacioja Python-ban



hasznalok szaméra megirt kiegészité konyvtar, de a nyelv hasznalatdhoz sziikséges tele-
pitési folyamatok soran automatikusan a hasznalhaté konyvtarak kozé keriil, igy nekiink

maéar csak hasznalnunk kell.

Bevezetés

Kéttest-probléma

A kéttest-probléma az égi mechanika egy specialis problémaja, amelyben két tomeg-
pontot vizsgalunk. Ezekre a tomegpontokra csak a kolesonds gravitacios vonzoersk hat-
nak.

A tomegpontok mozgasegyenletei:

ﬁg,lQ = ml% = Qm;QMF (1)
Fo = m% - —/g2m7{7;"‘2f 2)
ahol,
ﬁg : a gravitacios erévektor
k2 a gravitacios allando ~ 6,674 - 10711 m’
kg - s?
myi,ms :  a két tomegpont
71, 7o az origobol a két tomegpontba mutato helyvektor
7 m1-b6l mo-be mutatd helyvektor
T a tomegpontok kozotti tavolsag

my

1. abra. Kéttest-probléma &brazolasa.

physicsbootcamp.org/The-Two-Body-Problem.html, Figure 9.4.1


http://www.physicsbootcamp.org/The-Two-Body-Problem.html

Adjuk 6ssze (1)-et és (2)-t és integraljuk az id6 szerint kétszer.

A7 N d? 7y
my—— + Mo——s =
L 2 dt2
dry dry
mi— +me—— =a
Ut 2 dt
m1F1 + mgfg = g+ dt (3)

Keressiik meg a két tomegpontbol 4llo rendszer tomegkozéppontjat (3)-as egyenlet fel-

hasznalasaval.

écm = Zmiri
2 m;

= mlf’l + mgf'g b + at

mi + Moy my + Moy

Igy attérhetiink a kéttest-problémarol az egycentrum-probléméra, ahol nem az Oxyz ha-

nem a CMxyz koordinata-rendszerben vizsgaljuk a mozgasegyenleteket.

— d27?1/ oMmims _,

F9712 = ml—dtz =k 3 T (4)
— d27?2/ oMmyims _,
Fg721 = mgﬁ = — 3 r (5)

A (4)-es és (5)-6s egyenletben szerepls 7, és 7, helyvektorokat meghatarozhatjuk, az 1.

abra és a (3)-as egyenlet segitségével.

_ . - b+c‘it—m2f’2 b—l—ﬁt
=" gm = - =
mi mi + mo

mlb + mlc_it - mlmgfg + mgb + mgc_it - mgfg - mlb — mlc_it

ma(my + ms)

ma(b + @t — (my +ms))  mamy (FL — 7) msy

—

= — T
my(my + ms) my(my + ma) mi + mo



~

_ . - b+c_it—m17_"1 b+67t
Ty =T2 — figm = - =
mo mi1 + mo

[\

mlb + mld’t - m%f} + mgb + mgd’t - mlmgf’l - me — mzd’t

mo(my + ms)

ma (b + @t — 7 (my + ms)) Comama(Ty — 1)y

—

mo(my + ms) omg(my +mg)  my + me

Ezeket behelyettesitve (4)-be és (5)-be a kovetkezst kapjuk, hogy

—/ —

d*r, ymimy A% oMy +my
my =k F— — = —k"———7T
dt? r3 dt? r3

d2 —/ d2—*

) oMmima _, r My +me
me——— = —k rF— — = —k‘——=r
dt? r3 dt? r3
dQF oMy + moy
e i )

dt? r3

Koénnyen belathato, hogy a (6)-os Osszefiiggés megegyezik (1) - (2)-vel.

A7 mym > m
My = = K2 > — L = BT
dt? r3 dt? 73
> mym d*T m
My 2 gofama 2 _ g2
dt? r3 dt? 73
drl_drg :d(r1 ) :k2m1+m2f,_)ﬂ:_k2m1+m2f
dt? dt? dt? r3 dt? r3

Tehat a (6)-os egyenlet megmutatja hogyan mozog az mqy jelzést tomegpont az my t6-

megpont koril.

Most mutassuk meg, hogy a mozgas sikban zajlik. Szorozzuk be a (6)-os egyenlet minkét

oldalat a helyvektorral, vektoridlisan.



A7 my + Moy
X —k?———=F

X — =T

dt? 73
o d27? 2m1+m2 5
TX = —k T(r X T)
LA
FX — =

dt?

Ha integraljuk a kapott egyenlet mindkét oldalat, a kdvetkezst kapjuk

dr
dt

7 X =

ahol, az egyenlet bal oldala az egységnyi tomegre vonatkoztatott impulzusmomentum all,
ami eszerint konstans.

Skalarisan beszorozva az egyenlet mindkét oldalat egy vegyes szorzatot fogunk kapni,

amelyre alkalmazhatjuk a kovetkezé atalakitast,

ibx @) =a-b-¢=det(a,b,?)

igy a fent emlitett vegyes szorzatbodl azt kapjuk, hogy

r oy oz
e T |, e ® Ay A dy Az
"\"a) T Y Wy T T e Y T

dr dy dz

dt dt dt

=y

oL
I

o

Ez azt jelenti, hogy ¢ # 0 esetén 7 és ¢ egymasra merdleges, 7 mindig a konstans ¢ vektorra

merdleges sikban van. A mozgas tehat stkmozgés.



Legyen az alapsik a palyasik (PLXY Z — P X1Y172,)!

2. abra. Alapsik abrazolésa.

Igy a mozgas egyenletei,

d2131 B kal + Mo
@ - s "
Ty _ it me
dt? r3

A fentebb leirtakhoz hasonléan az impulzus momentum pedig,

dy: dx; .
W g

—

dr
A (6)-os egyenlet mindkét oldalat skalarisan beszorozva —t—vel majd id& szerint integralva,

az integralas azonossagait felhasznalva,

—_— — = — —_—r s — = — —_ T —

dt?2 dt r3 dt r2 dt
@ dr o (dr\' (AT dF *r dr - 1dF
a2 dt  \ dt dt2  dt dtz2 dt  2dt



oMy +mg . dT L 9 (1dr _
T d
= —k*(my + mo)F (ﬁ - —25
A 2F
= —k*(my + mg)7 (—— — —i—rh)
ror

Ldr_omitme

Amit atrendezve az energia allandosagara vezets Osszefiiggést kapunk

1dr mi + Mo
SO TRy
2 dt r

ahol h konstans, a rendszer 6sszenergiaja.
Felhasznélva, hogy pu = k*(my + ms)

2
v =H o op
r

Térjlink a4t polarkoordinatakra és hatarozzuk meg a mozgas palyajat.

Y,
A

3. abra. Attérés polarkoordinatakra.

Ty =7 -COSU

Y1 =71-sinu



A mozgasegyenletek igy,

dxq . U
—— = —cCcosu — 1 -sinu—
dt dt dt
dy:  dr n du
—— = —sginu+17-cosu—
dt dt dt

az impulzusmomentum pedig

1 T dr . du . dr . du
c:xla—ylazr-cosu acosu—r-smua —r-sinu asmu%—r-cosua

du
c=r’—

10
o (10)
A (9)-es egyenletbe behelyettesitve v-t, ahol igy

de \* Ay \®  (dr\® du’
2 _|1p2 = (%1 “hn ar 2 2 o2, AU
v° =|7) (dt) +<dt) (dt) cos” u + r”sin (dt)

dr du dr du

—QTEE sinu - cosu + QTEE sinu - cosu

+ ﬂ 2sir12u—i—7ﬂ2cos27,e d_u 2
dt dt
dr\” du\” 21
2 _ (20 2 (2" _ 2h 11
Y (dt) r (dt) . (11)

A mozgas palyajanak meghatarozasihoz, a fenti egyenletben el6bb meg kell hatarozni
d
d—?—t a (10)-es egyenletbdl.

Ennek felhasznalésaval d—:—nél at kell térni u szerinti derivalasra.

dr drdu drc d

c
dt  dudt  dur? @(F)
Ezeket pedig behelyettesitve (11)-be kapjuk, hogy

d re\]? A 2/
—— (- — =—+42h
[ du <fr>} e T



Y oL G (O

mivel £ = konstans, ezért irhatjuk, hogy
c

Tehat

Igy ez az egyenlet a valtozok szétvalasztasaval integralhato

— f ;RQCZR = Jdu
KAll— el
Elvégezve az integralast az egyenlet mindkét oldalan,
4 R

COS — = U—W

K

ahol w egy integracios allando (a pericentrum argumentuma nevi szogmennyiség). Fzt

atrendezve
R = K cos(u — w)

Visszahelyettesitve R-t és K-t az egyenletbe, majd azt atalakitva,

2
S_%:Kcos(u—w):\/@cos(u—w)
z ¢
== [1+4/1+2h+ — cos(u — w)
c Il

Ebbdl r pedig mar kénnyedén kifejezhetd.

2
i
2
L+ /14 2h + — cos(u — w)
i

10

i e




Bevezetve az aldbbiakat, a palya egyenlete

&
p=—": pericentrum-tavolsag
i
2
e=4|14+2h+ — excentricitas
I
V=U—Ww: val6di anomélia

p
_ 12
" 1+ ecosv ( )

Ez egy kupszelet egyenlete, amibdl a palya alakja lehet

1. Ellipszis e <1, h <0 (a teljes mechanikai energia negativ)
2. Parabola e =1, h =0 (a teljes mechanikai energia nulla)

3. Hiperbola e <1, h <0 (a teljes mechanikai energia pozitiv)

4. adbra. Kipszeletek dbrazolasa.
kids.kiddle.co/Orbital _eccentricity
A p paraméter vagy pericentrum-tavolsag, a kipszelet nagytengelyére az F1 fokuszban

allitott merdleges szakasz, melynek masik végpontja a kupszeleten van.
A v valodi anoméliat az r radiusznak a kupszelet nagytengelyével bezart szogét, a

pericentrumtoél (az alabbi dbran az A pont) kiindulva az éramutaté jarasaval ellenkezd

iranyban mérjik.

11


https://kids.kiddle.co/Orbital_eccentricity

5. abra. Ellipszis abra.

hu.wikipedia.org/wiki/Ellipszis

Az r tavolsag akkor a legkisebb ha a v valodi anomaélia nulla (u = w), azaz

p
1+e

Tmin =1V =0°) =

Ellipszis alakt palya esetén r tavolsdgnak lehet maximaélis értéke a r(v = 180°)-ban, ez a

tavolsidg az apocentrum.

Ellipszis-pélya esetén:
p=a(l—¢’

ahol a az ellipszis félnagytengelye, igy a palyaegyenlet felirhat6é a kévetkezSképpen,

. a(l —e?)

- 13
1+ ecosv ( )

12


https://hu.wikipedia.org/wiki/Ellipszis_(g%C3%B6rbe)/

Palyaelemek

A palyaelemek egy égitest gravitacios terében kerings objektumok (pl. kettdscsilla-

gok komponensei, bolygok, holdak, stb.) palyajanak pontos meghatéarozasara szolgald

paraméterek.

Altalaban az alabbi hat paraméterrel adjak meg egy kerings objektum palyajat:

1

palyahajlas vagy inklinéacio

a keringési stk hajlasszoge az alapsikhoz

képest

a: a palyaellipszis félnagytengelye

e: numerikus excentricitas a péalyaellipszis lapultsagat adja meg,
definici6é szerint: e = # , ahol
b a palyaellipszis fél kistengelye

w: a pericentrum (alabbi d4bra P pont) a keringési sikban mérjiik, a pericent-

tavolsaga a felszallo csomotol rum irdnya és a felszallo6 csomé altal

bezart (pozitiv iranyban felvett) szog
nagysaga

Q: a felszall6 csomd hossza az alapsikban, az alapirany és a felszal-
16 csomo altal bezart szog nagyséaga

7: a kering§ égitest (valamelyik)

pericentrum-atmenetének idépontja

az égitest palyaja

A palyaelemek

6. dbra. Palyaelemek abra.

astro.u-szeged.hu/oktatas/csillagaszat /5 Egi mechanika/egi mechanika.htm


http://astro.u-szeged.hu/oktatas/csillagaszat/5_Egi_mechanika/egi_mechanika.htm#id2491698

A mozgas idébeli lefolyasa

A mozgas palyajanak ismeretében meghatarozhaté a mozgas idébeli lefolyéasa, azaz az
r(t) fiiggvény. Mivel r-nek a v valodi anomaliatol valo fliggését ismerjiik, a feladat a v(t)

fiiggvény meghatarozéasa. Irjuk fel az impulzusmomentum-egyenletet v felhasznéalaséaval:

dv
2— =
"

ka/(my +my) - a(l — e2) (14)

Ez az egyenlet azonban véges formaban nem integralhato, igy sziikség van v helyett
egy 1j valtozo bevezetésére. Lattuk, hogy a mozgas palyédja ellipszis, parabola vagy hi-
perbola, az energiatol fliggen. Az 1j valtozo bevezetése fiigg a palya tipusatol. Mivel
a gyakorlatban elliptikus palyak fordulnak els leggyakrabban (pl. bolygok mozgasa), itt

csak az elliptikus mozgas esetét targyaljuk.

7. abra. Palyaellipszis abréazolasa.

Elliptikus mozgéas esetén a v valdédi anomalia helyett vezessiik be az E excentrikus
anomalidt. Rajzoljuk meg ehhez az ellipszis f6korét, ami egy a sugara kor az ellipszis
kozéppontja koril. Az mo tomegponton at hizzunk egyenest az ellipszis nagytengelyére
merdleges iranyban, igy kapunk egy metszéspontot a f6koron. Ezt a metszéspontot az

ellipszis kozéppontjaval 6sszekotve a kapott szog az E excentrikus anomaélia.

14



Hatéarozzuk meg az Osszefiiggést v és F kozott. Ehhez sziikségiink lesz mis és Smy

szakaszokra.

Vizsgaljuk meg a kapcsolatot a kor és az ellipszis egyenletei kozott.

Az ellipszis egyenlete:

——I—y—=1—>ye=—«/a2—x2
a?  b? a
A kor egyenlete:
a=>b
2 2
)
ﬁ+§=1—>yk— a? — x?
Ezekbdl pedig,
Ye b
Y Q
Irjuk fel az egyes szakaszokat,
mime =17
Om; = ae
sQ = asin F

b . ) . .
Sy = —asin E =bsinE = avV1 —e?sin E = rsinv
a

m;s = acos(E) — ae = a(cos(F) — e) = rcosv

Emeljiik négyzetre és adjuk 6ssze rsin v-t és r cos v-t.

2 2

r? = a*(cos® E — 2ecos E + €? +sin® E — ¢*sin* E) =

=a*(1+¢e* —2ecos E — e*sin’ E) =

(
(
= a*(1 — 2ecos E + ¢*(1 —sin? E)) =
= a*(1 —2ecos E + e*cos’ E) =

(

= a*(1 — ecos E)?

r=a(l—ecosE)

15



Kivonva r-bél r cos v-t,

r—rcosv=r(l—cosv)=a(l —ecos E —cosE+¢) =a((1+e)(l—coskE))
Hozzéadva r-hez r cos v-t,

r+rcosv=r(l+cosv)=a(l —e—ecosE +cosE)=a((l—e)(l+coskE))

Ez utobbi két egyenlet hanyadosat véve,

l1—cosv (l+e)(l—coskE)

l+cosv (1—e)(1+4cosE)

Itt pedig az egyenlet mindkét oldaldnak gyokvonasa utan felhasznalhatjuk a kovetkezs

; (x) . 1 —cosz
an (=) = A | ——
2 1+ cosx

A fentiek alapjan, kideriil, hogy v és E kapcsolata csak e-t6l fiigg:

trigonometrikus azonossagot,

v 1+e E
tan = = tan — 15
Wy TNT M (15)

Az r helyvektor nagysiga pedig igy adhato meg:
r=a(l—ecosE) (16)
Beirva E-t v helyére, az impulzusmomentum-egyenlet igy alakul:
dE 32
(1 —ecos E)E = a7 ky/my + my (17)
Az egyenletet integralva megoldasként az un. Kepler-egyenletet kapjuk:
E—esinE=n(t—7)=M (18)

ahol M a kozépanomélia, 7 a pericentrum-atmenet idépontja, n pedig az tn. kézépmoz-
gas:

2
N — Tﬂ = 1232 (19)

A transzcendens Kepler-egyenletbdl E = E(t) meghatarozhato, de csak egy végtelen sor

forméajaban (numerikus médon megoldhato).

16



Megval6sitas

A program {6 célja, hogy a valésaghoz kozelalld szimulaciét mutasson be a csillaga-
szatban is hasznélatos palyaelemek hasznélataval és kiszamitasaval. Ehhez a fent leirt
szamitasokat kell tudnia elvégeznie, méghozza mésodpercenként tobbszor, a program el-
inditasatol kezdve egészen addig amig fut. Mivel nem csak egy kettds rendszert szeretnénk
szimulalni, habar az is elég lenne a program helyes mitikodésének vizualis igazolasahoz,
lehetségessé kell tenni, hogy tobb égitest mozgasat is nyomon koévethessiik a futasi id6
alatt. Ezt Ggy lehet megvalositani ha tobb égitestre is elvégezziik a szamitésokat egy

iteracio alatt.
A szimulaciohoz az alabbi csomagokra lesz sziikségiink.

pyqtgraph: Egy vizualizaciés programcsomag ami egy fejlettebb animaciot teszi le-
het6vé, mint egy szimpla animélt diagram. Sziikség lesz bel6le az opengl Qt, ezen beliil
pedig a QtCore és QtGui alkonyvtarakra.

numpy: Egy tombkezelésre felhasznalhatoé konyvtar, amellyel gyorsan és konnyen
végezhetiink miveleteket egy, két, vagy akir egyszerre tobb adattombbel is, illetve tar-
talmazza a szamunkra sziikséges matematikai konstansokat mint példaul a 7w és a trigo-
nometrikus fliggvényeket.

pandas: Egy adatkezelésre szolgald konyvtar. Segitségével konnyedén feldolgozha-
tunk kis és nagy mennyiségl adatot is, ilyen lesz példaul a bemeneti adathalmazunk ami
tartalmazza az égitestek adatait.

datetime: Az idG kezeléshez sziikséges konyvtar.

A szimulaciot és a hozza sziikséges miiveleteket tartalmazo fiiggvényeket egy osztaly-
ban definidljuk. Ahhoz, hogy a kés6bbiekben kénnyedén tudjunk j égitestet hozzédadni a
rendszerhez, érdemes egy jol strukturalt adathalmazt létrehozni, amit egyszerd atlatni és

tartalmazza a sziikséges adatokat.

A fent emlitett osztaly meghivéasakor ezt a dictionary tipusu adathalmazt adjuk meg

egyediili paraméterként, amely a kovetkezd adatokat tartalmazza:

17



m: tomeg [ke]

d: atmeérd [m]
a a palyaellipszis félnagytengelye [m]
e: numerikus excentricitas

i palyahajlas vagy inklinécio °]
T a pericentrum-atmenet idépontja [s]
T "aktualis" helyvektor [m]
To! "el6z6" helyvektor [m]
v valodi anomalia [rad]
E: excentrikus anomalia [rad]
M: kézépanomalia [rad]
color: az égitest szine RGB-ben np.array(|r,g,b])

Ennek az osztalynak sziiksége van négy olyan fiiggvényre ami az animacié futésaért

és a hozza sziikséges adatok kezeléséért felelGs.

animation: Meghivja a start fiiggvényt és beél-
lit egy timer-t ami adott id6koézonként

meghivja az update fliggvényt.

start: Elinditja az animéaci6 kezeldfeliiletét.
update: Meghivja a fizikai paraméterek kiszami-

tasahoz sziikséges fliggvényeket, majd

meghivja a setPositions fiiggvényt.
setPositions: Végig iterdl az égitesteken és az animé-

cion beallitja a hozzajuk tartozo objek-

tumok koordinatait.

Ezek utan ahhoz, hogy kiszamitsuk az égitestek poziciéit a fentiek alapjan, 4 1épésen

kell végig menni.
1. Ko6zépanomalia kiszamitasa

2. A kozép anomaliabol (Newton-modszer segitségével) az excentrikus anomalia meg-

hatarozasa
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3. Az excentrikus anomaéliabol meghatarozhato a valodi anomalia

4. Palyaegyenlet megoldéasa és atvaltas Descartes-koordinatakra

Megjegyezziik, hogy a kozponti objektum esetében ezek a szamitasok nem sziikségesek,

mivel azt feltételezziik, hogy az nem mozdul a szimuléci6é soran.

Kozépanomalia kiszamitasa

Ha a (18)-as egyenletbdl n-t behelyettesitjiik (19)-be,

M = 4/ (t—1)

Igy csak (t — 7)-t kell meghatarozni, ami a két pozicié valtas kozétt eltelt ids. Egy-
elére fixaljuk le 7-t és mondjuk azt, hogy megegyezik a program elinditasanak idejével
amennyiben nincs beallitva neki érték. Késébb megadhatjuk az egyes objektumok 7
paraméterének értékét igy pl. a Naprendszer esetében latni fogjuk a bolygok aktualis
elhelyezkedését a Naphoz képest.

A fiiggvény neve calcMeanAnomaly lesz. Ebben a fliggvényben végig iterdlunk az

objektumokon és kiszamitjuk, majd beallitjuk a hozzijuk tartoz6 kozép anomaliat.

Allitsunk be egy valtozot az osztdlyunkban (T CURRENT), amiben az aktualis
id6t taroljuk el, ez fog megfelelni t-nek. Az esetleges program fordulési hibék elkeriilésére
ellendrizziik le, hogy van-e méar értéke ennek a valtozonak, ha nincs akkor &llitsuk be a

program elinditasanak idejét a datetime.datetime.now() fiiggvénnyel.

Szintén le kell ellenérizni, hogy a kozépanomalia kiszamitasahoz sziikséges adatok be
vannak-e allitva, majd a fenti képletet hasznalva kiszamittatjuk a programmal a k6zép

anomaliat és azt hozza is adjuk/frissitjiik az aktualis égitest adataihoz.

def calcMeanAnomaly (self):
if (self. T CURRENT is None):
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self . T CURRENT = datetime.datetime.now()
self . T CURRENT += datetime.timedelta (days=1)

for obj in self.objects:
if obj = ’SUN’:

continue

if(self.objects|[obj]|.tau is None):

self.objects|obj].tau = datetime.datetime .now ()

if self.objects[obj].a is None or self.objects|[obj].m is None:
print ("Value_missing _from_object_", obj)

print ("Semi—major_axis:_", self.objects|[obj]|.a)
print ("Object ’s_mass:_", self.objects|[obj].m)

return

mu = Gx(self.objects|’SUN’|.m+self.objects|[obj].m)
M = np.sqrt(
mu/self.objects[obj|.a*x*x3)x(
(self .T CURRENT-self.objects|[obj].tau).total seconds|()

)
self.objects[obj|.M =M

return

Excentrikus anomalia kiszamitasa

Mivel az excentrikus anomaliat csak numerikus megkozelitéssel lehet meghatarozni,
hasznalnunk kell ehhez a Newton-mddszert. Ez a moédszer arra hasznalatos, hogy a
valos fiiggvények gyokeit (zérushelyeit) megkozelithessiik. Ehhez sziikségiink van egy ki-
indulopontra, ami az igazi gyokhoz elég kozel all, igy gyorsan megtalalhatjuk a keresett
értéket. Ez a gyok a megadott kiindulasi pontban megkozelitSleg az ehhez a ponthoz
hazott érintén (a fliggvény derivaltja) talalhato. Ennek az érintének a metszéspontja az

x-tengellyel egy jobb kozelitést ad a fliggvény gyokérsl mint a kezdeti pontunk.
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8. 4bra. Newton-modszer abra.

hu.wikipedia.org/wiki/Newton-modszer

T T ()
n

Ez a folyamat iteralhato, tehat példaul egy ciklusba rendezve felhasznélhatjuk jo ko-
zelitéssel az excentrikus anomélia meghatarozasara.

Hozzunk létre egy NewtonMethod nevi fiiggvényt az osztalyon kiviil. Ot valtozot
kell ennek a fliggvénynek atadni, egy kezdeti értéket py; egy tolerancia hatart ami alatt el-
fogadjuk a kapott értéket tol; egy maximalis iteraciészamot IN, hogy elkeriiljiik a végtelen
ciklus lehetGségét; a fiiggvényt f és a fiiggvény derivéaltjat df aminek a gyokét szeretnénk
megtalalni.

A fiiggvényen beliil beallitunk egy ciklusszamléalot, ami ha eléri a maximélis iteracio-
szamot megakadalyozza a ciklus Gjboli lefutasat, igy a fliggvény visszatérhet hibaiizenettel.
Belépiink egy ciklusba a meghatarozott eléfeltételekkel, végrehajtjuk a fentebb leirt mii-
veletet, majd megnézziik, hogy a kapott gyok és a kezdeti érték kiilonbségének abszolut
értéke kisebb-e mint a megadott tolerancia hatar. Ha kisebb, akkor visszatériink a kapott
gyokkel, ha nagyobb akkor megnoveljiik egyel a ciklusszamlalot és az 4j kezdeti értéknek

beallitjuk az aktuélis iteracioban kapott gyokot.

21


https://hu.wikipedia.org/wiki/Newton-m%C3%B3dszer

def NewtonMethod(p 0, tol, N, f, df):
index =1
while index <= N:
b= p_0— (£(p_0)/df(p_0))
if np.abs(pp 0) < tol:

return p

index += 1
p.0=p
print ("Cannot_determine_requested _value ... ")

return False

Az excentrikus anomalia kiszamitaséért a calcExccentricAnomaly fiiggvény fog fe-
lelni. A fliggvény végig iteral az égitesteken, ellendrzi, hogy a sziikséges adatok be vannak-

e allitva, ha nem akkor vagy visszatér vagy beallit egy kezdeti értéket.

A (18)-as egyenletbdl hatérozzuk meg a fiiggvényt és annak derivaltjat amit tovabb kiva-

nunk adni a NewtonMethod fiiggvénynek.

Rendezziik at a (18)-as egyenletet,
fl(x)=M—-E+esinE =0

majd derivaljuk le E szerint

df (x)

iE =—1+ecosFE

Ezeket a fliggvényeket fogjuk tovabbadni, hogy meghatarozhassuk az excentrikus ano-
maliat, tovabbiakban E-t. Allitsuk be a tobbi paramétert is, a kezdeti értéknek a kbzép
anomaliat adjuk meg arra szamitva, hogy ez elég kozeli érték a tényleges E értékéhez.
Mivel ez a kozelitési folyamat elég gyors, igy a maximalis iteracié szamnak adjunk 10-
et. Tolerancia hatarnak pedig &llitsunk be 10~°-es nagysidgrendet. Ennek a kiovetkezo a
magyarazata:

Az egyszertiség kedvéért vegyiik alapul a Fold bolygot és tegyiik fel, hogy tokéletes
korpalyan (e = 0) kering az (x,y) sikban a Nap koriil és a t = O-ban az (x,0) pontban
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helyezkedik el. Ebben az esetben egy nap eltelte utan a Fold excentrikus anomalidja
27 2
E =M === -86400s + tol = —— + 10~°[rad
L 86400s =+ to 365 T 0~°[rad]

Mekkora idébeli kiilonbséget is jelent az a 10~°[rad] eltérés? Kénnyedén meghatéroz-

hatjuk.

365
27[rad] = 365nap — 1[rad] = 5, hap
m

365
10~°[rad] = 2—10—5nap ~ 5.8 -107*nap ~ 50s
T

Tehat nagyjabol percre pontosan meghatarozhatjuk ekkora kozelitéssel a Fold helyze-
tét a Nap koriili palyan, ezért ez a kozelités elég jonak szamit. Ez az eltérés a tavolsag
novekedésével természetesen né, ez a Neptunusz esetében mar 2,3 6rat jelentene, de an-

nak 165 éves keringési periddusaval még igy is azt mondhatjuk, hogy jo a kozelités.

Ezek alapjan adjuk meg a fenti paramétereket a NewtonMethod fiiggvénynek és

allitsuk be az altala megadott értéket mint az égitest excentrikus anomaliajat.

def calcEccentricAnomaly (self):
for obj in self.objects:
if obj = ’'SUN’:

continue

if self.objects[obj].M is None or self.objects|[obj].e is None:
print ("Values_missing_from_object_", obj)
print ("Eccentricity:_", self.objects[obj]|.e)
print ("Mean_Anomaly:_", self.objects|[obj]|.M)

return

if self.objects[obj].E is None:
self.objects|obj|].E = 0.0

def f(E, M=self.objects|[obj|.M, e=self.objects[obj]|.e):
return M — E + exnp.sin (E)
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def df(E, e=self.objects|obj]|.e):

return — 1 | exnp.cos(E)

p 0 = self.objects|[obj].M

N = 10

tol = le—H

E = NewtonMethod (p 0, tol, N, f, df)
self.objects|obj|.E = E

return

Valodi anomalia kiszaAmitasa

Ennek a paraméternek a kiszamitésaért a calcRealAnomaly nevi fiiggvény fog fe-
lelni. Ez a fiiggvény is égitestek listajan iteral végig, megnézve hogy a valodi anomalia

kiszamitasahoz sziikséges egyéb (e, E') paraméterek be vannak-e allitva.

Ezek utan a (15)-6s egyenletet felhasznalva,

v 1+e E 1+e E
tan — = tan — — v = 2 arctan tan —
2 1—e 2 1

beallitja a valodi anomalia értékét az adott égitestnek.

def calcRealAnomaly (self):
for obj in self.objects:
if obj = ’'SUN’:

continue

if self.objects|obj].e is None or self.objects|[obj|.E is None:
print ("Values_missing_from_object_", obj)
print ("Eccentricity:_", self.objects|[obj]|.e)
print ("Eccentric_Anomaly:_", self.objects|obj].E)

return

e = self.objects|[obj].e
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E = self.objects|[obj].E
v = 2 % np.arctan(np.sqrt((1+e)/(1—e))*np.tan(E/2))
self.objects|[obj|.v = v

return

Palyaegyenlet megoldasa és atvaltas Descartes-koordinatakra

A palyaegyenlet megoldasat és a koordinatak atvéaltasat a calcPosition fiiggvény fog-
ja elvégezni. Ahogyan a tobbi fliggvény ez is végig fut az égitesteken, leellenérzi, hogy
hianyoznak-e a szamitésokhoz sziikséges adatok, ha igen akkor beallit egy kezdGértéket. A
(13)-as egyenletbe behelyettesitve kiszamitja a radiusz vektort, ami polarkoordinatakkal
van megadva és abbdl kiszamitja a Descartes-koordinatakat, végiil pedig eltarolja az els-
78 koordinatakat és frissiti az Gjakat. Ez utobbi mivelet az animécio sajatossagai miatt
sziikséges, mivel a két koordinata adat kiilonbsége fogja megmondani a programnak, hogy

mennyivel kell eltolni a koordinatakat az el6zGekhez képest.

def calcPosition (self):
for obj in self.objects:
if(self.objects[obj].v is None):
self.objects|obj].v = 0.0

if(self.objects[obj]|.M is None):
self.objects|obj|].M = 0.0

if(self.objects[obj].i is None):
self.objects|obj].i = 0.0

if(self.objects[obj].e is None):
self.objects|[obj].e = 0.0

a = self.objects|obj].a
e — self.objects|[obj].e
v = self.objects|obj].v
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r = (ax(l—exx2)) / (1+e*np.cos(v))

X = rx*np.cos(v)

y = r#np.sin(v)

self.objects|[obj].r_o = self.objects|[obj].r
self.objects|obj|.r = 10xnp.array ([x, y, 0])

return

Végezetiil pedig be kell allitani az osztaly konstruktoraban, az animécié ablakanak
megnyitasaért felelgs paramétereket, ki kell nyerni a megadott adathalmazbol az adato-

kat szamunkra megfelel6 formatumban.

Az animéaciohoz hozzdadunk egy koordinata halot is, ahol tiz beosztas lesz egy csilla-
gaszati egység. Ki kell szamitani a kezdeti adatokat és beallitani a bolygoknak megfelels
gombalakzatokat (tavolsag, méret szin, stb.), figyeljiink az égitestek méretének és a ko-
zépponti objektumtol valo téavolsag helyes beallitdsara, mert kdnnyedén el6fordulhat az
a helyzet, hogy a kozponti objektum mérete tillog az els§ par koriilotte kerings égitest

palyajan és igy elnyeli 6ket.

Az animaéci6s programcsomag biztosit egy forgatésra alkalmas fiiggvényt minden hoz-
zatartozo elem szaméra, amelyet hasznalhatunk a pélyahajlas vagy inklindcié és a peri-

centrum argumentuménak beéllitaséara.

Allitsuk be még az animacié lépéskozét, lehetSleg akkorara, ami folytonos mozgas
latszatat kelti és nem okozza az égitestek "ugralasat". Ezek utdn meghivhatjuk a program
elinditasakor az osztily animation fiiggvényét, amellyel elindul az szimuléacio, amelynek

az egy-egy képkockajat az alabbi két kép mutatja.
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9. 4bra. Szimulaci6 futtatésa 1. kép

7 Egi mechanikai szimulicio - o X

10. abra. Szimuléci6 futtatasa 2. kép

Az els6 képen a Neptunusz bolygd és a Pluté torpebolygo kivételével, a rendszer mind-
egyik tagja latszik. Ez utobbit egy kicsit keresni kell az animacion mivel nagyon pici, nem
véletleniil lett eltavolitva a bolygok osztalyabol. A masodik képen pedig egy kozelebbi
nézéponthol figyelhetjiik meg a belsé bolygok mozgésat.

A bolygok és a Nap egymashoz mért tavolsagat, illetve méretét még lehetne véltoztat-

ni, hogy a Nap mérete a bolygokéhoz képest a valosidgot jobban tiikrézze, de az nagyon sok
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"zoom"-olassal és kereséssel jarna. Ez egy olyan probléma amit nem lehetett megoldani,

de a legtobb hasonl6 szimulacié nem is igazan foglalkozik vele.

Osszegzés

Ez a program alkalmas az égitesteknek a kozponti objektumhoz viszonyitott mozgésat
bemutatni egy szemléletes animaciot adva végeredményiil, a palyaelemek és a tomegek
ismeretében. A pontossag a mar korabban megirt programhoz képest valoban nem fiigg
a beallitott idsléptéktsl. Az égitestek mozgasa a kozponti objektum koriil pontosnak
mondhato, feltételezve, hogy a szimulalt rendszerben és annak kozvetlen kornyezetében
semmi "komolyabb" valtozas nem torténik, példaul nagyobb tomegii objektum elhaladasa
a rendszer mellett, hiszen az égitestek gravitacidos mezejének egymaésra gyakorolt hatésat
nem tudjuk megfigyelni a szimulaci6é soran.

Ebbdl adodoan kettds rendszereket, kozponti csillag - bolygo, bolygd - hold /miihold,
tokéletesen megtudunk valdsitani a programmal és ahogy azt a dolgozat elején emlitettem,
aszteroidadvet egy csillag koriil vagy gytirtvel /gytrtirendszerrel rendelkezs bolygokat nem
tudunk a szimuléciéhoz adni, csak ha azok minden egyes elemének palyaelemeit ismerjiik.
Ez viszont hatalmas mennyiségli adat bevitelével jar, ami ha a rendelkezésiinkre all, akkor
a kodbazis minimalizélasanak érdekében érdemes egy kiilon fajlban megadni és beolvasni

azt.

Koszonetnyilvanitas

Szeretnék eziton is koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Szalai Tamasnak a sok

javaslatért, segitségért, valamint a folyamatos lektoralasért és tiirelemért.

Forrasok

e Csillagaszat elektronikus tananyag,

http://astro.u-szeged.hu/oktatas/csillagaszat.html

e Erdi Balint - Egi mechanika 1996.,
https://mek.oszk.hu/04800/04800/04800.pdf
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Fluggelék

A program forraskodja

import pyqtgraph as pg

import pyqtgraph.opengl as gl

from pyqtgraph.Qt import QtCore, QtGui
import numpy as np

import pandas as pd

import datetime

import sys

G = 6.674e-11 # [m*x3/kgxs**2]
AU = 1.5e11 # [m]

# NewtonMethod(p_0O, tol, N, f, df)
def NewtonMethod(p_0, tol, N, f, df):
index =1
while index <= N:
p =p_0 - (£(p_0)/df(p_0))
if np.abs(p-p_0) < tol:
return p
index += 1

p-0 =p

print ("Cannot determine requested value...")

return False

class TwoBodyOrbits:
def __init__(self, objectData):
self.objects = pd.DataFrame.from_dict(objectData)

self.traces = dict()
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self . T_CURRENT = None

self .app = QtGui.QApplication(sys.argv)

self.w = gl.GLViewWidget ()

self .w.opts[’distance’] = 50
self.w.setWindowTitle (’Egi mechanikai szimulacié?’)
self.w.setGeometry (100, 100, 1280, 768)

self.w.show()

# Background grids

gx = gl.GLGridItem()
gx.rotate(90, 0, 1, 0)
gx.translate(-10, 0, 0)
self .w.addItem(gx)

gy = gl.GLGridItem()
gy.rotate(90, 1, 0, 0)
gy.translate(0, -10, 0)
self.w.addItem(gy)

gz = gl.GLGridItem()
gz.translate(0, 0, -10)

self.w.addItem(gz)

self.calcMeanAnomaly ()
self.calcEccentricAnomaly ()
self.calcRealAnomaly ()

self.calcPosition()
for obj in self.objects:

if (obj == "SUN"):
radius = self.objects[obj].d*100/AU

30



else:

radius = self.objects[obj].d*x10000/AU

sphere = gl.MeshData.sphere(rows=50, cols=50, radius=radius)

self.traces[obj] = gl.GLMeshItem(
meshdata=sphere,
smooth=True,
color=pg.glColor(self.objects[obj].color),
glOptions="translucent",
shader="shaded"

)

self.traces[obj].rotate(
self.objects[obj].omega, 0, 0, 1, local=False)

self.traces[obj].rotate(
self.objects[objl.i, 0, 1, O,
local=False

)

self.w.addItem(self.traces[obj])

text = pg.TextItem("asd")

self.setPositions()

# Kozépanomalia meghatérozasa
def calcMeanAnomaly(self):
if (self .T_CURRENT is None):
self .T_CURRENT = datetime.datetime.now()

self .T_CURRENT += datetime.timedelta(days=1)
for obj in self.objects:

if obj == ’SUN’:

continue
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if (self.objects[obj].tau is None):

self.objects[obj].tau = datetime.datetime.now()

if (self.objects[obj].a is None or

self.objects[obj].m is None):

print("Value missing from object ", obj)
print("Semi-major axis: ", self.objects[obj]l.a)
print("Object’s mass: ", self.objects[obj].m)
return

mu = Gx(self.objects[’SUN’] .m+self.objects[obj].m)
M = np.sqrt(
mu/self.objects[obj].a**3)*(
(self .T_CURRENT-self.objects[obj].tau).total_seconds()
)
self.objects[obj].M = M

return

# Excentrikus anomadlia meghatarozasa
def calcEccentricAnomaly(self):
for obj in self.objects:
if obj == ’SUN’:

continue

if (self.objects[obj].M is None or

self.objects[obj].e is None):

print("Values missing from object ", obj)
print ("Eccentricity: ", self.objects[obj].e)
print ("Mean Anomaly: ", self.objects[obj].M)
return

if self.objects[obj].E is None:
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self.objects[obj].E = 0.0

def f(E, M=self.objects[obj].M, e=self.objects[obj].e):

return M - E + e*np.sin(E)

def df(E, e=self.objects[obj].e):

return - 1 + exnp.cos(E)

p_0 = self.objects[obj].M
N =10
tol = le-5

E = NewtonMethod(p_0O, tol, N, f, df)

self.objects[obj].E = E

return

# Valdodi anomadlia meghatérozasa
def calcRealAnomaly(self):
for obj in self.objects:
if obj == ’SUN’:

continue

if (self.objects[obj].e is None or
self.objects[obj].E is None):
print("Values missing from object ", obj)
print ("Eccentricity: ", self.objects[obj].e)
print ("Eccentric Anomaly: ", self.objects[obj].E)

return
e = self.objects[obj].e

E = self.objects[obj].E

v = 2 * np.arctan(np.sqrt((1+e)/(1-e))*np.tan(E/2))
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self.objects[objl.v = v

return

# Pozicidé meghatéarozasa
def calcPosition(self):
for obj in self.objects:
if (self.objects[obj]l.v is Nomne):

self.objects[objl.v = 0.0

if (self.objects[obj]l.M is None):

self.objects[obj]l.M = 0.0

if (self.objects[obj]l.i is Nomne):
self.objects[objl.i = 0.0

if (self.objects[obj]l.e is None):
self.objects[objl.e = 0.0

a = self.objects[obj].a
e = self.objects[obj].e
v = self.objects[obj].v

r = (ax(1-ex*2)) / (l+exnp.cos(v))

x = r*np.cos(v)

y = r*np.sin(v)

self.objects[obj]l.r_o = self.objects[obj].r

self.objects[obj]l.r = 10*np.array([x, y, 0])

return

34



= O HF O OH O H O OH H O OH O H

def

def

def

def

® o o B
Il Il I I

i

omega

start(self):

QtGui.QApplication.instance().exec_()

setPositions(self):
for obj in self.objects:
if self.objects[obj]l.r_o is None:
self.objects[objl.r_o = np.array([0.0, 0.0, 0.0])
delta_pos = self.objects[obj].r-self.objects[obj].r_o
self.traces[obj].translate(*delta_pos/AU, local=True)

return

update(self):
self.calcMeanAnomaly ()
self.calcEccentricAnomaly ()
self.calcRealAnomaly()
self.calcPosition()

self.setPositions()

animation(self):

timer = QtCore.QTimer ()
timer.timeout.connect(self.update)
timer.start (20)

self.start()

mass [kg]

diameter [m]

semi major axis [m]
eccentricity []

inclination [deg]

= argument of pericenter [deg]

r_o = previous position [m]

r = current position [m]
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# v

real anomaly [rad]

# E = eccentric anomaly [rad]

# M

mean anomaly [rad]
DATA = {
"SUN": {
"m": 1.9891e30,
"d": 1.39268e9,
"a": 0,
"e": None,
"i": 0.0,
"tau": None,
"omega": 0.0,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([255, 255, 0])
1,
"MERCURY": {
"m": 0.3302e24,

"d": 4.879e6,
"a": 57.9e9,
"e": 0.205,
"i": 7.0,

"tau": None,
"omega'": 29.124,
"r": None,

"r_o": None,

"v": None,
"E": None,
"M": None,
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"color": np.array([148, 148,

s
"VENUS": {
"m": 4.8685e24,
"d": 12.104e6,
"a": 108.2e9,
"e": 0.007,
"i": 3.4,
"tau": None,
"omega": 54.884,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([255, 176,
s
"EARTH": {
"m": 5.9736e24,
"d": 12.756e6,
"a": 149.6e9,
"e": 0.017,
"i": 0.0,
"tau": None,
"omega": 114.20783,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([90, 162,
¥,

148])

311)

250])
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"MARS": {
"m": 0.64171e24,
"d": 6.792e6,
"a": 227.9e9,
"e": 0.094,
"i": 1.9,
"tau": None,
"omega": 286.502,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([255, 0, 0])
s
"JUPITER": {
"m": 1898e24,
"d": 142.984e6,
"a": 778.6e9,
"e": 0.049,
"i": 1.3,
"tau": None,
"omega": 273.867,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([138, 67, 0])
s
"SATURN": {
"m": 568e24,
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"d": 120.536e6,
"a": 1433.5e9,
"e": 0.057,

"i": 2.5,

"tau": None,
"omega": 339.392,
"r": None,

"r_o": None,

"v": None,
"E": None,
"M": None,

"color": mnp.array([252, 205, 119])

s
"URANUS": {
"m": 86.8e24,
"d": 51.118e6,
"a": 2872.5e9,
"e": 0.046,
"i": 0.8,
"tau": None,
"omega": 96.998857,
"r": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([101, 141, 150])
s
"NEPTUNE": {

"m": 102e24,
"d": 49.528e6,
"a": 4495.1e9,

39



"e": 0.011,

"iv: 1.8,

"tau": None,
"omega": 276.336,
"r": None,

"r_o": None,

"v": None,
"E": None,
"M": None,

"color": np.array([77, 145, 240])

¥,
"PLUTO": {
"m": 0.0146e24,
"d": 2.370e6,
"a": 5906.4e9,
"e": 0.244,
it 17.2,
"tau": None,
"omega": 113.834,
"r'": None,
"r_o": None,
"v": None,
"E": None,
"M": None,
"color": np.array([179, 139, 55])
1,
}
if __name__ == ’__main__’:

TwoBodyOrbits(DATA) .animation()
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NYILATKOZAT

Fizika BSc szakos hallgato

L
T O L 4 |
SRAMMAC oM, ‘}i ol 0.0
L

cimii szakdolgozat szerzdje fegvelmi felelosségem tudataban kijelentem, hogy dolgozatom onallo
munkam eredménye, sajat szellemi termékem, abban a hivatkozasok és idézések altalanos szabalyait

kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfeleld idézés nélkiil nem hasznaltam fel.
Szeged =\ év .. 5. ho L\ nap

a hallgato aldirdsa
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