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1. fejezetBevezetés: A térid® 2+1+1-esfelbontásaiA speiális relativitáselmélet egyesíti a teret és az id®t, egyetlen térid®be. Az általános rela-tivitáselmélet abban lép tovább, hogy megengedi a térid® görbültségét is. Ez nem más, minta gravitáió, melyhez tartozó newtoni poteniált a 10 független komponenssel rendelkez®
g̃ab metrikus tenzor általánosít.A tér és id® egységes kezelése ellenére vitathatatlan az id® kiválasztott szerepe, hiszenaz id®fejl®dés jöv®irányba történik. Ezért már az általános relativitáselmélet korai évei-ben vizsgálták a térid® 3+1 felbontását, a gravitáió ún. Arnowitt-Deser-Misner (ADM)formalizmusát [1℄. A 3-dimenziós hiperfelületek serege egy fóliázást alkot. Hiperfelületr®lhiperfelületre folytonosan változik az id®paraméter értéke, míg egy hiperfelületen belül azo-nos. Ebben a formalizmusban a 4-dimenziós metrika helyét a 3-dimenziós hiperfelületekenindukált metrika (6 változó) és azok küls® görbülete (6 változó) veszi át, melyek kanonikuspárokat határoznak meg. Az Einstein egyenletek helyére ezeknek a pároknak a hamiltonifejl®désegyenlete lép. A változókra ezenkívül minden id®pontban teljesül® kényszeregyenle-tek is vonatkoznak. Ezek a Hamiltoni- és a Di�eomor�zmus- (impulzus-) kényszerek. A 3+1felbontás azért nem triviális, mert általános esetben nins kiválasztott id®, így az összes vá-lasztható id®függvényre alkalmazható kell legyen (�many-�ngered time� formalizmus [2, 3℄).Az ADM felbontást a közelmúltban általánosították f(R) gravitáióelméletekre is [4℄.Olyankor, ha a tér rendelkezik egy (általában szimmetria által) kiválasztott iránnyal, in-dokolt lehet a tér további felbontása, így a térid® 2+1+1 felbontása állhat el®. Ezt a legálta-lánosabb esetben úgy dolgozták ki, hogy mindkét kiválasztott irány rendelkezik, expanzióval,nyírással és örvénnyel is [5℄. Ezt alkalmazták gömbszimmetrikus térid®k perturbáióira [6℄,illetve az anizotróp Kantowski-Sahs térid® perturbáióira is [7℄.Ismert a térid® olyan sokkal egyszer¶bb 2+1+1 felbontása is, mely két, egymásra mer®-leges fóliázáson alapul [8, 9℄. Ilyenkor az egyik hiperfelület-sereg St hiperfelületeit állandó
t id® jellemzi, így ez a hiperfelület-sereg térszer¶, na normálisa pedig id®szer¶ és normált,
nan

a = −1. A második hiperfelület-sereg Mχ hiperfelületeit pedig állandó χ koordinátajellemzi, ez a hiperfelület-sereg id®szer¶, la normálisa térszer¶ és normált, lala = 1. A Fro-benius tétel értelmében ekkor mindkét vektormez® örvénymentes (ennek bizonyítását a 2.1



2 Bevezetés: A térid® 2+1+1-es felbontásaiFüggelékben fogjuk látni). Ugyansak teljesül, hogy a
(
∂

∂t

)a

≡ Nna +Na ,

(
∂

∂χ

)a

≡ Mla +Ma ,fejl®dési vektorok az Mχ, illetve St hiperfelületek érint®i. A hiperfelületek metszete a Σtχ2-dimenziós felület, melyen az indukált metrika gab. Az Na és Ma shift-vektorok Σtχ érint®i,
N és M pedig lapse-függvények. Összesen tehát 9 metrikus változó van: a gab metrika 3 füg-getlen komponense; az Na és Ma shift vektorok 2 +2 komponense; valamint az N, M lapsefüggvények. A metrikus változók számának sökkenése problémát jelentett az ún. módosí-tott gravitáióelméletek e�ektív térelméleti tárgyalásában [10℄. A változók számának 10-r®l
9-re sökkenése egy koordináta megválasztásával, azaz gravitáiós mérték-transzformáió el-használásával egyenérték¶, így a mérték-rögzítés után is marad a megoldásban tetsz®legesid®függvény, azaz olyan nem-�zikai mérték-módus, mely a perturbáiók �zikai értelmezésétzavarja.A probléma kiküszöböléséhez kívánatos lenne egy olyan módosított 2+1+1 felbontás,melyben a gravitáiós változók száma legalább 10, de jóval kisebb az általános (kinematikaimennyiségek használatán alapuló) 2+1+1 felbontás változóinak számánál [5℄. Ezt a [8, 9℄forrásokban, dupla fóliázás feltevése mellett kidolgozott formalizmus olyan általánosításávalfogjuk elérni, amelyben a fóliázások mer®legességét nem követeljük meg.A dolgozat második fejezetében bevezetjük azt a két ortogonális bázist, melyek egyenkénta két hiperfelülethez illeszkednek. Megvizsgáljuk a bázisok kapsolatát egymással és a ko-ordinátabázissal, valamint tárgyaljuk a bázisvektorok örvényességét. Szintén itt adjuk mega bázisvektorok algebráját. Két független értelmezést adunk a tizedik metrikus függvényre,megmutatjuk, hogy egyrészt a bázisok közötti Lorentz-forgatással, másrészt a bázisvektorokörvényességével függ össze. A harmadik fejezetben a bázisvektorok kovariáns deriváltjainak2+1+1 felbontását dolgozzuk ki és ezzel kapsolatos geometriai mennyiségeket (küls® gör-bületek, normális fundamentális formák, normális fundamentális skalárok) vezetünk be. Anegyedik fejezetben összefüggéseket állapítunk meg a geometriai mennyiségek között. Az ötö-dik fejezetben a geometriai mennyiségek és a metrikus függvények id®-, illetve térderiváltjaiközötti kapsolatot vizsgáljuk. Ennek segítségével kiválasztjuk a Lagrange-értelemben sebes-ségeknek, illetve hamiltoni értelembe impulzusoknak tekinthet® geometriai mennyiségeket.A hatodik fejezetben elvégezzük az Einstein-Hilbert hatás 2+1+1 felbontásához szükségesszámolásokat és megadjuk a hatást a hamiltoni képre történ® áttéréshez alkalmas alakban.A hiperfelületek létezésével kapsolatos Frobenius-tételt és duális alakját a 2. Függelékbentárgyaljuk.A dolgozatban a következ® jelöléseket használjuk: a latin- illetve görög indexek absztraktindexek 4, illetve 3 dimenzióban (azaz supán a tenzor-jelleget jelölik), a vastag kis- ésnagybet¶s latin indexek pedig (például i, illetve A) 2, illetve 4-dimenziós bázisvektoroknevében jelennek meg.



2. fejezetA nemortogonális kett®s fóliázásA [8, 9℄ ikkekben kidolgozott formalizmust úgy általánosítjuk, hogy az állandó t által meg-határozott St és az állandó χ által meghatározott Mχ fóliázások ne legyenek mer®legesekegymásra. A kétszeresen fóliázható B térid® érint®terén bevezetjük az eA = {∂/∂t, ∂/∂χ,Ei}bázist (itt Ei a Σtχ érint®terének ortonormált elemei) és ennek duális eB =
{
dt, dχ, Ej

} bá-zisát az 1-formák terén.Legyen az St normálisa továbbra is na, a rá (így a Σtχ-re is) mer®leges térszer¶ normálispedig ma. Az St hiperfelülethez adaptált ortonormált bázis így fA = {n,m, Fi}, a duálisbázis az 1-formák terén pedig fB =
{
n̄, m̄, F j

}. Az Mχ normálisa pedig továbbra is la, ará (így a Σtχ-re is) mer®leges id®szer¶ normális pedig ka. Az Mχ hiperfelülethez adaptáltortonormált bázis gA = {k, l, Fi}, a duális bázis az 1-formák terén pedig gB =
{
k̄, l̄, F j

}.A 4-dimenziós metrika tehát két ekvivalens módon is felbontható
g̃ab = −nanb +mamb + gab , (2.1)
g̃ab = −kakb + lalb + gab . (2.2)(Míg a g̃ab metrika vegyes index¶ alakja a Kroneker-szimbólummal azonos, a gab vegyesindex¶ alakja a Σtχ-re vetít® projektor.)Megjegyezzük még, hogy választhatunk

Ei = Fi = Gi =
∂

∂yi
(2.3)koordinátabázist.Könnyen belátható a vektorok id®szer¶ vagy térszer¶ jellegéb®l és a dualitási reláiókból,hogy:

n̄a = −na , m̄a = ma ,

k̄a = −ka , l̄a = la .A koordinátavektorok [8, 9℄ ikkekben bevezetett felbontását következ®képpen általáno-sítjuk:
(
∂

∂t

)a

= Nna +Na + Nma , (2.4)
(
∂

∂χ

)a

= Mma +Ma + Mna . (2.5)3



4 A nemortogonális kett®s fóliázásItt N és M a háromdimenziós shift vektorok Σtχ-re mer®leges komponensei. A gab kétdi-menziós metrika 3 független komponensével együtt így a gravitáiót (egyel®re) 11 változójellemzi.A ∂/∂t id®fejl®dési vektor id®szer¶ségének (és az Na térszer¶ségének) következménye,hogy
N2 −N 2 > gabN

aN b ≥ 0 ,a jöv®irányítottsága miatt pedig N pozitív.A kett®s fóliázás részleteit az 2.1 ábra mutatja be.
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2.1. ábra. A térid® kett®s fóliázásában szerepet játszó hiperfelületek, a hozzájuk adaptáltbázisvektorok, valamint a t és χ irányú fejl®dések (itt már felhasználtuk a kés®bb levezetend®2.9 összefüggést).
2.1. Az na,ma,Σtχ felbontás2.1.1. Az eB és fB bázisok kapsolataA duális vektorbázisok kapsolatát a (2.3)-(2.5) összefüggések tartalmazzák. Az 1-formabázisok kapsolatát

n̄ = α−1dt , (2.6)
m̄ = ρ−1dt+ σ−1dχ , (2.7)
F j = Aj

tdt+ Aj
χdχ+

(
A−1

)j

i
Ei (2.8)módon adhatjuk meg, az ismeretlen α, ρ, σ, Aj

t, A
j
χ és (A−1)

j

i együtthatókat pedig az 〈
eB, eA

〉
=

δBA =
〈
fB, fA

〉 dualitási reláiók segítségével határozhatjuk meg.



Az na, ma,Σtχ felbontás 5A Σtχ-re mer®leges rész dualitási reláióiból indulunk ki. A (2.6) és (2.7) kifejezésekinvertálásának, azaz
dt = αn̄ ,

dχ = σ

(
m̄− α

ρ
n̄

)segítségével az alábbi összefüggések adódnak:
1 =

〈
dt,

∂

∂t

〉
= αN → α =

1

N
,valamint

0 =

〈
dt,

∂

∂χ

〉
=

M
N

→ M = 0 . (2.9)Ezzel az eredménnyel az eredetileg 11 gravitáiós változó közül az egyik elt¶nik, sak 10marad, ami ugyanannyi, mint a 4-dimenziós metrika független komponenseinek száma. To-vábbá
1 =

〈
dχ,

∂

∂χ

〉
= σM → σ =

1

M
,

0 =

〈
dχ,

∂

∂t

〉
=

1

M

(
N − 1

ρ

)
→ ρ =

1

N ,tehát
dt =

1

N
n̄ , (2.10)

dχ =
1

M

(
m̄− N

N
n̄

)
. (2.11)Az fB bázis kifejezését az eB bázis segítségével az

Ei = Ai
j

[
F j − 1

N

(
Aj

t −
N
M
Aj

χ

)
n̄− 1

M
Aj

χm̄

]összefüggés teszi teljessé. Az Aj
t, A

j
χ, (A

−1)
j

i együtthatók meghatározhatók a maradék duali-tási reláiókból (az Na = N iF a
i és Ma = M iF a

i felbontások bevezetése után):
δik =

〈
Ei, Ek

〉
= Ai

k → Ai
k = δik ,

0 =

〈
Ei,

∂

∂t

〉
= N i − Ai

t → Ai
t = N i ,

0 =

〈
Ei,

∂

∂χ

〉
= M i −Ai

χ → Ai
χ = M i ,azaz

Ei = F i − 1

N

(
N i − N

M
M i

)
n̄− 1

M
M im̄ . (2.12)A 〈dt, Ei〉 és 〈dχ,Ei〉 dualitási feltételek triviálisan teljesülnek.Összefoglalva, a két duális bázis kapsolata:

n̄ = Ndt ,

m̄ = N dt+Mdχ ,

F j = N jdt+M jdχ+ Ej . (2.13)



6 A nemortogonális kett®s fóliázás2.1.2. Az St felületsereg létezése és na örvénymentességeAz alábbiakban részletesebben is megvizsgáljuk az M = 0 eredményünk következményeit.Ehhez el®ször a (2.4) és (2.5) egyenletekb®l, még M megtartásával, kifejezzük az na, mavektorokat:
na =

M

(MN −MN )

[(
∂

∂t

)a

− N
M

(
∂

∂χ

)a

−Na +
N
M
Ma

]
, (2.14)

ma =
N

(MN −MN )

[
−M
N

(
∂

∂t

)a

+

(
∂

∂χ

)a

+
M
N
Na −Ma

]
. (2.15)Két vektor Lie-zárójele egy f tesztfüggvény segítségével következ®képpen számolható:

[V,W ] f = V b∂b (W a∂af) −W b∂b (V a∂af)

= V b∂a
bW∂af + V bW a∂b∂af −W b∂bV

a∂af −W bV a∂b∂af

=
(
V b∂a

bW −W b∂bV
a
)
∂af .Azaz

[V,W ]a = V b∂a
bW −W b∂bV

a .Ezt követ®en kiszámoljuk az m és Fi bázisvektorok Lie-zárójelét. A Lie-zárójel számolásaa következ®képpen történik. A számolásban megjelen® fB bázisvektorokat áttranszformáljukkoordinátabázisba a (2.14)-(2.15) összefüggések, valamint a (2.3) segítségével, majd elvégez-zük a deriválásokat, végül visszatranszformálunk az fB bázisba. Tehát lépésenként
[m,Fi]

a = mb∂bF
a
i − F b

i ∂bm
a = mb∂bδ

a
i − δb

i∂bm
a = −δb

i ∂bm
a

= −∂i

{(
N

MN −MN

) [
−M
N

(
∂

∂t

)a

+

(
∂

∂χ

)a

+
M
N
Na −Ma

]}

= −∂i

{(
N

MN −MN

) [
−M
N
δa
t + δa

χ +

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]}

= −∂i

(
MN −MN

N

)−1 [
−M
N
δa
t + δa

χ +

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]

− N

(MN −MN )
∂i

[
−M
N
δa
t + δa

χ +

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]

=

(
N

MN −MN

)2

∂i

(
MN −MN

N

) [
−M
N
δa
t + δa

χ +

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]

−
(

N

MN −MN

) {
−∂i

(M
N

)
δa
t +

[
∂i

(M
N

)
N j +

M
N
∂iN

j − ∂iM
j

]
δa
j

}
.Ebbe visszahelyettesítve fA bázisvektorokat azt kapjuk, hogy

MN −MN
N

[m,Fi]
a =

(
N

MN −MN

)
∂i

(
MN −MN

N

)

×
[
−M
N

(
∂

∂t

)a

+

(
∂

∂χ

)a

+

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]

−
{
−∂i

(M
N

) (
∂

∂t

)a

+

[
∂i

(M
N

)
N j +

M
N
∂iN

j − ∂iM
j

]
δa
j

}
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=

(
N

MN −MN

)
∂i

(
MN −MN

N

)

×
[
−M
N

(Nna +Na + Nma) + (Mma +Ma + Mna) +

(M
N
N j −M j

)
δa
j

]

−
{
−∂i

(M
N

)
(Nna +Na + Nma) +

[
∂i

(M
N

)
N j +

M
N
∂iN

j − ∂iM
j

]
δa
j

}

=

{
N∂i

(M
N

)
na +

[
N∂i

(M
N

)
+ ∂i

(
MN −MN

N

)]
ma +

(
∂iM

j − M
N
∂iN

j

)
F a

j

}vagyis
MN −MN

N
[m,Fj]

a = N∂j

(M
N

)
na +

(
∂jM

i − M
N
∂jN

i

)
F a

i

+

[
N∂j

(M
N

)
+ ∂j

(
MN −MN

N

)]
ma . (2.16)Amennyiben M = 0, a (2.16) Lie-zárójelben az na irányú tag elt¶nik, így

[m,Fj]
a = ∂j (lnM)ma +

∂jM
i

M
F a

i (2.17)az eredmény. Tehát a Frobenius-tétel értelmében (2. Függelék) az {m,Fi} vektorok M = 0esetén valóban az St hiperfelület érint®terét feszítik ki. A Frobenius-tétel duális megfogal-mazása értelmében pedig na örvénymentes.Az M = 0 feltételb®l és (2.5) felbontásból az is látszik, hogy ∂/∂χ érint®je lesz az Sthiperfelületnek. A további számolásoknál mindenütt felhasználjuk az M = 0 eredményün-ket, azaz a 4-dimenziós g̃ab metrika 10 független komponense helyett a gab, N
a,Ma, N,M,Nmennyiségek 10 független komponense fejezi ki a gravitáiót.2.1.3. Az fB bázis algebrája és ma örvényességeFelmerül, hogy azma bázisvektor, a rá mer®leges na bázisvektorhoz hasonlóan, örvénymentes-e. Ennek tisztázása érdekében kiszámoljuk az fB bázisvektorok algebráját, felhasználva a(2.3), (2.4), (2.5), (2.14) és (2.15) összefüggések M = 0 alesetét.Az fB bázisvektorok algebráját a (2.17), az [Fi, Fj]

a = δij és a következ® összefüggésekadják meg:
[n, Fj]

a = nb∂bδ
a
j − δb

j∂bn
a

= ∂j

(
1

N

) [
−

(
∂

∂t

)a

+
N
M

(
∂

∂χ

)a

+Na − N
M
Ma

]

+
1

N

[
∂j

(N
M

) (
∂

∂χ

)a

+ ∂jN
a − ∂j

N
M
Ma − N

M
∂jM

a

]
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= −∂j

(
1

N

) (
∂

∂t

)a

+ ∂j

(
1

N

N
M

) (
∂

∂χ

)a

+∂j

(
1

N

)
Na +

1

N
∂jN

a − ∂j

(
1

N

N
M

)
Ma − 1

N

N
M
∂jM

a

= −∂j

(
1

N

)
(Nna +Na + Nma) + ∂j

(
1

N

N
M

)
(Mma +Ma)

+∂j

(
1

N

)
Na +

1

N
∂jN

a − ∂j

(
1

N

N
M

)
Ma − 1

N

N
M
∂jM

a

= ∂j (lnN)na +
M

N
∂j

(N
M

)
ma +

1

N

[
∂jN

a − N
M
∂jM

a

]tehát
[n, Fj]

a = ∂j (lnN)na +
M

N
∂j

(N
M

)
ma +

1

N

[
∂jN

i − N
M
∂jM

i

]
F a

i . (2.18)Az fB bázis {n, Fi} vektorainak (2.18) Lie-zárójelében az ma irányú tag nem t¶nik el (ki-véve az s = 0 = N = N tanhφ esetet, melyet a [8, 9℄ munkák tárgyaltak és melyet ajelen munkában általánosítani szeretnénk). Tehát az {n, Fi} vektorok nem feszítenek kihiperfelület-tangensteret és így az ma nem hiperfelület-mer®leges, hanem örvényes vektor-mez®.Hasonlóan számolandó
[n,m]a = nb∂bm

a −mb∂bn
a = nb∂b

{
1

M

[(
∂

∂χ

)a

−Ma

]}

−mb∂b

{
1

N

[(
∂

∂t

)a

− N
M

(
∂

∂χ

)a

−Na +
N
M
Ma

]}

= nb∂b

[
1

M

(
δa
χ −M iδa

i

)]
−mb∂b

[
1

N

(
δa
t − N

M
δa
χ −N iδa

i +
N
M
M iδa

i

)]

=
1

N

[(
∂

∂t

)b

− N
M

(
∂

∂χ

)b

−N b +
N
M
M b

]

[
∂b

(
1

M

)
δa
χ − ∂b

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂bM

iδa
i

]

− 1

M

[(
∂

∂χ

)b

−M b

] [
∂b

(
1

N

)
δa
t − ∂b

( N
MN

)
δa
χ − ∂b

(
1

N

)
N iδa

i

− 1

N
∂bN

iδa
i + ∂b

( N
MN

)
M iδa

i +
N
MN

∂bM
iδa

i

]

=
1

N

[
∂t

(
1

M

)
δa
χ − ∂t

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂tM

iδa
i

]

− N
MN

[
∂χ

(
1

M

)
δa
χ − ∂χ

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂χM

iδa
i

]

+
1

N

[
−N j +

N
M
M j

] [
∂j

(
1

M

)
δa
χ − ∂j

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂jM

iδa
i

]

− 1

M

[
∂χ

(
1

N

)
δa
t − ∂χ

( N
MN

)
δa
χ − ∂χ

(
1

N

)
N iδa

i



Az na, ma,Σtχ felbontás 9
− 1

N
∂χN

iδa
i + ∂χ

( N
MN

)
M iδa

i +
N
MN

∂χM
iδa

i

]

+
1

M
M j

[
∂j

(
1

N

)
δa
t − ∂j

( N
MN

)
δa
χ − ∂j

(
1

N

)
N iδa

i

− 1

N
∂jN

iδa
i + ∂j

( N
MN

)
M iδa

i +
N
MN

∂jM
iδa

i

]

=
1

N

[
∂t

(
1

M

)(
∂

∂χ

)a

− ∂t

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂tM

iδa
i

]

− N
MN

[
∂χ

(
1

M

) (
∂

∂χ

)a

− ∂χ

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂χM

iδa
i

]

+
1

N

[
−N j +

N
M
M j

] [
∂j

(
1

M

) (
∂

∂χ

)a

− ∂j

(
1

M

)
M iδa

i −
1

M
∂jM

iδa
i

]

− 1

M

[
∂χ

(
1

N

) (
∂

∂t

)a

− ∂χ

( N
MN

) (
∂

∂χ

)a

− ∂χ

(
1

N

)
N iδa

i

− 1

N
∂χN

iδa
i + ∂χ

( N
MN

)
M iδa

i +
N
MN

∂χM
iδa

i

]

+
1

M
M j

[
∂j

(
1

N

) (
∂

∂t

)a

− ∂j

( N
MN

) (
∂

∂χ

)a

− ∂j

(
1

N

)
N iδa

i

− 1

N
∂jN

iδa
i + ∂j

( N
MN

)
M iδa

i +
N
MN

∂jM
iδa

i

]

=
1

N

[
∂t

(
1

M

) (
Mma +M iF a

i

)
− ∂t

(
1

M

)
M iF a

i − 1

M
∂tM

iF a
i

]

− N
MN

[
∂χ

(
1

M

) (
Mma +M iF a

i

)
− ∂χ

(
1

M

)
M iF a

i − 1

M
∂χM

iF a
i

]

+
1

N

[
−N j +

N
M
M j

] [
∂j

(
1

M

) (
Mma +M iF a

i

)
− ∂j

(
1

M

)
M iF a

i − 1

M
∂jM

iF a
i

]

− 1

M

[
∂χ

(
1

N

) (
Nna +N iF a

i + Nma
)
− ∂χ

( N
MN

)(
Mma +M iF a

i

)

−∂χ

(
1

N

)
N iF a

i − 1

N
∂χN

iF a
i + ∂χ

( N
MN

)
M iF a

i +
N
MN

∂χM
iF a

i

]

+
1

M
M j

[
∂j

(
1

N

) (
Nna +N iF a

i + Nma
)
− ∂j

( N
MN

) (
Mma +M iF a

i

)

−∂j

(
1

N

)
N iF a

i − 1

N
∂jN

iF a
i + ∂j

( N
MN

)
M iF a

i +
N
MN

∂jM
iF a

i

]
.Tehát:

[n,m]a =
1

M

[
∂χ (lnN) − 1

M
M j∂j (lnN)

]
na

+
1

MN

[
−∂tM + ∂χN +N j∂jM −M j∂jN

]
ma

+
1

MN

(
−∂tM

i + ∂χN
i +N j∂jM

i −M j∂jN
i
)
F a

i . (2.19)



10 A nemortogonális kett®s fóliázásEzzel befejeztük az fB bázis algebrájának számolását, melyet az alábbi táblázatban foglalunkössze:
[n,m]a [n, Fj]

a [m,Fj]
a

na 1
M

[
∂χ (lnN) − 1

M
M j∂j (lnN)

]
∂j (lnN) 0

ma 1
MN

[
−∂tM + ∂χN +N j∂jM −M j∂jN

]
M
N
∂j

(
N

M

)
∂j (lnM)

F a
i

1
MN

(
−∂tM

i + ∂χN
i +N j∂jM

i −M j∂jN
i
)

1
N

[
∂jN

i − N

M
∂jM

i
] ∂jM

i

M2.2. Az fB és gB bázisok közötti Lorentz-forgatásEbben a fejezetben bebizonyítjuk, hogy az fB és gB bázisok közötti Lorentz-forgatás kap-solatban áll a [8, 9℄ munkákhoz képest itt megtartandó N shift komponenssel.Els® lépésben szükségünk lesz az eB és a gB bázis-formák kapsolatára:
l̄ = β−1dχ , (2.20)
k̄ = γ−1dχ+ η−1dt , (2.21)
Gi = Bi

tdt+Bi
χdχ+

(
B−1

)i

j
Ej . (2.22)Szeretnénk, hogy az l̄ és m̄ 1-formák χ-vel, valamint k̄ és n̄ 1-formák t-vel ugyanúgy vál-tozzanak, ezért sgn (β) = sgn (M) és sgn (η) = 1. A β, γ, η, Bi

t, Bi
χ és (B−1)

i

j ismeretlenegyütthatókat részben itt, teljességükben a következ® fejezetben határozzuk meg. Invertáljuka (2.20) és (2.21) összefüggéseket:
dχ = βl̄ ,

dt = η

(
k̄ − β

γ
l̄

)
.A (2.3)-(2.5) kifejezések segítségével és az 〈

eB, eA
〉

= δBA dualitási feltételekb®l el®állnak a
k̄, l̄ 1-formák eA bázisban felvett komponensei:

1 =

〈
dχ,

∂

∂χ

〉
= βM

〈
l̄, m

〉
→

〈
l̄, m

〉
=

1

βM
,

0 =

〈
dχ,

∂

∂t

〉
= βN

〈
l̄, n

〉
+

N
M

→
〈
l̄, n

〉
= − N

NβM
,

0 =

〈
dt,

∂

∂χ

〉
= η

(
M

〈
k̄, m

〉
− 1

γ

)
→

〈
k̄, m

〉
=

1

γM
,

1 =

〈
dt,

∂

∂t

〉
= η

(
N

〈
k̄, n

〉
+

N
γM

)
→

〈
k̄, n

〉
=

1

N

(
1

η
− N
γM

)
.Mivel

ka = −
(
kbn

b
)
na +

(
kbm

b
)
ma ,

la = −
(
lbn

b
)
na +

(
lbm

b
)
ma ,
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k̄ =

〈
k̄, n

〉
n̄ +

〈
k̄, m

〉
m̄ ,

l̄ =
〈
l̄, n

〉
n̄+

〈
l̄, m

〉
m̄ ,így

k̄ =
1

N

(
1

η
− N
γM

)
n̄+

1

γM
m̄ ,

l̄ =
1

βM

(
−N
N
n̄ + m̄

)
. (2.23)Az 〈

fB, fA
〉

= δBA dualitási reláiók felhasználásával pedig levezethet®k az alábbiak:
1 =

〈
l̄, l

〉
=

1

(βM)2

(
N2

N2
− N 2

N2

)
→ βM =

(N2 −N 2)
1/2

N
(2.24)(a gyökvonásnál a sgn (β) = sgn (M) feltevés értelmében a pozitív gyököt választottuk),

0 =
〈
l̄, k

〉
=

−N
βMN2

(
1

η
− N
γM

+
N2

γMN

)
→ 1

η
=

N 2 −N2

γMN (2.25)(ebb®l sgn (γ) = −sgn (MN ) következik), végül
1 =

〈
k̄, k

〉
=

1

(γM)2

(N2 −N 2)

N 2
→ −γM =

(N2 −N 2)
1/2

N (2.26)(a gyökvonásnál a negatív gyököt választottuk sgn (γ) = −sgn (MN ) miatt).A (2.24), (2.25), (2.26) összefüggéseket visszahelyettesítve a (2.23) egyenletekbe:
k̄ =

Nn̄−N m̄

(N2 −N 2)1/2
,

l̄ =
−N n̄+Nm̄

(N2 −N 2)1/2adódik, amib®l (
ka

la

)
=

(
N2 −N 2

)−1/2
(
N N
N N

) (
na

ma

)következik. Bevezetve a N = N tanhφ jelölést, a transzformáió Lorentz-forgatásnak felelmeg: (
ka

la

)
=

(
cosh φ sinhφ

sinhφ cosh φ

) (
na

ma

)
. (2.27)Bevezetjük még a további egyszer¶sít® jelöléseket is: s = sinhφ és c = coshφ, így N =

(s/c)N . A fels®indexes vektorokra ugyanaz a transzformáió vonatkozik:
(
ka

la

)
=

(
c s

s c

) (
na

ma

)
, (2.28)



12 A nemortogonális kett®s fóliázása bázis-formákra pedig az inverz-transzponált Lorentz-transzformáió:
(
k̄

l̄

)
=

(
c −s

−s c

) (
n̄

m̄

)
.Az fB és gB bázisok kapsolatát a következ® fejezet végén lesz teljes, az F j és Gj formákközötti összefüggés megadásával.2.3. A ka, la,Σtχ felbontás2.3.1. Az eB és gB bázisok kapsolataA (2.4), (2.5) és (2.28) felhasználásával levezethet®k a fejl®désvektorok fA-bázisbeli felbon-tásai:

(
∂

∂t

)a

=
N

c
ka +N iGa

i , (2.29)
(
∂

∂χ

)a

= M (−ska + cla) +M iGa
i . (2.30)A (2.20)-(2.22) egyenletekben szerepl® β, γ, η, Bi

t, Bi
χ és (B−1)

i

j együtthatókra eddig a(2.24)-(2.26) kifejezéseket határoztuk meg:
1

β
= Mc ,

1

η
=
N

c
,

1

γ
= −Ms ,így

k̄ = −Msdχ +
N

c
dt ,

l̄ = Mcdχ , (2.31)és
dχ =

l̄

Mc
,

dt =
1

N

(
ck̄ + sl̄

)
.A többi együttható meghatározásához felhasználjuk még (2.22) összefüggést, így kapjuk,hogy:

Ej = Bj

i

[
Gi − Bi

t

1

N

(
ck̄ + sl̄

)
−Bi

χ

l̄

Mc

]valamint a szükséges 〈
eB, eA

〉
= δBA =

〈
gB, gA

〉 dualitási feltételekb®l:
δjk =

〈
Ej, Ek

〉
= Bj

k → Bj

k = δjk ,

0 =

〈
Ej,

∂

∂t

〉
= N j − Bj

t → Bj
t = N j ,

0 =

〈
Ej,

∂

∂χ

〉
= M j − Bj

χ → Bj
χ = M j



A ka, la,Σtχ felbontás 13(a többi dualitási reláió triviálisan teljesül).Összefoglalva, a (2.31) és a
Gj = N jdt+M jdχ+ Ej = F j (2.32)teszi teljessé az eB és gB bázisok kapsolatát, valamint mind az eB és gB , mind az fB és gBbázisok közötti összefüggéseket is. Továbbá eredményként kaptuk, hogy az F j és Gj formákmegegyeznek. Ennek az az oka, hogy a shift vektorok közösek az fB és a gB bázisokban.2.3.2. Az Mχ felületsereg létezése és la örvénymentességeA bizonyításhoz szükség lesz a (2.29) és (2.30) egyenletekb®l kifejezett ka, la vektorokra:

ka =
c

N

(
∂

∂t

)a

− c

N
N iGa

i , (2.33)
la =

s

N

(
∂

∂t

)a

+
1

cM

(
∂

∂χ

)a

−
(

s

N
N i +

1

cM
M i

)
Ga

i . (2.34)Ezt követ®en vizsgáljuk meg az ka és Ga
j bázisvektorok Lie-zárójelét, felhasználva fenti,valamint (2.3) összefüggéseket:

[k,Gj]
a = kb∂bδ

a
j − δb

j∂bk
a = −∂jk

a = −∂j

(
c

N
δa
t − c

N
N iδa

i

)

= −∂j

(
c

N

)
δa
t +

[
∂j

(
c

N

)
N i +

c

N
∂jN

i
]
δa
i

= −∂j

(
c

N

)(
N

c
ka +N iGa

i

)
+

[
∂j

(
c

N

)
N i +

c

N
∂jN

i
]
Ga

i

= −∂j

(
c

N

) N
c
ka +

c

N
∂jN

iGa
i ,azaz

[k,Gj]
a = ∂j

(
ln
N

c

)
ka +

c

N

(
∂jN

i
)
Ga

i , (2.35)Mivel a Lie-zárójelben az la irányú tag elt¶nik, a Frobenius-tétel értelmében a {k,Gi} vek-torok az Mχ hiperfelület érint®terét feszítik ki. A Frobenius-tétel duális megfogalmazásaértelmében így la örvénymentes.A (2.29) felbontásból pedig az látszik, hogy ∂/∂t érint®je lesz az Mχ hiperfelületnek.2.3.3. A gB bázis algebrája és ka örvényességeA gB bázisvektorok algebráját a (2.35), a [Gi, Gj]
a = δij és a következ®kben számolandó kétLie-zárójel adják meg. Ezek közül az els®:

[l, Gj]
a = lb∂bδ

a
j − δb

j∂bl
a = −∂jl

a = −∂j

[
s

N
δa
t +

1

cM
δa
χ −

(
s

N
N i +

1

cM
M i

)
δa
i

]

= −∂j

(
s

N

)
δa
t − ∂j

(
1

cM

)
δa
χ +

[
∂j

(
s

N

)
N i + ∂j

(
1

cM

)
M i +

s

N
∂jN

i +
1

cM
∂jM

i

]
δa
i
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= −∂j

(
s

N

)(
N

c
ka +N iGa

i

)
− ∂j

(
1

cM

) (
M (−ska + cla) +M iGa

i

)

+

[
∂j

(
s

N

)
N i + ∂j

(
1

cM

)
M i +

s

N
∂jN

i +
1

cM
∂jM

i

]
Ga

i

= − N

c2M

[
∂j

(
s

N

)
cM + ∂j (cM)

s

N

]
ka − ∂j

(
1

cM

)
Mcla +

[
s

N
∂jN

i +
1

cM
∂jM

i

]
Ga

i ,azaz
[l, Gj]

a = − N

c2M
∂j

(
scM

N

)
ka + ∂j ln (cM) la +

[
s

N
∂jN

i +
1

cM
∂jM

i

]
Ga

i . (2.36)A gB bázis {l, Gj} vektorai tehát nem feszítenek ki hiperfelületet-tangensteret, mivel (2.36)Lie-zárójelük nem záródik. Ezért ka is örvényes vektor (kivéve az s = 0 = N = N tanhφesetet), akársak ma az fB bázisban.Az utolsó hiányzó Lie-zárójel pedig:
[k, l]a = kb∂bl

a − lb∂bk
a

=
(

c

N
δb
t −

c

N
N jδb

j

)
∂b

[
s

N
δa
t +

1

cM
δa
χ −

(
s

N
N i +

1

cM
M i

)
δa
i

]

−
[

s

N
δb
t +

1

cM
δb
χ −

(
s

N
N j +

1

cM
M j

)
δb
j

]
∂b

(
c

N
δa
t −

c

N
N iδa

i

)

=
c

N
∂t

[
s

N
δa
t +

1

cM
δa
χ −

(
s

N
N i +

1

cM
M i

)
δa
i

]

− c

N
N j∂j

[
s

N
δa
t +

1

cM
δa
χ −

(
s

N
N i +

1

cM
M i

)
δa
i

]

− s

N
∂t

(
c

N
δa
t −

c

N
N iδa

i

)
− 1

cM
∂χ

(
c

N
δa
t − c

N
N iδa

i

)

+

(
s

N
N j +

1

cM
M j

)
∂j

(
c

N
δa
t − c

N
N iδa

i

)

=

[
c

N
∂t

(
s

N

)
− s

N
∂t

(
c

N

)
− 1

cM
∂χ

(
c

N

)
− c

N
N j∂j

(
s

N

)

+

(
s

N
N j +

1

cM
M j

)
∂j

(
c

N

)]
δa
t +

[
c

N
∂t

(
1

cM

)
− c

N
N j∂j

(
1

cM

)]
δa
χ

+

[
− c

N
∂t

(
s

N

)
N i +

s

N
∂t

(
c

N

)
N i − c

N
∂t

(
1

cM

)
M i − 1

MN
∂tM

i

]
δa
i

+

[
1

cM
∂χ

(
c

N

)
N i +

c

N

1

cM
∂χN

i

]
δa
i

+

{[
c

N
N j∂j

(
s

N

)
−

(
s

N
N j +

1

cM
M j

)
∂j

(
c

N

)]
N i

+
c

N
N j∂j

(
1

cM

)
M i − 1

MN

(
M j∂jN

i −N j∂jM
i
)}

δa
i ,



Az St és Mχ hiperfelület-normálisok örvénymentességének következményei15amely a gB bázisra való visszatérés után a következ®t adja
[k, l]a =

{
∂t

(
s

N

)
−N j∂j

(
s

N

)
+

s

N

[
∂t ln (MN) −N j∂j ln (MN)

]

+
1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−M j∂j ln

(
N

c

)]}
ka

+
1

MN

[
−∂t (cM) +N j∂j (cM)

]
la

+
1

MN

[
−∂tM

i + ∂χN
i −M j∂jN

i +N j∂jM
i
]
Ga

i (2.37)Ezzel befejeztük a gB bázis algebrájának számolását, melyet az alábbi táblázatban fog-lalunk össze:
[k, l]a [k,Gj]

a [l, Gj]
a

ka
{
∂t

(
s

N

)
−N j∂j

(
s

N

)
+ s

N

[
∂t ln (MN) −N j∂j ln (MN)

]
∂j

(
ln N

c

)
− N

c
2M
∂j

(
scM
N

)

+ 1
cM

[
∂χ ln

(
N
c

)
−M j∂j ln

(
N
c

)]}

la 1
MN

[
−∂t (cM) +N j∂j (cM)

]
0 ∂j ln (cM)

Ga
i

1
MN

[
−∂tM

i + ∂χN
i −M j∂jN

i +N j∂jM
i
]

c

N

(
∂jN

i
)

s

N
∂jN

i + 1
cM
∂jM

iMegjegyezzük, hogy amennyiben a ka, la vektorok mer®legesek egymásra, azaz N = 0 =

s és c = 1, a fenti és a 2.1.3 alfejezet végén megadott táblázatokban megadott algebrákazonosak, megegyeznek a [8, 9℄ munkákban használtakkal.2.4. Az St és Mχ hiperfelület-normálisok örvénymentessé-gének következményeiA 2.1.2 és 2.3.2 alfejezetben megmutattuk a Frobenius-tételt alkalmazva (a Lie-zárójel záró-dásával), hogy St és Mχ hiperfelületek léteznek. Bevezetjük most a 4-es metrika St és Mχhiperfelületeken indukált
ĝab = mamb + gab ,

ḡab = −kakb + gabmetrikáit.Az na (la) vektor mer®leges az St (Mχ) hiperfelületre. Az 7 függelékben ismertetett duálisFrobenius-tétel értelmében ekkor az na és la vektorok 3-dimenziós örvénytenzorai elt¶nnek:
ω̂

(n)
ab ≡ ĝc

[aĝ
d
b]∇̃cnd = 0 , (2.38)

ω̄
(l)
ab ≡ ḡc

[aḡ
d
b]∇̃cld = 0 . (2.39)Ezekb®l közvetlenül láthatók a következ® azonosságok:

ĝc
aĝ

d
b ∇̃cnd = ĝc

aĝ
d
b ∇̃dnc ,

ḡc
aḡ

d
b ∇̃cld = ḡc

aḡ
d
b ∇̃dlc . (2.40)



16 A nemortogonális kett®s fóliázásA (2.38) összefüggés átírható a következ® alakba:
0 = 2ĝc

[aĝ
d
b]∇̃cnd = 2ĝc

aĝ
d
b ∇̃[cnd] = (mam

c + gc
a)

(
mbm

d + gd
b

) (
∇̃cnd − ∇̃dnc

)

= gc
ag

d
b ∇̃cnd − gc

ag
d
b ∇̃dnc +mam

cgd
b ∇̃cnd −mam

cgd
b ∇̃dnc

+mbm
dgc

a∇̃cnd −mbm
dgc

a∇̃dnc

= 2gc
[ag

d
b]∇̃cnd +mam

cgd
b ∇̃cnd −mam

dgc
b∇̃cnd +mbm

dgc
a∇̃cnd −mbm

cgd
a∇̃cnd

= 2gc
[ag

d
b]∇̃cnd + 2mcm[ag

d
b]∇̃cnd − 2mdm[ag

c
b]∇̃cnd

= 2gc
[ag

d
b]∇̃cnd + 2m[ag

d
b]m

c
(
∇̃cnd − ∇̃dnc

)
. (2.41)Hasonlóan, a (2.39) összefüggés is átírható:

0 = 2ḡc
[aḡ

d
b]∇̃cld = 2ḡc

aḡ
d
b ∇̃[cld]

= (gc
a − kak

c)
(
gd

b − kbk
d
) (

∇̃cld − ∇̃dlc

)

=
(
gc

ag
d
b − gc

akbk
d − gd

bkak
c + kak

ckbk
d
) (

∇̃cld − ∇̃dlc

)

= gc
ag

d
b ∇̃cld − gc

ag
d
b ∇̃dlc − gc

akbk
d∇̃cld + gc

akbk
d∇̃dlc

−gd
bkak

c∇̃cld + gd
bkak

c∇̃dlc + kak
ckbk

d∇̃cld − kak
ckbk

d∇̃dlc

= 2gc
[ag

d
b]∇̃cld + 2kcgd

[akb]

(
∇̃cld − ∇̃dlc

) (2.42)alakba. A fenti összefüggések mb, illetve kb kontrakiói újabb azonosságokat adnak a 3.2alfejezetben szerepet játszó Ka ≡ gc
am

d∇̃cnd és La ≡ gc
ak

d∇̃cld normális fundamentális for-mákra:
Ka ≡ gc

am
d∇̃cnd = gc

am
d∇̃dnc ,

La ≡ gc
ak

d∇̃cld = gc
ak

d∇̃dlc . (2.43)A (2.41) és (2.42) összefüggések Σtχ felületre es® projekiók pedig az alábbiakban értelmezett2-dimenziós örvénytenzorok elt¶nését mutatják:
ω

(n)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃cnd = 0 , (2.44)

ω
(l)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃cld = 0 . (2.45)A (2.40) és (2.43) összefüggéseket a következ® fejezetben használjuk majd fel, az St és Mχhiperfelületek kinematikai mennyiségei kapsolatának vizsgálatakor. A (2.44) és (2.45) össze-függésekb®l pedig a 3.2 alfejezetben szintén szerepet játszó küls® görbületek szimmetriájalátszik:

Kab ≡ gc
ag

d
b ∇̃cnd = gc

(ag
d
b)∇̃cnd = Kba .

Lab ≡ gc
ag

d
b ∇̃cld = gc

(ag
d
b)∇̃cld = Lba . (2.46)Ez a szimmetria függetlenül is belátható: az els® (2.13) és a második (2.31) összefüggésekb®la normálisok

na = −N∇̃at ,

la = Mc∇̃aχ (2.47)



A ka és ma bázisvektorok 2-dimenziós örvénymentessége 17alakban írhatók. Ezeket behelyettesítve a küls® görbületek (2.46) de�níióiba, nyilvánvalóanszimmetrikus kifejezésekhez jutunk.2.5. A ka és ma bázisvektorok 2-dimenziós örvénymentes-ségeÁllítás:Bár a ka és ma (a teljes B érint®terében) örvényes vektorok, a Σtχ normálisaiként (a
{ka, Ga

i }, illetve {ma, F a
i } érint®terekben) örvénymentesek lesznek:

ω
(k)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃ckd = 0 ,

ω
(m)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃cmd = 0 .Bizonyítás:A második (2.13) és a els® (2.31) összefüggésb®l a ka és ma vektorokra

ka = Ms∇̃aχ− N

c
∇̃at ,

ma = N
s

c
∇̃at +M∇̃aχ (2.48)kifejezések adódnak. Segítségükkel

gc
ag

d
b ∇̃ckd = gc

ag
d
b ∇̃c

(
Ms∇̃dχ− N

c
∇̃dt

)

= gc
ag

d
b

(
Ms∇̃c∇̃dχ− N

c
∇̃c∇̃dt

)
+ gc

ag
d
b

[
∇̃c (Ms) ∇̃dχ− ∇̃c

(
N

c

)
∇̃dt

]

= gc
ag

d
b

(
Ms∇̃d∇̃cχ− N

c
∇̃d∇̃ct

)
+ gc

ag
d
b

[
1

Mc
∇̃c (Ms) ld +

1

N
∇̃c

(
N

c

)
nd

]

= gc
ag

d
b

(
Ms∇̃d∇̃cχ− N

c
∇̃d∇̃ct

)

= gc
ag

d
b

(
Ms∇̃d∇̃cχ− N

c
∇̃d∇̃ct

)
+ gc

ag
d
b

[
1

Mc
∇̃d (Ms) lc +

1

N
∇̃d

(
N

c

)
nc

]

= gc
ag

d
b

(
Ms∇̃d∇̃cχ− N

c
∇̃d∇̃ct

)
+ gc

ag
d
b

[
∇̃d (Ms) ∇̃cχ− ∇̃d

(
N

c

)
∇̃ct

]

= gc
ag

d
b ∇̃d

(
Ms∇̃cχ− N

c
∇̃ct

)

= gc
ag

d
b ∇̃dkc = gc

bg
d
a∇̃ckd

→ ω
(k)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃dkc = 0és hasonlóan

gc
ag

d
b ∇̃cmd = gc

bg
d
a∇̃cmd

→ ω
(m)
ab ≡ gc

[ag
d
b]∇̃dmc = 0 .



18 A nemortogonális kett®s fóliázásA levezetésben felhasználtuk (2.47) összefüggéseket is. Q.E.D.A fenti összefüggések segítségével belátható, hogy a Σtχ felület ka és ma normálisai ismeghatároznak két küls® görbületet:
K∗

ab ≡ gc
ag

d
b ∇̃ckd = gc

(ag
d
b)∇̃ckd = K∗

ba .

L∗
ab ≡ gc

ag
d
b ∇̃cmd = gc

(ag
d
b)∇̃cmd = L∗

ba . (2.49)2.6. A ka és ma bázisvektorok 3-dimenziós örvényeiEgy kongruenia (görbesereg) jól jellemezhet® kinematikai jellemz®kkel. Ezek közül az ex-panzió a kör keresztmetszet¶ kongruenia kerületének növekedését vagy sökkenését, a nyírása kör ellipszissé deformálását (ilyen a gravitáiós hullámok hatása is), az örvény pedig a ten-gely körüli elfordulását okozza (2.2 ábra). A három nevezett mennyiségb®l ún. optikai ska-lárok értelmezhet®k. Nem mer®leges kett®s fóliázás esetén látni fogjuk, hogy a 2-dimenziósörvények elt¶nnek, és a nyírással, expanzióval a küls® görbületek állnak kapsolatban.

Expanzió Nyírás Örvény2.2. ábra. Kongruenia expanziója, nyírása és örvénye. A kongrueniát megadó vektormez®kovariáns deriváltjának kongrueniára mer®leges projekiója szimmetrikus és antiszimmetri-kus részekre bontható. El®bbinek a spúrja, illetve spúrmentes részei az expanzió és a nyírás,utóbbi az örvény. Örvénymentes esetben a szimmetrikus rész a küls® görbület.



A ka és ma bázisvektorok 3-dimenziós örvényei 19A ka és ma bázisvektorok örvényének tárgyalásához 2 újabb 3-dimenziós metrikát kellbevezetnünk:
h̄ab = −nanb + gab ,

ĥab = lalb + gab .A 3-dimenziós örvényeket következ®képpen értelmezzük:
ω̂

(k)
ab ≡ ĥc

[aĥ
d
b]∇̃ckd 6= 0 ,

ω̄
(m)
ab ≡ h̄c

[ah̄
d
b]∇̃cmd 6= 0 .Elvégezzük ezek 2+1 felbontását:

2ω̂
(k)
ab = 2ĥc

[aĥ
d
b]∇̃ckd = 2ĥc

aĥ
d
b∇̃[ckd] = (lal

c + gc
a)

(
lbl

d + gd
b

) (
∇̃ckd − ∇̃dkc

)

= gc
ag

d
b ∇̃ckd − gc

ag
d
b ∇̃dkc + lal

cgd
b ∇̃ckd − lal

cgd
b ∇̃dkc

+lbl
dgc

a∇̃ckd − lbl
dgc

a∇̃dkc

= 2gc
[ag

d
b]∇̃ckd + 2lcl[ag

d
b]∇̃ckd − 2ldl[ag

c
b]∇̃ckd

= 2gc
[ag

d
b]∇̃ckd + 2l[ag

d
b]l

c
(
∇̃ckd − ∇̃dkc

)
,valamint

2ω̄
(m)
ab = 2h̄c

[ah̄
d
b]∇̃cmd = 2h̄c

ah̄
d
b∇̃[cmd]

= (gc
a − nan

c)
(
gd

b − nbn
d
) (

∇̃cmd − ∇̃dmc

)

=
(
gc

ag
d
b − gc

anbn
d − gd

bnan
c + nan

cnbn
d
) (

∇̃cmd − ∇̃dmc

)

= gc
ag

d
b ∇̃cmd − gc

ag
d
b ∇̃dmc − gc

anbn
d∇̃cmd + gc

anbn
d∇̃dmc

−gd
bnan

c∇̃cmd + gd
bnan

c∇̃dmc

= 2gc
[ag

d
b]∇̃cmd + 2ncgd

[anb]

(
∇̃cmd − ∇̃dmc

)
.Az el®z® alfejezetben bizonyított 2-dimenziós örvénymentességek miatt a ka és ma vektorok3-dimenziós örvénytenzorainak kifejezései

ω̂
(k)
ab = l[ag

d
b]l

c
(
∇̃ckd − ∇̃dkc

)
,

ω̄
(m)
ab = −n[ag

d
b]n

c
(
∇̃cmd − ∇̃dmc

) (2.50)lesznek.Az (2.50) összefüggések lb, illetve nb kontrakiói megadják a ka ésma vektorok 3-dimenziósörvénytenzorainak nemelt¶n® komponenseit. A 3.2 alfejezetben szintén szerepet játszó K∗
a ≡

gc
al

d∇̃ckd és L∗
a ≡ −gc

an
d∇̃cmd mennyiségeket felhasználva a 3-dimenziós örvénytenzorok a

2ω̂
(k)
ab l

b = −gd
al

c
(
∇̃ckd − ∇̃dkc

)
= −K∗

a − gd
ak

c∇̃dlc = −K∗
a + La ,

2ω̄
(m)
ab nb = −gd

an
c
(
∇̃cmd − ∇̃dmc

)
= L∗

a − gd
am

c∇̃dnc = L∗
a −Ka . (2.51)



20 A nemortogonális kett®s fóliázásalakban adhatók meg. Felfoghatók ezek az összefüggések úgy is, mint a K∗
a és L∗

a mennyiségekkifejezései a Ka és La normális fundamentális formákkal, valamint a ka és ma vektorok 3-dimenziós örvénytenzoraival:
K∗

a = La − 2ω̂
(k)
ab l

b ,

L∗
a = Ka + 2ω̄

(m)
ab nb . (2.52)



3. fejezetA kovariáns deriváltak 2+1+1felbontásai
3.1. A Σtχ felületen indukált kovariáns deriváltEgy tetsz®leges T̃ a1...ar

b1...br
4-es tenzor kovariáns deriváltját a Σtχ hiperfelületre a gb

a indukáltmetrika segítségével vetítjük:
DaT̃

a1...ar

b1...bq
≡ gc

ag
a1

c1 ...g
ar
cr
gd1

b1
...g

dq

bq
∇̃cT̃

c1...cr

d1...dq
, (3.1)Megmutatható, hogy amennyiben T̃ a1...ar

b1...br
a Σtχ hiperfelület tangens és kotangens tereinekszorzatán értelmezett, a (3.1) kifejezés pontosan a gab indukált metrikával kompatibilis kon-nexióval képezett kovariáns derivált lesz. Ez könnyen belátható, ha felhasználjuk a ∇̃ag̃cb = 0feltételt, valamint a következ® projekiós tulajdonságokat

ga
bna = (g̃a

b + nanb −mamb)na = g̃a
bna + nan

anb − nam
amb = nb − nb = 0 ,

ga
bma = (g̃a

b + nanb −mamb)ma = g̃a
bma +man

anb −mam
amb = mb −mb = 0 ,

ga
bka = (g̃a

b + kakb − lalb) ka = g̃a
bka + kak

akb − kal
alb = kb − kb = 0 ,

ga
b la = (g̃a

b + kakb − lalb) la = g̃a
b la + lak

akb − lal
alb = lb − lb = 0 , (3.2)melyekb®l kapjuk, hogy

0 = ∇̃a (gbcn
c) = gbc∇̃an

c + nc∇̃agbc → gbc∇̃an
c = −nc∇̃agbc ,

0 = ∇̃a (gbcm
c) = gbc∇̃am

c +mc∇̃agbc → gbc∇̃am
c = −mc∇̃agbc ,

0 = ∇̃a (gbck
c) = gbc∇̃ak

c + kc∇̃agbc → gbc∇̃ak
c = −kc∇̃agbc ,

0 = ∇̃a (gbcl
c) = gbc∇̃al

c + lc∇̃agbc → gbc∇̃al
c = −lc∇̃agbc . (3.3)Ha a hiperfelületen indukált kovariáns deriválást elvégezzük az indukált metrikán a

Dagbc = gi
ag

j
bg

k
c ∇̃i (g̃jk + njnk −mjmk)

= gi
ag

j
bg

k
c

(
∇̃ig̃jk + nj∇̃ink + nk∇̃inj −mj∇̃imk −mk∇̃imj

)

= gi
ag

j
bg

k
cnj∇̃ink + gi

ag
j
bg

k
cnk∇̃inj − gi

ag
j
bg

k
cmj∇̃imk − gi

ag
j
bg

k
cmk∇̃imj = 021



22 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásaieredményt kapjuk, mely igazolja az állítást.A szokásos 3+1 felbontásban a hiperfelület normálisának hiperfelületre vetített kovari-áns deriváltja a hiperfelület küls® görbülete, melyr®l belátható, hogy az indukált metrikaid®deriváltjával áll kapsolatban, ezért kinematikai mennyiség [1℄.A jelenlegi formalizmus két háromdimenziós hiperfelületet is tartalmaz, az St és Mχ-t,ezek metszete pedig a Σtχ kétdimenziós felület. A két hiperfelület na és la normálisai a Σtχfelületnek is (egymásra nemmer®leges) normálisai.A következ® két alfejezetben a hiperfelület-normálisok kovariáns deriváltjainak 2+1+1felbontását végezzük el.3.2. A Σtχ felület küls® görbületei, normális fundamentálisformái és skalárjaiA (2.38), (2.39) és a(3.1) összefüggéseket alkalmazva az St és Mχ hiperfelületek normálisairajellemz® geometriai fogalmakat tudunk bevezetni.Ehhez végezzük el az St hiperfelület-normális kovariáns deriváltjának 2+1+1 felbontását:
∇̃anb = g̃c

ag̃
d
b ∇̃cnd = (gc

a − ncna +mcma)
(
gd

b − ndnb +mdmb

)
∇̃cnd

= (gc
a − ncna +mcma)

(
gd

b +mdmb

)
∇̃cnd

= gc
ag

d
b ∇̃cnd + gc

am
dmb∇̃cnd + gd

bm
cma∇̃cnd − ncnag

d
b ∇̃cnd

−ncnam
dmb∇̃cnd +mcmam

dmb∇̃cnd

= gc
ag

d
b ∇̃cnd +mb

(
gc

am
d∇̃cnd

)
+ma

(
gd

bm
c∇̃cnd

)
− na

(
gd

bn
c∇̃cnd

)

−namb

(
ncmd∇̃cnd

)
+mamb

(
mdmc∇̃cnd

)

= Kab + 2m(aKb) +mambK − naab + nambL∗ . (3.4)A Kab = gc
ag

d
b ∇̃cnd a Σtχ felületnek (az St normálisával képezett) küls® görbülete, a Ka =

gc
am

d∇̃cnd a normális fundamentális formája, a K = mdmc∇̃cnd a normális fundamentálisskalárja [22℄, az ab = gd
bn

c∇̃cnd és L∗ = ncnd∇̃cmd tagok pedig az na sebesség¶ meg�gyel®
αc ≡ nd∇̃dn

c nemgravitáiós gyorsulásának (mely teljesíti az ncα
c = 0 feltételt) további 2+1felbontásából származó komponensei:

αb = na∇̃an
b = na∇̃a

(
g̃b

cn
c
)

= g̃b
cn

a∇̃an
c =

(
gb

c − ncn
d +mcm

d
)
na∇̃an

c

= gb
cn

a∇̃an
c +mcm

bna∇̃an
c = a

b −mbnanc∇̃amc = a
b −mbL∗ . (3.5)A (2.39) és (3.1) használatával az Mχ hiperfelület-normális kovariáns deriváltjának a2+1+1 felbontása hasonló módon végezhet® el:

∇̃alb = g̃c
ag̃

d
b ∇̃cld = (gc

a − kcka + lcla)
(
gd

b − kdkb

)
∇̃cld

= gc
ag

d
b ∇̃cld − gc

ak
dkb∇̃cld − gd

bk
cka∇̃cld + gd

b l
cla∇̃cld

−lclakdkb∇̃cld + kckak
dkb∇̃cld
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= gc

ag
d
b ∇̃cld − kb

(
gc

ak
d∇̃cld

)
− ka

(
gd

bk
c∇̃cld

)
+ la

(
gd

b l
c∇̃cld

)

−lakb

(
kdlc∇̃cld

)
+ kakb

(
kdkc∇̃cld

)

= gc
ag

d
b ∇̃cld + kb

(
−gc

ak
d∇̃cld

)
+ ka

(
−gd

bk
c∇̃cld

)
+ la

(
gd

b l
c∇̃cld

)

+lakb

(
ldlc∇̃ckd

)
+ kakb

(
kdkc∇̃cld

)

= Lab + 2k(aLb) + kakbL + labb + lakbK∗ . (3.6)Itt a Σtχ (az Mχ normálisával képezett) küls® görbülete az Lab = gc
ag

d
b ∇̃cld, normális fun-damentális formája az La = −gc

ak
d∇̃cld (a minuszt a jelölések kés®bbi egyszer¶södése miattvezettük be, [8℄ nyomán), L = kdkc∇̃cld a normális fundamentális skalárja, a bb = gd

b l
c∇̃cldés K∗ = ldlc∇̃ckd az la normális βb ≡ la∇̃al

b nemgravitáiós �gyorsulását� adják meg, melyteljesíti az lcβc = 0 feltételt és 2+1 felbontása
βb = la∇̃al

b = g̃b
cl

a∇̃al
c =

(
gb

c − kck
d + lcl

d
)
la∇̃al

c

= gb
cl

a∇̃al
c − kck

bla∇̃al
c = b

b + kblalc∇̃akc = b
b − kbK∗ (3.7)alakú.A [8, 9℄ munkákban ismertetett mer®leges fóliázások esetén a (3.4) és (3.6) felbontásokbanmegjelen® L∗ és K∗ mennyiségek helyett L és K szerepelt. Az ott is bevezetett{Kab, Ka, K}és {Lab, La, L} mennyiségek közül az els® soport kinematikai szereppel bírt, míg a máso-dik térszer¶ gradiensekkel állt kapsolatban. A nemmer®leges fóliázásokon alapuló jelenlegifelbontásban a fenti mennyiségek kapsolatát az id®szer¶ és térszer¶ deriváltakkal a kés®b-biekben fogjuk tisztázni.3.3. A ka és ma kovariáns deriváltjainak felbontásaA ka és ma formák kovariáns deriváltjainak felbontásai

∇̃akb = g̃c
ag̃

d
b ∇̃ckd = (gc

a − kcka + lcla)
(
gd

b − kdkb + ldlb
)
∇̃ckd

= (gc
a − kcka + lcla)

(
gd

b + ldlb
)
∇̃ckd = gc

ag
d
b ∇̃ckd − gd

bk
cka∇̃ckd

+gd
b l

cla∇̃ckd + gc
al

dlb∇̃ckd − kckal
dlb∇̃ckd + lclal

dlb∇̃ckd

= K∗
ab + la

(
gd

b l
c∇̃ckd

)
+ lb

(
gc

al
d∇̃ckd

)

+lalb

(
ldlc∇̃ckd

)
− ka

(
gd

bk
c∇̃ckd + lbk

cld∇̃ckd

)

= K∗
ab + la

(
gd

b l
c∇̃ckd

)
− lb

(
gc

ak
d∇̃cld

)

+lalbK∗ − ka (a∗
b − lbL)

= K∗
ab + laK∗

b + lbLa + lalbK∗ − ka (a∗
b − lbL) ,
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∇̃amb = g̃c

ag̃
d
b ∇̃cmd = (gc

a − ncna +mcma)
(
gd

b − ndnb +mdmb

)
∇̃cmd

= (gc
a − ncna +mcma)

(
gd

b − ndnb

)
∇̃cmd = gc

ag
d
b ∇̃cmd − gd

bn
cna∇̃cmd

+gd
bm

cma∇̃cmd − gc
an

dnb∇̃cmd + ncnan
dnb∇̃cmd −mcman

dnb∇̃cmd

= L∗
ab − na

(
gd

bn
c∇̃cmd

)
− nb

(
gc

an
d∇̃cmd

)

+nanb

(
ncnd∇̃cmd

)
+ma

(
gd

bm
c∇̃cmd

)
−manb

(
ndmc∇̃cmd

)

= L∗
ab − na

(
gd

bn
c∇̃cmd

)
+ nb

(
gc

am
d∇̃cnd

)

+nanb

(
ncnd∇̃cmd

)
+ma

(
gd

bm
c∇̃cmd

)
+manb

(
mdmc∇̃cnd

)

= L∗
ab + naL∗

b + nbKa + nanbL∗ +ma (b∗
b + nbK) ,ahol felhasználtuk a korábban bevezetett de�níiókat a K∗

ab = gc
ag

d
b ∇̃ckd (illetve L∗

ab =

gc
ag

d
b ∇̃cmd) mennyiségekre, melyek a Σtχ felület ka (illetve ma) kongrueniákkal képezettküls® görbületei. A 2.5 alfejezetben bizonyított eredményt is felhasználtuk, miszerint a ka(illetve ma) kongrueniák az általuk és a Σtχ felület tangenstere által kifeszített 3-dimenzióstérben számolt 2-dimenziós örvénye elt¶nik. A ka nemgravitáiós gyorsulásának komponen-sei

α∗
b = ka∇̃akb = g̃i

bk
a∇̃aki =

(
gi

b − kikb + lilb
)
ka∇̃aki =

(
gi

b + lilb
)
ka∇̃aki

= gi
bk

a∇̃aki + lb

(
lika∇̃aki

)
= a

∗
b − lbk

ika∇̃ali = a
∗
b − lbL , (3.8)míg az ma nemgravitáiós gyorsulása

β∗
b = ma∇̃amb = g̃i

bm
a∇̃ami =

(
gi

b − ninb +mimb

)
ma∇̃ami =

(
gi

b − ninb

)
ma∇̃ami

= gi
bm

a∇̃ami − nbm
ani∇̃ami = b

∗
b + nbm

ami∇̃ani = b
∗
b + nbK , (3.9)ezek szintén megjelentek a felbontásban (itt bevezettük a∗

b = gi
bk

a∇̃aki és b∗
b = gi

bm
a∇̃amimennyiségeket). Végül bevezettük a L∗

b = −gd
bn

c∇̃cmd és K∗
b = gd

b l
c∇̃ckd mennyiségeketis, melyekr®l megjegyezzük, hogy a Kb és Lb mennyiségekkel ellentétben ezek nem normálisfundamentális formák. Azonban (2.52) segítségével kifejezhet®k Kb és Lb normális funda-mentális formákkal valamint az ma és ka vektorok 3-dimenziós örvényeivel.3.4. ÖsszefoglalásAz na, la, ka, ma bázisvektorokhoz tartozó küls® görbület, normális fundamentális forma,normális fundamentális skalár és gyorsulás mennyiségeket az alábbi táblázat foglalja össze:

Kab = gc
ag

d
b ∇̃cnd Lab = gc

ag
d
b ∇̃cld K∗

ab = gc
ag

d
b ∇̃ckd L∗

ab = gc
ag

d
b ∇̃cmd

Ka = gc
am

d∇̃cnd La = −gc
ak

d∇̃cld K∗
a = gd

al
c∇̃ckd L∗

a = −gd
an

c∇̃cmd

K = mdmc∇̃cnd L = kdkc∇̃cld K∗ = ldlc∇̃ckd L∗ = ncnd∇̃cmd

aa = gd
an

c∇̃cnd ba = gd
al

c∇̃cld a∗
a = gi

ak
a∇̃aki b∗

a = gi
am

a∇̃ami



4. fejezetA bevezetett geometriai mennyiségekközötti kapsolat
4.1. A Ka és La normális fundamentális formák kapsolataA [8, 9℄ munkákban a mer®legesség miatt N = 0 fennállt, ezért a na = ka valamint la = maösszefüggések teljesültek, így a Ka = La kapsolat állt fenn a normális fundamentál formákközött. Nem ortogonális kett®s fóliázás esetén ett®l eltér® eredményt kapunk, melyek az (5),(2.28) összefüggések segítségével áll el®. Elvégezve a behelyettesítéseket az

La = −gc
ak

d∇̃cld = −gc
a

(
cnd + smd

)
∇̃c (snd + cmd)

=
(
−cgc

an
d − sgc

am
d
) (

s∇̃cnd + nd∇̃cs + c∇̃cmd +md∇̃cc

)

= cgc
a∇̃cs − c

2gc
an

d∇̃cmd − s
2gc

am
d∇̃cnd − sgc

a∇̃cc

= cgc
a∇̃cs + c

2Ka − s
2Ka − sgc

a∇̃cc = Ka + cDas − sDac

= Ka + c
2Da tanhφ ,azaz

La = Ka +Daφ (4.1)eredmény adódik. A kés®bbi számolásoknál törekszünk majd sak az egyik fundamentálisvektor használnatára. Megjegyezzük, hogy a [8, 9℄ munkákban ismertetett formalizmushozképest a φ-t tartalmazó tag új járulékot ad a kinematikai mennyiségek közötti kapsolathoz,ez pontosan a fóliázások nemmer®leges jellegéb®l adódik.4.2. A K∗ és L∗ normális fundamentális skalárok kapso-lata K és L normális fundamentális skalárokkalMivel a [8, 9, 10℄ munkákban alkalmazott mer®leges kett®s fóliázás esetén na, la, K és L sze-repelnek a (3.4) és (3.6) felbontásokban ka, ma, L∗ és K∗ mennyiségek helyett, megpróbáljuk
L∗ és K∗ mennyiségeket kifejezni a korábbi {Kab, Ka, K} és {Lab, La, L} változókkal, va-lamint a mer®legességt®l való eltérést megadó φ szöggel. Felhasználva az (5) de�níiót és az25
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St, Mχ hiperfelület normálisai között fellép® kapsolatot a

L∗ = nanb∇̃amb = (cka − sla)
(
ckb − slb

)
∇̃a (−skb + clb)

=
(
c
2kakb − sclakb − sckalb + s

2lalb
)

(
−kb∇̃as − s∇̃akb + lb∇̃ac + c∇̃alb

)

= c
2ka∇̃as + c

3kakb∇̃alb − scla∇̃as − sc
2lakb∇̃alb

+s
2
ckalb∇̃akb − scka∇̃ac − s

3lalb∇̃akb + s
2la∇̃ac

= c
2ka∇̃as + c

3L − scla∇̃as + sc
2K∗ − s

2
cL

−scka∇̃ac − s
3K∗ + s

2la∇̃ac

= c
3
(
1 − tanh2 φ

)
L + sc

2
(
1 − tanh2 φ

)
K∗

+c

(
cka∇̃as − ska∇̃ac

)
+ s

(
sla∇̃ac − cla∇̃as

)

= cL + sK∗ + c
3ka∇̃a tanhφ− sc

2la∇̃a tanhφ

= cL + sK∗ + (cka − sla) c
2∇̃a tanhφ

= cL + sK∗ + na∇̃aφ ,és
K∗ = lalb∇̃akb = (sna + cma)

(
snb + cmb

)
∇̃a (cnb + smb)

=
(
s
2nanb + scnamb + scmanb + c

2mamb
)

(
c∇̃anb + nb∇̃ac + s∇̃amb +mb∇̃as

)

= −s
2na∇̃ac + s

3nanb∇̃amb + sc
2namb∇̃anb + scna∇̃as

−scma∇̃ac + s
2
cnbma∇̃amb + c

3mamb∇̃anb + c
2ma∇̃as

= −s
2na∇̃ac + s

3L∗ − sc
2L∗ + scna∇̃as

−scma∇̃ac − s
2
cK + c

3K + c
2ma∇̃as

= s
3L∗ − sc

2L∗ + c
3K − s

2
cK + scna∇̃as

−s
2na∇̃ac + c

2ma∇̃as − scma∇̃ac

= sc
2
(
tanh2 φ− 1

)
L∗ + c

3
(
1 − tanh2 φ

)
K

+s

(
cna∇̃as − sna∇̃ac

)
+ c

(
cma∇̃as − sma∇̃ac

)

= −sL∗ + cK + sc
2na∇̃ tanhφ+ c

3ma∇̃ tanhφ

= −sL∗ + cK + sc
2na∇̃a tanhφ+ c

3ma∇̃a tanhφ

= −sL∗ + cK + c
2 (sna + cma) ∇̃a tanhφ

= −sL∗ + cK + la∇̃aφösszefüggéseket kapjuk. Kifejezve az egyenletrendszerb®l a L∗ és K∗ változókat, a
L∗ = cL + sK∗ + na∇̃aφ = cL + s

(
−sL∗ + cK + la∇̃aφ

)
+ na∇̃aφ

= cL− s
2L∗ + scK + sla∇̃aφ+ na∇̃aφ ,(

1 + s
2
)
L∗ = scK + cL + (sla + na) ∇̃aφ ,

c
2L∗ = c (sK + L) + (sla + na) ∇̃aφ , (4.2)



Az a∗
a és b∗

a gyorsulások kapsolata aa és ba gyorsulásokkal 27és
K∗ = −sL∗ + cK + la∇̃aφ = −s

(
cL + sK∗ + na∇̃aφ

)
+ cK + la∇̃aφ

= −scL − s
2K∗ − sna∇̃aφ+ cK + la∇̃aφ ,(

1 + s
2
)
K∗ = cK − scL + (la − sna) ∇̃aφ ,

c
2K∗ = c (K − sL) + (la − sna) ∇̃aφ (4.3)eredemény adódik. Ezek segítségével a L∗ és K∗ mennyiségek szükség esetén kifejezhet®k a

K és L mennyiségekkel.4.3. Az a∗a és b∗a gyorsulások kapsolata aa és ba gyorsulá-sokkalA mer®leges kett®s fóliázás választásakor bevezetett aa és ba gyorsulások mellett a nemor-togonális kett®s fóliázás miatt még két gyorsulást kellett bevezetni, melyeket a ka és mavektorok gyorsulásaként de�niáltunk. A a∗
a, b∗

a és aa, ba gyorsulások közötti összef®ggésekmegadásához a (5), (2.28), (2.43) és (3.2) kifejezéseket felhasználása szükséges. A bázisokközötti transzformáiókkal a
a
∗
a = gc

ak
d∇̃dkc = gc

a

(
cnd + smd

)
∇̃d (cnc + smc)

=
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cgc
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d + sgc
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d
) (
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)
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d∇̃dnc + s

2gc
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d∇̃dmc
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2
ab + s

2
b
∗
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b
∗
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am
d∇̃dmc = gc

a

(
−skd + cld

)
∇̃d (−skc + clc)

=
(
−sgc
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d + cgc

al
d
) (

−s∇̃dkc − kc∇̃ds + c∇̃dlc + lc∇̃dc

)

= s
2gc

ak
d∇̃dkc − scgc

ak
d∇̃dlc − scgc

al
d∇̃dkc + c

2gc
al

d∇̃dlc

= sc (La −K∗
b) + s

2
a
∗
b + c

2
bbrészeredményt kapjuk, így a fennálló kapsolatra a

a
∗
a = sc (Ka − L∗

a) + c
2
aa + s

3
c (La −K∗

a) + s
4
a
∗
a + c

2
s
2
ba(

1 − s
4
)
a
∗
a = sc (Ka − L∗

a) + s
3
c (La −K∗

a) + c
2
aa + c

2
s
2
ba

(
1 − s

2
)
a
∗
a = aa +

s

c

[
(Ka − L∗

a) + s
2 (La −K∗

a)
]
+ s

2
ba , (4.4)valamint

b
∗
a = sc (La −K∗

a) + s
2
[
sc (Ka −L∗

a) + c
2
aa + s

2
b
∗
a

]
+ c

2
ba(

1 − s
4
)
b
∗
a = sc (La −K∗

a) + s
3
c (Ka −L∗

a) + s
2
c
2
aa + c

2
ba

(
1 − s

2
)
b
∗
a = ba +

s

c

[
(La −K∗

a) + s
2 (Ka −L∗

a)
]
+ s

2
aa (4.5)összefüggések adódnak.



28 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásai4.4. A K∗
a és L∗

a mennyiségek kapsolata Ka és La normálisfundamentális formákkalEbben az alfejezetben a K∗
a, L∗

a és Ka, La normális fundamentális vektorok kapsolatát ke-ressük az (5), (2.28), (2.43) és (3.2) összefüggés segítségével. A felbontás alatt a mennyiségekazonosításához az el®z® fejezet végén megadott táblázatot használtuk.A K∗
a normális fundamentális vektor esetén a

K∗
a = gc

al
d∇̃dkc = gc

a

(
snd + cmd

)
∇̃d (cnc + smc)

=
(
sgc

an
d + cgc

am
d
) (

c∇̃dnc + nc∇̃dc + s∇̃dmc +mc∇̃ds

)

= scgc
an

d∇̃dnc + s
2gc

an
d∇̃dmc + c

2gc
am

d∇̃dnc + scgc
am

d∇̃dmc

= scaa − s
2L∗

a + c
2gc

am
d∇̃cnd + scb

∗
a

= sc (aa + b
∗
a) + c

2Ka − s
2L∗

arészösszefüggést kaptuk. Látszik, hogy szükség lesz a továbbiakban az L∗
a felírására a ka, labázis segítségével. A számoláshoz használt összefüggések ugyanazok, így a

L∗
a = −gc

an
d∇̃dmc = −gc

a

(
ckd − sld

)
∇̃d (−skc + clc)

=
(
−cgc

ak
d + sgc

al
d
) (

−s∇̃dkc − kc∇̃ds + c∇̃dlc + lc∇̃dc

)

= csgc
ak

d∇̃dkc − c
2gc

ak
d∇̃dlc − s

2gc
al

d∇̃dkc + scgc
al

d∇̃dlc

= csa
∗
a − c

2gc
ak

d∇̃cld − s
2K∗

a + scba

= cs (a∗
a + ba) + c

2La − s
2K∗

akifejezés adódik. A két egyenletrendszerb®l a
K∗

a = sc (aa + b
∗
a) + c

2Ka − s
2L∗

a

= sc (aa + b
∗
a) + c

2Ka − s
2
[
cs (a∗

a + ba) + c
2La − s

2K∗
a

]

= sc
[
(aa + b

∗
a) − s

2 (a∗
a + ba)

]
+ c

2
(
Ka − s

2La

)
+ s

4K∗
a(

1 − s
4
)
K∗

a = sc
[
(aa + b

∗
a) − s

2 (a∗
a + ba)

]
+ c

2
(
Ka − s

2La

)
(
1 − s

2
)
c
2K∗

a = sc
[
(aa + b

∗
a) − s

2 (a∗
a + ba)

]
+ c

2
(
Ka − s

2La

)

(
1 − s

2
)
K∗

a = Ka +
s

c

[
(aa + b

∗
a) − s

2 (a∗
a + ba)

]
− s

2La , (4.6)és
L∗

a = cs (a∗
a + ba) + c

2La − s
2K∗

a

= cs (a∗
a + ba) + c

2La − s
2
[
sc (aa + b

∗
a) + c

2Ka − s
2L∗

a

]

= cs
[
(a∗

a + ba) − s
2 (aa + b

∗
a)

]
+ c

2
(
La − s

2Ka

)
+ s

4L∗
a(

1 − s
4
)
L∗

a = cs
[
(a∗

a + ba) − s
2 (aa + b

∗
a)

]
+ c

2
(
La − s

2Ka

)
(
1 − s

2
)
c
2L∗

a = cs
[
(a∗

a + ba) − s
2 (aa + b

∗
a)

]
+ c

2
(
La − s

2Ka

)

(
1 − s

2
)
L∗

a = La +
s

c

[
(a∗

a + ba) − s
2 (aa + b

∗
a)

]
− s

2Ka (4.7)kapsolat adódik.



Az a∗
a, b

∗
a gyorsulások és K∗

a,L∗
a mennyiségek végs® kifejezései 294.5. Az a

∗
a, b

∗
a gyorsulások és K∗

a,L∗
a mennyiségek végs® ki-fejezéseiA gyorsulások közötti (4.4) és (4.5) összefüggések különbségéb®l, valamint a levezetett (4.6)és (4.7) összefüggések összegéb®l kapjuk, hogy:

a
∗
a − b

∗
a +

s

c
(L∗

a −K∗
a) = aa − ba +

s

c
(Ka −La) ,

K∗
a + L∗

a −
s

c
(a∗

a + b
∗
a) = Ka + La +

s

c
(aa + ba) ,vagyis

2sca∗a =
[
L∗

a +
(
c
2 + s

2
)
K∗

a

]
− 2scba −

[
Ka +

(
c
2 + s

2
)
La

]
,

2scb∗
a =

[
K∗

a +
(
c
2 + s

2
)
L∗

a

]
− 2scaa −

[
La +

(
c
2 + s

2
)
Ka

]
.Visszahelyettesítve ezeket a (4.6) és (4.7) összefüggésekbe, az 1 + s2c2 − s4 = c2 és 1 −

s2 (c2 + s2) = (1 − 2s2) c2 azonosságok felhasználásával:
2
(
1 − s

2
)
c
2K∗

a = 2c2Ka − 2s2
c
2La + 2sc

(
aa − s

2
ba

)

+
[
K∗

a +
(
c
2 + s

2
)
L∗

a

]
− 2scaa −

[
La +

(
c
2 + s

2
)
Ka

]

−s
2
{[

L∗
a +

(
c
2 + s

2
)
K∗

a

]
− 2scba −

[
Ka +

(
c
2 + s

2
)
La

]}

= c
2 (Ka −La) + c

2
[
L∗

a +
(
1 − 2s2

)
K∗

a

]
,

2
(
1 − s

2
)
c
2L∗

a = 2c2La − 2s2
c
2Ka + 2sc

[
ba − s

2
aa

]

+
[
L∗

a +
(
c
2 + s

2
)
K∗

a

]
− 2scba −

[
Ka +

(
c
2 + s

2
)
La

]

−s
2
{[

K∗
a +

(
c
2 + s

2
)
L∗

a

]
− 2scaa −

[
La +

(
c
2 + s

2
)
Ka

]}

= c
2 (La −Ka) + c

2
[
K∗

a +
(
1 − 2s2

)
L∗

a

]
.Mindkét egyenlet a

K∗
a − L∗

a = Ka − La (4.8)összefüggéshez vezet. Ennek felhasználásával a (4.6) és (4.7) összefüggések különbségéb®lkapjuk, hogy:
sc (a∗

a − b
∗
a) = sc (aa − ba) + 2s2 (Ka − La) .Ez az összefüggés s = 0 esetén teljesül. Amikor s 6= 0, oszthatunk vele és

a
∗
a − b

∗
a = aa − ba + 2

s

c
(Ka − La) (4.9)eredményhez jutunk. Megjegyezzük, hogy s = 0 esetén ez is teljesül, így nem vezettünk behamis megoldást az s-sel való osztáskor.Ezután a levezetett (4.8) és (4.9) eredmények felhasználásával (4.5) és (4.7) összefüggé-sekb®l kiküszöböljük K∗

a és a
∗
a változókat:
L∗

a −
s

c
b
∗
a =

1

c2

(
La + s

2Ka

)
+

s

c
aa ,
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scL∗

a +
(
1 − s

2
)
b
∗
a = ba + s

2
aa +

s

c

[
2La −

(
1 − s

2
)
Ka

]
.Az el®állt egyenletekb®l most már kifejezhet®

L∗
a = La +

s

c
(aa + ba) (4.10)és

s

c
b
∗
a =

s

c
ba +

s2

c2
(La −Ka) .Utóbbi teljesül s = 0 esetén. Amikor s 6= 0, oszthatunk vele és

b
∗
a = ba +

s

c
(La −Ka) (4.11)összefüggéshez jutunk. Megjegyezzük, hogy s = 0 esetén ez is teljesül, így nem vezettünk behamis megoldást az s-sel való osztáskor.A (4.8) és (4.9) összefüggésekb®l meghatározhatjuk

K∗
a = Ka +

s

c
(aa + ba) (4.12)és

a
∗
a = aa +

s

c
(Ka −La)kifejezéseket is.Végül megjegyezzük, hogy (4.1), (4.10) és (4.12) összefüggésekb®l

L∗
a = K∗

a +Daφ (4.13)következik.4.6. A ka és ma vektorok 3-dimenziós örvényeinek kifeje-zése geometriai mennyiségekkelFelhasználva az el®z® alfejezet eredményeit, a (2.52) összefüggések megadják a keresett ne-meltün® örvénykomponenseket:
2ω̂

(k)
ab l

b = La −Ka −
s

c
(aa + ba) ,

2ω̄
(m)
ab nb = La −Ka +

s

c
(aa + ba) .Felhasználva továbbá (4.1) összefüggést, az örvények kifejezhet®k az alábbi

2ω̂
(k)
ab l

b = Daφ− s

c
(aa + ba) ,

2ω̄
(m)
ab nb = Daφ+

s

c
(aa + ba) (4.14)alakban, melyeken látszik, hogy az örvények N nemnulla értékének köszönhet®k. Ezzelaz N nemelt¶n® shift-komponens második interpretáióját adjuk meg, a ka és ma vekto-rok 3-dimenziós örvényességének mértékét jelenti. (Az els® interpretáió a bázisok Lorentz-forgatásának szöge volt.)



A K∗
ab és L∗

ab küls® görbületek kapsolata Kab és Lab küls® görbületekkel 314.7. A K∗
ab és L∗

ab küls® görbületek kapsolata Kab és Labküls® görbületekkelA [8, 9, 10℄ munkákban alkalmazott mer®leges kett®s fóliázás esetén na, la normálisok ésbázisaik úgy lettek megválasztva, hogy N = 0 összefüggés miatt na = ka, valamint la = maállt fenn. Ezért a mer®leges kett®s fóliázást választva, a Σtχ felület küls® görbületei sak aKabés Lab voltak. Nemortogonális kett®s fóliázás esetén viszont, mint a 2.5 és 3.3 fejezetekbenláthattuk, az ka és ma is meghatároz Σtχ felületnek még két küls® görbületet, melyek K∗
ab és

L∗
ab.Kevesebb változó használatára törekedve keressük, hogy milyen kapsolat valósul meg a

Kab, Lab és K∗
ab, L∗

ab küls® görbületek között. Az összefüggések megállapításához a (2.28),(2.43) és (3.2) korábbi eredményeket vesszük �gyelembe, így a
K∗

ab = gc
ag

d
b ∇̃ckd = gc

ag
d
b ∇̃c (cnd + smd)

= gc
ag

d
b

(
c∇̃cnd + nd∇̃cc + s∇̃cmd +md∇̃cs

)

= cgc
ag

d
b ∇̃cnd + gc

a

(
gd

bnd

)
∇̃cc + sgc

ag
d
b ∇̃cmd + gc

a

(
gd

bmd

)
∇̃cs

= cgc
ag

d
b ∇̃cnd + sgc

ag
d
b ∇̃cmd = cKab + sL∗

abés
L∗

ab = gc
ag

d
b ∇̃cmd = gc

ag
d
b ∇̃c (−skd + cld)

= gc
ag

d
b

(
−s∇̃ckd − kd∇̃cs + c∇̃cld + ld∇̃cc

)

= −sgc
ag

d
b ∇̃ckd − gc

a

(
gd

bkd

)
∇̃cs + cgc

ag
d
b ∇̃cld + gc

a

(
gd

b ld
)
∇̃cc

= −sgc
ag

d
b ∇̃ckd + cgc

ag
d
b ∇̃cld = cLab − sK∗

abegyenleteket adódnak. A kapott egyenletrendszerekkel tovább számolva a
K∗

ab = cKab + sL∗
ab = cKab + s (cLab − sK∗

ab)

= cKab + scLab − s
2K∗

ab(
1 + s

2
)
K∗

ab = cKab + scLab

c
2K∗

ab = cKab + scLab

K∗
ab =

1

c
(Kab + sLab)és

L∗
ab = cLab − sK∗

ab = cLab − s (cKab + sL∗
ab)

= cLab − scKab − s
2L∗

ab(
1 + s

2
)
L∗

ab = cLab − scKab

L∗
ab =

1

c
(Lab − sKab)eredményeket kapjuk a Kab, Lab és K∗
ab, L∗

ab közötti kapsolatról.



32 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásaiEzekb®l könnyen látható, hogy a küls® görbületek párjai a Lorentz-forgatással összefügg®transzformáióval állnak el® egymásból
(
K∗

ab

L∗
ab

)
=

(
1
c

s

c

−s

c

1
c

)(
Kab

Lab

)
. (4.15)Ez egy térbeli forgatás mátrixa (ortogonális mátrix), a forgatás szöge pedig ψ = arccos (coshφ)−1.4.8. ÖsszefoglalásA fejezet végén két táblázatban foglaljuk össze az eddig kapott eredményeket.Az na és la bázisvektorokhoz tartozó küls® görbület, normális fundamentális forma, nor-mális fundamentális skalár, gyorsulás és örvény, valamint ezek kapsolata:

Kab = gc
ag

d
b ∇̃cnd Lab = gc

ag
d
b ∇̃cld

Ka = gc
am

d∇̃cnd La = Ka +Daφ

K = mdmc∇̃cnd L = kdkc∇̃cld
aa = gd

bn
c∇̃cnd ba = gd

b l
c∇̃cld

ω̂
(n)
ab = 0 ω̂

(l)
ab = 0A ka és ma bázisvektorokhoz tartozó küls® görbület, normális fundamentális forma, nor-mális fundamentális skalár, gyorsulás és örvény, valamint ezek kapsolata egymással és az

na és la bázisvektorokhoz tartozó geometriai mennyiségekkel:
K∗

ab = 1
c
(Kab + sLab) L∗

ab = 1
c
(Lab − sKab)

K∗
a = Ka + s

c
(aa + ba) L∗

b = La + s

c
(aa + ba) = K∗

a +Daφ

K∗ = 1
c
(K − sL) + 1

c
2 (la − sna) ∇̃aφ L∗ = 1

c
(sK + L) + 1

c
2 (sla + na) ∇̃aφ

a∗
a = aa + s

c
(Ka − La) = aa − s

c
Daφ b∗

a = ba + s

c
(La −Ka) = ba + s

c
Daφ

ω̂
(k)
ab g

b
c = 0 ω̂

(m)
ab gb

c = 0

ω̂
(k)
ab l

b = 1
2
Daφ− s

2c
(aa + ba) ω̄

(m)
ab nb = 1

2
Daφ+ s

2c
(aa + ba)



5. fejezetA geometriai és kinematikai mennyiségekkapsolataEbben a fejezetben megkeressük a kapsolatot a {gab, M
a, M} dinamikai változók derivált-jai és a bevezetett {Kab, Ka, K}, {Lab, La, L}, {K∗

ab, K∗
a, K∗}, {L∗

ab, L∗
a, L∗} geometriaimennyiségek között. Ehhez be kell vezetnünk a Lie deriválás fogalmát, azaz általánosítanunkkell a koordinátarendszerünkben a pariális deriválás fogalmát.5.1. A geometriai mennyiségek és Lie-deriváltak kapsola-taA Lie deriválás segítségével egy kiválasztott hiperfelületbeli folyam mentén történ® lokáliselmozdulást tudjuk megadni. Tetsz®leges f függvény és W a vektor Lie deriváltja V a folyammentén:

L̃V f = V (f) = V a∂af = V a∇af ,

L̃VW
a = [V,W ]a = V b∇bW

a −W b∇bV
a .Ezekb®l az összefüggésekb®l bármely ωa 1-forma és T a

b tenzor Lie-deriváltjai is el®állíthatók:
L̃V ωa = V b∇bωa + ωb∇aV

b ,

L̃V T
a
b = V c∇cT

a
b − T c

b ∇cV
a + T a

c ∇bV
c .A gab indukált metrika segítségével a Lie derivált is levetíthet® a Σtχ felületre:

LV T
a1...ar

b1...bq
= gc

ag
a1

c1
...gar

cr
gd1

b1
...g

dq

bq
L̃V T

c1...cr

d1...dq
.Amennyiben T c1...cr

d1...dq
is a Σtχ felületre vetített tenzor, ez a tenzor proiiált Lie-deriváltja.A Σtχ felületnek az St és Mχ normálisaival képezett küls® görbületei kifejezhet®k metrikusmennyiségek Lie-deriváltjával a

Kab = gc
ag

d
b ∇̃cnd = gc

a

(
gi

bg
d
i

)
∇̃cnd = gc

ag
i
bgdi∇̃cn

d

= gc
ag

i
b

(
gdi∇̃cn

d + gcd∇̃in
d + nd∇̃dgci − gcd∇̃in

d − nd∇̃dgci

)

= gc
ag

i
b

(
L̃ngci − gcd∇̃in

d − nd∇̃dgci

)33
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= gc

ag
i
bL̃ngci − gc

ag
i
bgcd∇̃in

d − gc
ag

i
bn

d∇̃d (g̃ci + ncni −mcmi)

= Lngab − gi
b

(
gc

ag
d
c

)
∇̃ind = Lngab − gi

bg
d
a∇̃ind

= Lngab −Kab → Kab =
1

2
Lngab ,és a

Lab = gc
ag

d
b ∇̃cld = gc

ag
i
bgdi∇̃cl

d

= gc
ag

i
b

(
gdi∇̃cl

d + gcd∇̃il
d + ld∇̃dgci − gcd∇̃il

d − ld∇̃dgci

)

= Llgab − gc
ag

i
bgcd∇̃il

d − gc
ag

i
bl

d∇̃dgci

= Llgab − gc
ag

d
b ∇̃dlc = Llgab − Lab → Lab =

1

2
Llgabmódon. Hasonlóan beláthatók a

K∗
ab =

1

2
Lkgab ,

L∗
ab =

1

2
Lmgabösszefüggések is.A (2.38) és (3.3) összefüggéseket �gyelembe véve a Σtχ felületnek az St normálisávalképezett normális fundamentális formája a

Ka = gc
am

d∇̃cnd = gc
a

(
md∇̃cn

d
)

= gc
a

(
md∇̃cn

d + nd∇̃dmc − nd∇̃dmc

)

= gc
a

(
md∇̃cn

d + nd∇̃dmc − nd∇̃dmc

)

= gc
a

(
L̃nmc − nd∇̃dmc

)
= Lnma − gi

ag
c
in

d∇̃dmc = Lnma + gi
am

c
(
nd∇̃dgic

)

= Lnma + gi
am

c
(
nd∇̃dgic + gdc∇̃in

d + gid∇̃cn
d − gdc∇̃in

d − gid∇̃cn
d
)

= Lnma + gi
am

c
(
L̃ngic − gdc∇̃in

d − gid∇̃cn
d
)

= Lnma + gi
am

c
L̃ngic − gi

agidm
c∇̃cn

d

= Lnma + gi
am

c
L̃ngic −

(
gi

ag
d
i

)
mc∇̃cnd = Lnma + gi

am
c
L̃ngic −Ka

→ Ka =
1

2

(
Lnma + gi

am
c
L̃ngic

)alakban írható fel. Mivel La,K∗
a,L∗

a kifejezhet®k Ka,N és gyorsulásokkal, el®bbiek is szükségszerint megadhatók Lie-deriváltakkal.Végül a két hiperfelület normális fundamentális skalárjai
K = mamb∇̃anb = mb

(
ma∇̃an

b
)

= mb

(
ma∇̃an

b − na∇̃am
b + na∇̃am

b
)

= −mbL̃nm
b + namb∇̃am

b = −mbL̃nm
bés

L = kakb∇̃alb = kb

(
ka∇̃al

b
)

= kb

(
ka∇̃al

b − la∇̃ak
b + la∇̃ak

b
)

= −kbL̃lk
b + lakb∇̃ak

b = −kbL̃lk
b



Az indukált metrika t és χ deriváltjai 35alakban fejezhet®k ki Lie-deriválttal. Hasonlóan
K∗ = −lbL̃kl

b ,

L∗ = −nbL̃mn
bis következik.5.2. Az indukált metrika t és χ deriváltjaiSzeretnénk tudni, hogy a (∂/∂t)a és (∂/∂χ)a folyamok mentén végzett Lie deriválás milyenkapsolatban áll a küls® görbületekkel. Az id®deriválást az állandó t által meghatározott

St hiperfelületbeli (∂/∂t)a folyam menti Lie derivált fogja jelenteni, míg az állandó χ általmeghatározott Mχ hiperfelületbeli (∂/∂χ)a folyam menti Lie derivált térbeli derivált. A Σtχhiperfelület egy tetsz®leges T a
b tenzorának Lie deriváltja a (∂/∂t)a és (∂/∂χ)a folyam mentén:

∂tT
a
b =

(
L ∂

∂t
T

)a

b
=

(
gc

ag
b
dL̃ ∂

∂t
T

)a

b

= gc
ag

b
d

(
∂

∂t

)i

∇̃iT
a
b − gc

ag
b
dT

i
b∇̃i

(
∂

∂t

)a

+ gc
ag

b
dT

a
i ∇̃b

(
∂

∂t

)i

= gc
ag

b
d

(
Nni +N i + Nmi

)
∇̃iT

a
b − gc

ag
b
dT

i
b∇̃i (Nn

a +Na + Nma)

+gc
ag

b
dT

a
i ∇̃b

(
Nni +N i + Nmi

)

= gc
ag

b
d

[
Nni∇̃iT

a
b +N i∇̃iT

a
b + Nmi∇̃iT

a
b − T i

b∇̃iNn
a − T i

b∇̃iN
a

−T i
b∇̃iNma + T a

i ∇̃bNn
i + T a

i ∇̃bN
i + T a

i ∇̃bNmi
]

= Ngc
ag

b
dL̃nT

a
b + gc

ag
b
dL̃NT

a
b + N gc

ag
b
dL̃mT

a
b = NLnT

a
b + LNT

a
b + NLmT

a
b ,

∂χT
a
b =

(
L ∂

∂χ
T

)a

b
=

(
gc

ag
b
dL̃ ∂

∂χ
T

)a

b

= gc
ag

b
d

[(
∂

∂χ

)i

∇̃iT
a
b − T i

b∇̃i

(
∂

∂χ

)a

+ T a
i ∇̃b

(
∂

∂χ

)i
]

= gc
ag

b
d

[(
Mmi +M i

)
∇̃iT

a
b − T i

b∇̃i (Mma +Ma) + T a
i ∇̃b

(
Mmi +M i

)]

= gc
ag

b
d

[
Mmi∇̃iT

a
b +M i∇̃iT

a
b − T i

b∇̃iMma − T i
b∇̃iM

a + T a
i ∇̃bMmi + T a

i ∇̃bM
i
]

= Mgc
ag

b
dL̃mT

a
b + gc

ag
b
dL̃MT

a
b = MLmT

a
b + LMT

a
b .A Σtχ hiperfelület gab 2-dimenziós metrikus tenzorának id®deriváltját a

∂tgcd =
(
L ∂

∂t
g
)

cd
= ga

c g
b
d

[(
∂

∂t

)i

∇̃igab + gai∇̃b

(
∂

∂t

)i

+ gbi∇̃a

(
∂

∂t

)i
]

=
(
Nni +N i + Nmi

)
ga

c g
b
d∇̃igab + ga

c g
b
dgai∇̃b

(
Nni +N i + Nmi

)

+ga
c g

b
dgbi∇̃a

(
Nni +N i + Nmi

)

= ga
c g

b
d

[(
Nni +N i + Nmi

)
∇̃i (nanb −mamb) + gai∇̃b

(
Nni

)
+ gai∇̃bN

i

+gai∇̃b

(
Nmi

)
+ gbi∇̃a

(
Nni

)
+ gbi∇̃aN

i + gbi∇̃a

(
Nmi

)]



36 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásai
= ga

c g
b
d

[
Ngai∇̃bn

i + gai∇̃bN
i + N gai∇̃bm

i +Ngbi∇̃an
i + gbi∇̃aN

i + N gbi∇̃am
i
]

= Nga
c g

b
d∇̃bna + ga

c g
b
d∇̃bNa + N ga

cg
b
d∇̃bma +Nga

c g
b
d∇̃anb + ga

c g
b
d∇̃aNb + N ga

cg
b
d∇̃amb

= 2NKcd + 2D(cNd) + 2ND(cmd)

= 2NKcd + 2D(cNd) + 2N
s

c
L∗

cd

= 2N
(
Kcd +

s

c
L∗

cd

)
+ 2D(cNd)

= 2N
1

c2
(Kcd + sLcd) + 2D(cNd)

= 2N
1

c
K∗

cd + 2D(cNd)összefüggések, és térbeli deriváltját a
∂χgcd =

(
L ∂

∂χ
g
)

cd
= ga

c g
b
d

[(
∂

∂χ

)i

∇̃igab + gai∇̃b

(
∂

∂χ

)i

+ gbi∇̃a

(
∂

∂χ

)i
]

=
(
Mmi +M i

)
ga

c g
b
d∇̃igab + ga

c g
b
dgai∇̃b

(
Mmi +M i

)
+ ga

c g
b
dgbi∇̃a

(
Mmi +M i

)

= gb
d (ga

c gai) ∇̃bMmi + gb
d (ga

c gai) ∇̃bM
i + ga

c

(
gb

dgbi

)
∇̃aMmi + ga

c

(
gb

dgbi

)
∇̃aM

i

= Mgb
dg

i
c∇̃bmi +Mga

c g
i
d∇̃ami + gb

dg
i
c∇̃bMi + ga

c g
i
d∇̃aMi

= MDdmc +MDcmd +DdMc +DcMd = 2MD(cmd) + 2D(cMd)

=
2

c
M (Lcd − sKcd) + 2D(cMd)

= 2ML∗
cd + 2D(cMd)összefüggés adják meg.A küls® görbületeket kapsolatát a dinamikai változók koordinátaderiváltjaival a fentikifejezések invertálásával kapjuk meg:

Kab =
1

N

[
1

2
∂tgab −D(aNb)

]
− s

c
L∗

ab ,

Lab =
c

M

[
1

2
∂χgab −D(aMb)

]
+ sKab ,

K∗
ab =

c

N

[
1

2
∂tgab −D(aNb)

]
,

L∗
ab =

1

M

[
1

2
∂χgab −D(aMb)

]
,vagy az els® két összefüggés expliiten:

Kab =
1

N

[
1

2
∂tgab −D(aNb)

]
− s

Mc

[
1

2
∂χgab −D(aMb)

]
,

Lab =
s

N

[
1

2
∂tgab −D(aNb)

]
+

1

Mc

[
1

2
∂χgab −D(aMb)

]
.Ezek az összefüggések azonosak a korábban levezetett (4.15) eredményekkel.



A g̃
(
fA, ∇̃fBfC

) és g̃ (
gA, ∇̃gBgC

) mennyiségek 2+1+1 felbontása 375.3. A g̃
(
fA, ∇̃fBfC

) és g̃ (
gA, ∇̃gBgC

) mennyiségek 2+1+1felbontásaEl®ször bebizonyítjuk a következ® eredményt.Állítás:Amennyiben g̃ (fA, fB) =állandó, teljesül a következ® összefüggés:
g̃

(
fA, ∇̃fBfC

)
= g̃ ([fA, fB] , fC) − g̃

(
fC, ∇̃fAfB

)
. (5.1)Bizonyítás:

g̃
(
fA, ∇̃fBfC

)
= g̃abf

a
A∇̃fBf

b
C = ∇̃fB

(
g̃abf

a
Af

b
C

)
− f b

C∇̃fB (g̃abf
a
A)

= −g̃abf
b
Cf

c
B∇̃cf

a
A = −g̃abf

b
C

(
f c
B∇̃cf

a
A ± f c

A∇̃cf
a
B

)

= g̃abf
b
C [fA, fB]a − g̃abf

b
Cf

c
A∇̃cf

a
BQ.E.D.A következ®kben vizsgálni fogjuk ennek az állításnak sajátos eseteteit, olyankor, amikorrendre az fA, illetve gA bázisvektorokra alkalmazzuk.5.3.1. A gyorsulások és normális fundamentális skalárok kapsolataa koordinátaderiváltakkalOlyankor, ha fB = fC, az (5.1) azonosság jobboldalának második tagja azonosan nulla.Ebben a sajátos esetben a (2.17)-(2.19) Lie-zárójelek segítségével kapjuk, hogy

g̃
(
fA, ∇̃nn

)
fA

b = g̃ ([fA,n] ,n) fA
b = g̃ ([m,n] ,n)mb + g̃ ([Fi,n] ,n)F i

b

=
1

M

[
∂

∂χ
(lnN) −M j∂j (lnN)

]
mb + ∂i (lnN)F i

b

=
1

M

[
∂

∂χ
(lnN) −MaDa (lnN)

]
mb +Db (lnN) .A számolt kifejezés azonban éppen az na vektor (3.5) gyorsulása, αb (kifejtve, mint az fAirányú komponense, kontrahálva az fA bázisvektorral, mindennek a b absztrakt index¶ kom-ponense). Így

ab = Db (lnN) (5.2)
L∗ = − 1

M

[
∂

∂χ
(lnN) −MaDa (lnN)

]
. (5.3)Hasonlóan kapjuk meg az ma vektor gyorsulását, β∗

b -t is:
g̃

(
fA, ∇̃mm

)
fA

b = g̃ ([fA,m] ,m) fA
b = g̃ ([n,m] ,m)nb + g̃ ([Fi,m] ,m)F i

b

=
1

MN

[
−∂tM + ∂χN +N j∂jM −M j∂jN

]
nb − ∂i (lnM)F i

b

=
1

MN
[−∂tM + ∂χN +NaDaM −MaDaN ]nb −Db (lnM) .



38 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásaiÖsszehasonlítva (3.9) kifejezéssel, kapjuk, hogy
b
∗
b = −Db (lnM) (5.4)
K =

1

MN
[∂tM − ∂χN −NaDaM +MaDaN ] . (5.5)A ka vektor gyorsulása

g̃
(
gA, ∇̃kk

)
gA

b = g̃ ([gA,k] ,k) gA
b = g̃ ([l,k] ,k) lb + g̃ ([Gi,k] ,k)Gi

b

=
{
∂t

(
s

N

)
−N j∂j

(
s

N

)
+

s

N

[
∂t ln (MN) −N j∂j ln (MN)

]

+
1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−M j∂j ln

(
N

c

)]}
lb + ∂j

(
ln
N

c

)
Gi

b

=

{
S +

1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−MaDa ln

(
N

c

)]}
lb +Db

(
ln
N

c

)
.Itt bevezettük az

S = ∂t

(
s

N

)
−NaDa

(
s

N

)
+

s

N
[∂t ln (MN) −NaDa ln (MN)] (5.6)jelölést. Megjegyezzük, hogy mer®leges kett®s fóliázás esetén S = 0. Összehasonlítva (3.8)kifejezéssel, kapjuk, hogy

a
∗
b = Db

(
ln
N

c

)
, (5.7)

L = −S − 1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−MaDa ln

(
N

c

)]
. (5.8)Végül az la vektor gyorsulása

g̃
(
gA, ∇̃ll

)
gA

b = g̃ ([gA, l] , l) g
A
b = g̃ ([k, l] , l) kb + g̃ ([Gi, l] , l)G

i
b

=
1

MN

[
−∂t (cM) +N j∂j (cM)

]
kb − ∂j ln (cM)Gi

b

=
1

MN
[−∂t (cM) +NaDa (cM)] kb −Db ln (cM) .Összehasonlítva (3.7) kifejezéssel, kapjuk, hogy

bb = −Db ln (cM) , (5.9)
K∗ =

1

MN
[∂t (cM) −NaDa (cM)] . (5.10)



A g̃
(
fA, ∇̃fBfC

) és g̃ (
gA, ∇̃gBgC

) mennyiségek 2+1+1 felbontása 395.3.2. A normális fundamentális formák kapsolata a koordinátade-riváltakkalEhhez az alábbiakat számoljuk:
nc∇̃cmb = g̃

(
fA, ∇̃nm

)
fA

b = g̃ ([fA,n] ,m) fA
b − g̃

(
m, ∇̃fAn

)
fA

b , (5.11)valamint
lc∇̃ckb = g̃

(
gA, ∇̃lk

)
gA

b = g̃ ([gA, l] ,k) gA
b − g̃

(
k, ∇̃gAl

)
gA

b (5.12)kifejezéseket. Ezek els® tagjának számolása az el®z® alfejezetben ismertetett módszer szerinttörténik, az eredmény a következ®:
g̃ ([fA,n] ,m) fA

b = g̃ ([m,n] ,m)mb + g̃ ([Fi,n] ,m)F i
b

= − 1

MN

[
−∂tM + ∂χN +N j∂jM −M j∂jN

]
mb −

M

N
∂i

(N
M

)
F i

b

=
1

MN
[∂tM − ∂χN −NaDaM +MaDaN ]mb −

M

N
Db

(N
M

)
,

g̃ ([gA, l] ,k) gA
b = g̃ ([k, l] ,k) kb + g̃ ([Gi, l] ,k)Gi

b

= −
{
∂t

(
s

N

)
−N j∂j

(
s

N

)
+

s

N

[
∂t ln (MN) −N j∂j ln (MN)

]

+
1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−M j∂j ln

(
N

c

)]}
kb −

N

c2M
∂i

(
scM

N

)
Gi

b

= −
{
S +

1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−MaDa ln

(
N

c

)]}
kb −

N

c2M
Db

(
scM

N

)
.A (5.11) és (5.12) jobb oldalainak második tagjait pedig a következ®képpen alakítjuk:

g̃
(
m, ∇̃fAn

)
fA

b =
(
g̃adm

a∇̃fAn
d
)
fA

b =
(
maf c

A∇̃cna

)
fA

b

=
(
manc∇̃cna

)
n̄b +

(
mamc∇̃cna

)
m̄b +

(
maF c

i ∇̃cna

)
F i

b

= −
(
manc∇̃cna

)
nb +

(
mamc∇̃cna

)
mb +

(
maF c

i ∇̃cna

)
F i

b

=
(
nanc∇̃cma

)
nb +

(
mamc∇̃cna

)
mb +

(
maF c

i ∇̃cna

)
F i

b

= L∗nb + Kmb + Kb ,valamint
g̃

(
k, ∇̃gAl

)
gA

b =
(
g̃adk

a∇̃gAl
d
)
gA

b =
(
kagc

A∇̃cla

)
gA

b

=
(
kakc∇̃cla

)
k̄b +

(
kalc∇̃cla

)
l̄b +

(
kaGc

i∇̃cla

)
Gi

b

= −
(
kakc∇̃cla

)
kb +

(
kalc∇̃cla

)
lb +

(
kaGc

i∇̃cla

)
Gi

b

= −
(
kakc∇̃cla

)
kb −

(
lalc∇̃cka

)
lb +

(
kaGc

i∇̃cla

)
Gi

b

= −Lkb −K∗lb − Lb .



40 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásaiTehát (5.11) és (5.12) a következ® alakú:
nc∇̃cmb = −L∗nb +

{
1

MN
[∂tM − ∂χN −NaDaM +MaDaN ] −K

}
mb

−M
N
Db

(N
M

)
−Kb , (5.13)

lc∇̃ckb = −
{
S +

1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−MaDa ln

(
N

c

)]}
kb + Lkb

+K∗lb −
N

c2M
Db

(
scM

N

)
+ Lb . (5.14)A Σtχ-re es® komponensekb®l kapjuk, hogy:

L∗
a = −gb

an
c∇̃cmb = Ka +

M

N
Da

(N
M

)
, (5.15)

K∗
a = gb

al
c∇̃ckb = La −

N

c2M
Da

(
scM

N

)
. (5.16)Az nb, illetve kb irányú komponensekb®l kapjuk, hogy:

L∗ = nbnc∇̃cmb = L∗ ,

0 = kblc∇̃ckb = −L−
{
S +

1

cM

[
∂χ ln

(
N

c

)
−MaDa ln

(
N

c

)]}
.A (5.8) összefüggés �gyelembevétele után mindkét fenti összefüggés azonosság, nem adnakúj informáiót. Végül (5.13) és (5.14) mb, illetve lb irányú komponenseib®l kapjuk, hogy

0 = mbnc∇̃cmb = −K +
1

MN
[∂tM − ∂χN −NaDaM +MaDaN ] ,

K∗ = lblc∇̃ckb = K∗ ,melyek (5.5) �gyelembevételével ismét azonosságok.5.4. A normális fundamentális vektorok kapsolata a ko-ordinátaderiváltakkalA Ka normális fundamentális vektort koordinátaderiváltakkal vett kifejezését megkapjuk amegfelel® Lie-zárójelek felhasználásával :
Ka = gadm

c∇cn
d = gad

(
− [m,n]d + nc∇̃cm

d
)

= −gad [m,n]d + gadn
c∇̃cm

d

= −gad [m,n]d −L∗
a = −gad [m,n]d −Ka −

M

N
Da

(N
M

)

= −gad
1

MN

(
−∂tM

d + ∂χN
d +N j∂jM

d −M j∂jN
d
)
−Ka −

M

N
Da

(N
M

)

=
1

MN

(
∂tMa − ∂χNa −N j∂jMa +M j∂jNa

)
−Ka −

M

N
Da

(N
M

)
,
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Ka =

1

2MN

(
∂tMa − ∂χNa −N bDbMa +M bDbNa

)
− M

2N
Da

(N
M

)
.Az La kapsolatát a koordinátaderiváltakkal hasonlóan adhatjuk meg:

La = −gadk
c∇̃cm

d = −gad

(
[k, l]d + lc∇̃ck

d
)

= −gad [k, l]d − gadl
c∇̃ck

d = −gad [k, l]d −K∗
a

= −gad [k, l]d − La +
N

c2M
Da

(
scM

N

)

=
1

MN

(
∂tM

a − ∂χN
a +M j∂jN

d −N j∂jM
d
)
− La +

N

c2M
Da

(
scM

N

)
,azaz

La =
1

2MN

(
∂tMa − ∂χNa −N bDbMa +M bDbNa

)
+

N

2c2M
Da

(
scM

N

)alakú. Ugyanezt kapjuk a korábban levezetett La = Ka +Daφ összefüggés felhasználásávalis. A K∗
a és La, valamint a L∗

a és Ka közötti (5.16) és (5.15) kifejezésekb®l koordinátaderi-váltakkal megadhatjuk a
K∗

a = La −
N

c2M
Da

(
scM

N

)

=
1

2MN

(
∂tMa − ∂χNa −N bDbMa +M bDbNa

)
− N

2c2M
Da

(
scM

N

)és
L∗

a = Ka +
M

N
Da

(N
M

)

=
1

2MN

(
∂tMa − ∂χNa −N bDbMa +M bDbNa

)
+
M

2N
Da

(N
M

)kifejezéseket is.5.5. ÖsszefoglalásA geometriai mennyiségek (küls® görbületek, normális fundamentális formák és skalárok,illetve a gyorsulások) kapsolatát a metrikus változók t és χ deriváltjaival az alábbi négytáblázatban foglaljuk össze.A küls® görbületek és koordináta- illetve Σtχ menti kovariáns deriváltak kapsolata:
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42 A kovariáns deriváltak 2+1+1 felbontásaiA normális fundamentális formák és koordináta- illetve Σtχ menti kovariáns deriváltakkapsolata:
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)A normális fundamentális skalárok és koordináta- illetve Σtχ menti kovariáns deriváltakkapsolata:
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ab = Db (lnN)
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(
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)

b∗
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6. fejezetGravitáiós dinamikaAz általános relativitáselméletben a gravitáió dinamikáját az Einstein-egyenlet adja meg.Utóbbi származtatható az
SEH =

∫
d4x

√
−g̃R̃ (6.1)Einstein-Hilbert hatásból, variáiós elv felhasználásával. Az ADM formalizmusban els® lé-pésként a hatás 3+1 felbontását hajtják végre. Ebben a fejezetben elvégzem a gravitáióshatás 2+1+1 felbontását.6.1. A Gauss-azonosságA Gauss-azonosság teremt kapsolatot a teljes térid® R̃abcd Riemann-tenzora és esetünkben a2-dimenziósΣtχ felületRabcd Riemann-tenzora között. Levezetéséhez a teljes térid® Riemann-tenzorát az fA = {n,m, Fi} bázisban érdemes felbontani.Els®ként felhasználjuk a Rabcd Riemann-tenzor de�níióját, mint a kovariáns deriváltaknemkommutálásának mértékét egy tetsz®leges V a ∈ TΣtχ kétdimenziós vektorra:

RabcdV
b = (DcDd −DdDc)Va

= gi
cg

j
dg

k
a∇̃i

(
gm

j g
n
k ∇̃mVn

)
− gi

dg
j
cg

k
a∇̃i

(
gm

j g
n
k ∇̃mVn

)

= gi
cg

m
d g

n
a ∇̃i∇̃mVn + gi

cg
m
d g

k
a∇̃mVn∇̃ig

n
k + gi

cg
j
dg

n
a ∇̃mVn∇̃ig

m
j −

gi
dg

m
c g

n
a ∇̃i∇̃mVn − gi

dg
m
c g

k
a∇̃mVn∇̃ig

n
k − gi

dg
j
cg

n
a ∇̃mVn∇̃ig

m
j

= gi
cg

m
d g

n
a

(
∇̃i∇̃mVn − ∇̃m∇̃iVn

)
+ gi

cg
m
d g

k
a∇̃mVn∇̃i (g̃

n
k + nnnk −mnmk) +

gi
cg

j
dg

n
a ∇̃mVn∇̃i

(
g̃m

j + nmnj −mmmj

)
− gi

dg
m
c g

k
a∇̃mVn∇̃i (g̃

n
k + nnnk −mnmk) −

gi
dg

j
cg

n
a ∇̃mVn∇̃i

(
g̃m

j + nmnj −mmmj

)

= gi
cg

m
d g

n
a

(
∇̃i∇̃mVn − ∇̃m∇̃iVn

)
+ gi

cg
m
d g

k
an

n∇̃mVn∇̃ink − gi
cg

m
d g

k
am

n∇̃mVn∇̃imk +

gi
cg

j
dg

n
an

m∇̃mVn∇̃inj − gi
cg

j
dg

n
am

m∇̃mVn∇̃imj −
gi

dg
m
c g

k
an

n∇̃mVn∇̃ink + gi
dg

m
c g

k
am

n∇̃mVn∇̃imk −
gi

dg
j
cg

n
an

m∇̃mVn∇̃inj + gi
dg

j
cg

n
am

m∇̃mVn∇̃imj43



44 Gravitáiós dinamika
= gi

cg
m
d g

n
a

(
∇̃i∇̃mVn − ∇̃m∇̃iVn

)
+ 2gi

[cg
j
d]∇̃injg

n
an

m∇̃mVn − gi
[cg

j
d]∇̃imjg

n
am

m∇̃mVn +
(
gm

d n
n∇̃mVn

)(
gi

cg
k
a∇̃ink

)
−

(
gm

c n
n∇̃mVn

)(
gi

dg
k
a∇̃ink

)

−
(
gm

c n
n∇̃mVn

)(
gi

dg
k
a∇̃ink

)
+

(
gm

c m
n∇̃mVn

) (
gi

dg
k
a∇̃imk

)

= gi
cg

m
d g

n
a R̃nsimV

s + 2
(
L∗

a[cL
∗
d]b −Ka[cKd]b

)
V b .A kapott összefüggés a Gauss-azonosság:
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d]b −Ka[cKd]b

)
, (6.2)mely kapsolatot teremt a kétdimenziós felület Riemann-tenzora és küls® görbületei, valaminta teljes térid® Riemann-tenzora között.Gauss eredetileg ennek az összefüggésnek azt a speiális esetét írta fel, ami az euklideszitér (R̃ijkl = 0) 2+1 felbontására vonatkozik (azaz nem volt benne L∗

ac), vagyis az euklideszitérbe ágyazott felületek küls® és bels® görbületei között talált összefüggést (két dimenzióbana Riemann-tenzor egyetlen független komponessel rendelkezik, ez a Gauss-görbülettel hoz-ható kapsolatba). Gauss bizonyította be els®ként, hogy a Gauss-görbület sak a metrikafüggvénye, ezt az eredményét �Theorema Egregium�-nak (�gyelemreméltó tételnek) nevez-te. A tétel következménye, hogy a küls® görbületek nem változtathatók tetsz®legesen, mintahogy azt a (6.2) összefüggés mutatja.6.2. A kétszer kontrahált Gauss-azonosságA (6.2) összefüggés els® kontrakiója
Rbd = gikgj

bg
l
dR̃ijkl + L∗L∗

db −KKbd − L∗
adL

∗a
b +KadK

a
b , (6.3)míg második kontrakiója a

R = gikgjlR̃ijkl + (L∗)2 −K2 − L∗
abL

∗ab +KabK
ab (6.4)összefüggést adja. Itt K és L∗ rendre a Kab és L∗

ab spúrját jelöli. A kétszer kontrahált Gauss-azonosság 2+1+1 alakba írásához szükséges még a 4-dimenziós Riemann-tenzor 2+1+1 fel-bontása is:
gikgjlR̃ijkl =

(
g̃ik + nink −mimk

) (
g̃jl + njnl −mjml

)
R̃ijkl

= R̃ + 2
(
njnl −mjml

)
R̃jl − 2nimjnkmlR̃ijkl . (6.5)



A kétszer kontrahált Gauss-azonosság 45A szükséges Rii- és Riemann-tenzor projekiók 2+1+1 felbontása következ®képpen törté-nik:
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46 Gravitáiós dinamikaAz ab = Db (lnN) és b∗
b = −Db (lnM) korábban már levezetett összefüggéseket használjukaz aib∗

i , ∇̃ba
b és ∇̃bb
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.Ezeket visszaírva a (6.6), (6.7) és (6.8) egyenletekbe az
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) (6.9)összefüggéseket kapjuk. Megjegyezzük még, hogy a projekiók számolásánál felhasználtuk a
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a = g̃ab∇̃amb = L∗ −L∗összefüggéseket.A (6.4), (6.5) és (6.9) összefüggésekb®l
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R = R̃ + 2njnlR̃jl − 2mjmlR̃jl + 2minjnkmlR̃ijkl + (L∗)2 − (K∗)2 − L∗
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]azaz a keresett kétszer kontrahált Gauss összefüggés:
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]
. (6.10)Ezzel általánosítottuk a [8, 9℄-ben levezetett kétszer kontrahált Gauss-összefüggést.Mer®leges fóliázások határesetében a [8, 9℄-ben levezetett kétszer kontrahált Gauss-összefüggéstkell visszakapnunk, azonban az (

L∗
abL

∗ab −KabK
ab

) kombináió el®jele nálunk +1, a koráb-ban publikált −3 helyett. Az ellen®rz® számolások meger®sítették a jelenlegi eredményhelyességét.6.3. Az Einstein-Hilbert hatás 2+1+1 felbontásaA (6.1) hatásban szerepl® görbületi skalár 2+1+1 felbontását az el®z® alfejezetben végeztemel. A teljes felbontáshoz szükséges még a √−g̃ felbontása. Ezt a [8℄ függelékében levezették,alakja nem változik a kett®s fóliázás nemmer®leges jellege miatt: √−g̃ = NM
√
g. Így azEinstein-Hilbert hatás

SEH = SEH [{gab,M
a,M} ; {Kab,Ka,K} ; {L∗
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=

∫
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∫
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−2
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N−1DaD

aN +M−1DaD
aM + (NM)−1DaMDaN

]} (6.11)alakot ölti. Ebben a hatásban kizárólag a Σtχ-n értelmezett tenzorok, vektorok és skalárokszerepelnek. Az SEH hatás argumentumai közül {gab,M
a,M} általánosított koordináták,

{Kab,Ka,K} általánosított sebességek, {L∗
ab,L∗} általánosított koordináták χ-deriváltjainakszerepét töltik be. Akár a 3+1 felbontásban, {N,Na,N} id®deriváltjai nem szerepelnek ahatásban, és várhatóan itt is a hamiltoni formalizmusra való áttérés során Lagrange-szorzószerepét töltik majd be.





7. fejezetÖsszefoglalás és kitekintésAz általános relativitáselmélet görbült téridejében a gravitáiós hullámok fénysebességgel(határsebességgel) terjednek, kijavítva a gravitáió newtoni leírását. Valahányszor adott vo-natkoztatási rendszerben végzünk méréseket, szükségessé válik az id® kitüntetett kezelése.A térid® 3+1 felbontásában, a gravitáió ún. ADM formalizmusában [1℄ az állandó idej¶3-dimenziós hiperfelületek serege fóliázást alkot. Ha egy térdimenzió is speiális szerepet töltbe, indokolttá válik a térid® 2+1+1 felbontása. Ez lehetséges a kiválasztott id®- és térszer¶kongrueniák optikai skalárjainak (örvény, nyírás, expanzió) bevonásával, mint a [7℄ mun-kában tárgyalt gravitáiós hullámok tárgyalásakor. Ismert olyan formalizmus is, melyben afelbontást mer®leges kett®s fóliázás biztosítja [8, 9℄. Az utóbbit a gömbszimmetrikus térid®-perturbáiók páratlan szektorának vizsgálatakor használták [10℄ a sötét anyag és energiamotiválta skalár-tenzor gravitáióelméletekben.Itt említjük meg a [11, 12℄ munkákban kidolgozott formalizmust is, melyben egy H fóli-ázást tovább fóliáztak térszer¶ St felületekkel (a mi jelölésünkben ez Σtχ-nek felel meg), ésszintén használták a normális fundamentál forma fogalmát St beágyazásának jellemzésére.A formalizmust térszer¶ H esetén a fekete lyukak dinamikus horizontjának tanulmányozásá-ra használták [13, 14, 15℄, fényszer¶ H esetén segítségével levezették a horizonton érvényesDamour-Navier-Stokes egyenletet [16, 17, 18℄, míg id®szer¶ H esetén az impulzusmomentumértelmezésében játszott szerepet [19℄.A jelen dolgozat élja a [8, 9℄-ben kidolgozott formalizmus olyan általánosítása volt,mely a páros szektor elemzéséhez szükséges, ahol a mértékszabadság nem használható felegy metrikus változó eltüntetésére. Az új formalizmusban a korábbi 9 helyett 10 metrikusváltozó szerepel. A [8, 9℄-el ellentétben ezt úgy valósítottuk meg, hogy a két fóliázás nemmer®leges, és két ortonormált bázist határoznak meg.Az ADM formalizmusban a hiperfelület indukált metrikája és küls® görbülete hamiltoniértelemben vett koordináta és impulzus szerepét töltik be. A dolgozatban meghatároztam akétféle fóliázást jellemz® geometriai mennyiségek közül azokat (Kab, Ka, K), melyek a met-rikus változók id®deriváltjaival állnak kapsolatban, valamint azokat (L∗
ab, L∗), melyek saktérderiváltjaikat tartalmazzák. Elvégeztem a gravitáió Einstein-Hilbert hatásának 2+1+1felbontását, felírva a gravitáiós hatást ezekben a változókban. Ennek kapsán kijavítottamegy együtthatót a görbületi skalár korábban publikált 2+1+1 felbontásában.Eddigi eredményeinkb®l látszik, hogy (a mer®leges kett®s fóliázáshoz hasonlóan) a kano-49



50 Összefoglalás és kitekintésnikus koordináták a (gab, Ma, M) metrikus változók lesznek, kanonikus impulzusaikat pediga (Kab, Ka, K) mennyiségek adják meg. Például, ha egy ∂/∂χ integrálgörbéi mentén terjed®gravitáiós hullámot tekintünk, a kétféle (+ és ×) tranzverzális polarizáió hordozója gab,míg Kab a gravitáiós hullám impulzusát határozza meg.A mer®leges kett®s fóliázás esetével ellentétben a kiegészít® (sak térderiváltakat tartal-mazó) geometriai mennyiségek nem az id®szer¶ fóliázás normálvektorához tartozó (Lab, L)geometriai mennyiségek lesznek, hanem a térszer¶ fóliázás által meghatározott ma bázis-vektorhoz tartozó (L∗
ab, L∗) mennyiségek. A formalizmus tartalmaz még 4 Lagrange-szorzószerepet betölt® metrikus mennyiséget, ezek (a mer®leges kett®s fóliázás esetén is megjelen®)

N lapse és N i 2-dimenziós shift vektor, valamint a (korábban nullának választott) harmadikshift-komponens, az N (vagy az ekvivalens informáiót hordozó φ vagy s mennyiségek). Azutóbbi metrikus változóról beláttam, hogy meghatározza 1) a bázisok Lorentz-forgatásánakszögét, 2) a bázisvektorok örvényességének mértékét.Az eddigi eredményekb®l a közeljöv®ben publikáió készül. Ez lehet®séget teremt majda gömbszimmetrikus térid®-perturbáiók páros szektorának vizsgára a sötét anyag és ener-gia motiválta skalár-tenzor gravitáióelméletekben. Másik alkalmazásként a kés®bbiekbentervezzük a kidolgozott formalizmus felhasználását a kanonikusan kvantálható hengerszim-metrikus gravitáiós hullámok hamiltoni tárgyalására is.
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1. Függelék: A kutatási feladatokTémavezet®mt®l kapott feladatom volt a [8, 9℄-ben kidolgozott formalizmus és abban hasz-nált számolási módszerek értelmezése, reprodukálása és olyan általánosítása, mely a gömb-szimmetrikus gravitáió perturbáiói közül a páros szektor elemzéséhez szükséges. Utóbbiraa [8, 9℄ formalizmusa nem volt alkalmazható (más élra szükséges mértékszabadságot azonmetrikus változó elt¶ntetésére használt fel, amely a térid® dupla fóliázásának mer®legességétbiztosítja [10℄). Az új formalizmusban nem szabtuk ki a fóliázások mer®legességét.A témámhoz sok új fogalommal kellett megismerkednem, mint az indukált metrika, kül-s® görbület, normális fundamentális forma és skalár, proiiált kovariáns- és Lie-deriválás ésörvény-tenzor. A dolgozatomban szerepl® számolások felét önállóan végeztem el, másik felétközösen végeztük. A dolgozatom eredményeinek helyességét a mer®leges határeset segítségé-vel [8, 9℄ ellen®ríztem. Számolásaim �gyelembevételével készítettem el a 2.1 ábrát, melyen a
∂/∂t vektort az Mχ érint®jeként ábrázolva, javítottam a [8℄ 2. ábráját.Dualitási reláiók használatával meghatároztam az St térszer¶ és Mχ id®szer¶ hiperfe-lületekhez (metszetük Σtχ) adaptált ortonormált bázisok, valamint a kétszeresen fóliázhatótérid® érint®terén bevezetett koordinátabázisok közötti összefüggéseket. Felhasználásukkalbeláttam, hogy az új formalizmusban 10 gravitáiós változó marad, ezek a 4-dimenziós metri-ka független komponensei. Megállapítottam, hogy a mer®leges fóliázáshoz képest megjelen®új metrikus változó, az N shift-komponens, a térid® dupla fóliázása során használt felületekközötti Lorentz-forgatás szögével áll kapsolatban. További számolásaim azt mutatták, hogyaz új metrikus változó az Mχ, illetve az St hiperfelületek Σtχ-re mer®leges id®szer¶ ka, illetvetérszer¶ ma érint®inek 3-dimenziós örvényeiként is interpretálható.Elvégezve az na, ma, ka, la bázisvektorok kovariáns deriváltjainak felbontását, a [8, 9℄ikkekhez képest több geometriai mennyiségeket kaptam. Az új mennyiségek közötti össze-függések meghatározásához a [8℄ C függelékében található módszert használtam, melynekelsajátításához témavezet®m és Dr. Gergely Árpád László nyújtott segítséget. Bebizonyítot-tam, hogy az új mennyiségek közül egyesek dinamikai változó szerepet töltenek be (K∗

ab, K∗
a,

L∗
a, K∗), mások supán a metrikus változók térbeli deriváltjait tartalmazzák (L∗

ab, L∗). Ál-talánosított koordinátáknak a (gab, Ma, M) metrikus változókat választva, az általánosítottsebességek a (Kab, Ka, K) kinematikai mennyiségekkel állnak rendre kapsolatban.Az Einstein-Hilbert hatás 2+1+1 felbontásához [8, 9℄ eljárását és témavezet®m útmu-tatásait követve, kiszámoltam a kétszer kontrahált Gauss összefüggésben szerepl® Rii- ésRiemann-tenzor projekiók, majd a görbületi skalár 2+1+1 felbontását (ennek során kijaví-tottam a [8, 9℄-ben megadott egyik együtthatót). Beláttam azt is, hogy az Einstein-Hilberthatás 2+1+1 felbontásában az N , Na, N metrikus változók id®deriváltjai nem szerepelnek.53





2. Függelék: A Frobenius-tétel és duálisalakjaA Frobenius-tétel tárgyalásához el®ször szükségünk van a hiperfelület fogalmának bevezeté-sére. HaH egy p-dimenziós sokaság és megadható egy Φ : H → M, Cr leképezés, amelyH ésannak Φ (H) képe között homeomor�zmust létesít (ahol Φ (H) az M-b®l örökölt altopológiáthordozza), akkor H-t beágyazott alsokaságnak nevezzük [21℄. A [22℄ terminológiáját követve,a 2- vagy 3-dimenziójú beágyazott alsokaságra felület- illetve hiperfelületként hivatkozok.Ha az n-dimenziósM sokaság összes x pontjában kiválasztjuk a TMx érint®térnek egym-dimenziós Wx alterét, olyan módon, hogy a W =
⋃
x

Wx halmazt C∞ vektormez®k alkossák,akkor nem biztos, hogy meg tudunk adni olyan beágyazott alsokaságot, amelynek érint®tereiminden pontban Wx-el egyeznek meg. Ha van ilyen sokaság azt integrális alsokaságnaknevezzük. Hogy mikor található integrális alsokaság, arra a Frobenius-tétel ad szükséges éselégséges feltételt.Frobenius-tétel vektori alakja [23℄:Az M sokaság összes x pontjának tangens terében adottWx m-dimenziós alterekW =
⋃
x

Wx halmaza meghatároz egy integrális alsokaságot, akkor és sak akkor, ha tetsz®leges W -beli vektormez®k Lie-zárójelei is W -be esnek. Vagyis
W ∋ [Y, Z]a ≡ Y b∂bZ

a − Zb∂bY
a = Y b∇̃bZ

a − Zb∇̃bY
a ,ha Y a, Za ∈W . (A fenti összefüggésben a ∇̃ kovariáns deriválás az M sokaságon bevezetett

g̃ab metrikával kompatibilis, azaz ∇̃cg̃ab = 0.) A bizonyítása megtalálható például a [20℄-ben.A érint®nyaláb elemeivel megfogalmazott Frobenius-tételt szokás átírni a koérint®nyalábelemeivel kifejezve. Ehhez bevezetjük a TMx érint®tér duálisának azon U∗
x ⊂ T ∗Mx n−mdimenziós alterét, amelynek aWx a nulltere, vagyis U∗

x µa elemei aWx Y
a vektoraihoz zérustrendelnek: µaY

a = 0.Frobenius-tétel duális alakja [23℄:A Wx m-dimenziós alterek W nyalábja meghatároz egy integrális alsokaságot, akkor éssak akkor, ha minden ωa ∈ U∗ =
⋃
x

U∗
x kovariáns deriváltja az alábbi alakban írható:

∇̃[aµb] =

n−m∑

i=1

η
(i)
[a V

(i)
b] , (1)ahol V (i)

b ∈ T ∗M tetsz®leges 1-forma mez®k és valamennyi η(i)
a ∈ U∗.55



56 2. Függelék: A Frobenius-tétel és duális alakjaBizonyítás: Legyen Y a, Za ∈W és µa ∈ U∗. A W nyaláb és sak akkor határoz meg egyintegrális alsokaságot, ha
0 = µa [Y, Z]a = µa

(
Y b∇̃bZ

a − Zb∇̃bY
a
)

= −Y bZa∇̃bµa + ZbY a∇̃bµa = −2Y aZb∇̃[aµb] . (2)Az utóbbi kifejezés nyilvánvalóan el¶nhik, ha µa kovariáns deriváltja (1) alakú, hiszen Y aη
(i)
a =

Zaη
(i)
a = 0. Azt kell belátnunk, hogy ha µa kovariáns deriváltja az (1)-t®l eltér®, akkor (2)nem teljesül. Tehát legyen

∇̃[aµb] =

m∑

i=1

ξ
(i)
[a V

(i)
b] ,ahol V (i)

b ∈ T ∗Mx tetsz®leges 1-formák és valamennyi ξ(i)
a ∈ Ux. Mivel m−dimenziós Uxtérben m darab lineárisan független ξ(i)

a választható, ezért elegend® megmutatni, hogy a
∇̃[aµb] = ξ[aVb], (3a)választás nem jó (ahol ξa nem arányos Va-val), mert lineárisan független ξa-kból alkotottilyen mennyiségek tetsz®leges lineáris kombináiója sem fogja teljesíteni (2) egyenletet. A(3a) választás nem lesz jó mert ez esetben tetsz®leges Y a, Za-re írhatjuk hogy:

0 = 2Y aZb∇̃[aµb] =
(
Y aZb − Y bZa

)
ξaVb .Az Y a-t válasszuk meg W -ben úgy, hogy Y aξa = 0 és Y aVa 6= 0 teljesüljön, ekkor a (3a)egyenletb®l következik, hogy Zaξa = 0, ami tetsz®leges Za ∈W -re nem állhat fent.Q.E.D.Speiális esetben, amennyiben a hiperfelületek (n− 1)-dimenziósak (egy normálisuk van,a µa = g̃abµb), a Frobenius-tétel duális megfogalmazása szerint akkor létezik az (n− 1)-dimenziós hiperfelület, ha

∇̃[aµb] = µ[aVb]. (4)Ennek bizonyítása hasonló:
2Y aZb∇̃[aµb] = 2Y aZbµ[aVb] = Y aZbµaVb − Y aZbµbVa

= (Y aµa)
(
ZbVb

)
− (Y aVa)

(
Zbµb

)

= 0
(
ZbVb

)
− (Y aVa) 0 = 0 .Bontsuk fel a metrikus tenzort g̃ab = ǫµaµb + hab alakba, ahol hab az indukált metrika és

ǫ = µaµa = ±1. Belátható, hogy
0 = ∇̃b (µaµa) = µa∇̃bµa + µa∇̃bµ

a = 2µa∇̃bµa → µa∇̃bµa = 0 . (5)Az (4) összefüggés hiperfelületre es®, arra mer®leges és vegyes projekiói a
hc

ah
d
b∇̃[cµd] ; µaµb∇̃[aµb] = 0 ; hc

ah
d
b∇̃[cµd] . (6)



57Ezek közül az els® pontosan az örvénytenzor:
ωab ≡ ∇[aµb] ≡ hc

ah
d
b∇̃[cµd] . (7)A képletben szerepl® ∇ az indukált metrikával kompatibilis kovariáns deriválást jelöli, amia ∇̃ kovariáns derivált projekiójaként áll el®. Megjegyezzük, hogy bevezethet® az ωa =

1/2ǫbcωbc örvényvektor is. Mivel ǫ-tól függetlenül
ha

bµa = (g̃a
b − ǫµaµb)µa = g̃a

bµa − ǫµaµ
aµb = µb − ǫ2µb = 0 ,ezért µb hiperfelület-mer®leges vektor örvénymentes

ωab = hc
ah

d
bµ[cVd] =

1

2

[
hc

ah
d
bµcVd − hc

ah
d
bµdVc

]

=
1

2

[
(hc

aµc)
(
hd

bVd

)
− (hc

aVc)
(
hd

bµd

)]
= 0 . (8)Beláttuk tehát, hogy a Frobenius tétel teljesülése µa forma és ezzel együtt µa normálisörvénymentességét is jelenti.Végül, a vegyes projekió a µa kongruenia gyorsulásának kifejezését adja meg Va és µafüggvényében:

µb∇̃[aµb] = µbµ[aVb]

µb (∇aµb −∇aµb) = µb (µaVb − µbVa)

µb∇aµb − µb∇bµa = µaµ
bVb − µbµbVa

µb∇bµa = ǫVa − µaµ
bVb . (9)
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