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1. fejezet

Bevezetés

Az els6 gravitacidelmélet Newton nevéhez kothets. A Newton-féle gravitacios potenciél
Poisson-egyenletet teljesit, azaz a gravitaci6 terjedési sebességére végtelent ad. Gyenge
gravitacio leirasara alkalmas ugyan, am a bolygok, példaul a Merkar perihélium pre-
cesszivjara mar nem ad a megfigyelésekkel egyezd értéket, és a GPS miikddtetésére is
alkalmatlan.

A jelenleg érvényesnek elfogadott gravitacidelmélet az Einstein féle altalanos relati-
vitaselmélet. Ebben a gravitacios perturbaciok hullaimegyenletet teljesitenek, amelybdl
a gravitacio terjedési sebességére a fénysebességet kapjuk.

Einstein relativitaselmélete egy évszazada josolta meg a gravitacids hullamok léte-
zését. Az elmélet szerint a gravitacios hullamok a térid§ gorbiiletének hy, perturbacioi.
Gyenge tér kozelités esetén a g,, metrikdju téridé a n,, metrikdji Minkowski térid6
perturbaciojaként tekinthetd (gap = Map + hap, valamint hy, << 1 és O.hgy << 1). A

perturbéci6 a

1
Dhab = —167wG (Tab - §gabT> (11)

inhomogén hullaimegyenletet teljesit, ahol [ = 0,0 a D’Alambert operator, G a
gravitacios allando, Ty, az anyag és (gravitaciotol kiilonbozd) energiaformék energia-
impulzus tenzora, T pedig annak a spurja. Foldi megfigyelés esetén jogos a gyenge tér
kozelités, ugyanis a foldi tér jo kozelitéssel Minkowski (azaz sik). A gravitacios hulla-
mok sem okoznak ebben ,nagy” valtozast, ugyanis a Foldig megtett hosszu 0t alatt, az
amplitudojuk jelentGs mértékben lecsokken. Példaul a 2015 szeptemberében detektélt
GW150914 els6 gravitacios hullam [1] mintegy 400 Mpc tavoli forrastol érkezett, ott
mintegy 3 naptomegnyi energia felszabaduléssal jart, azonban a féldi detektorokban
csak a proton méretének ezredrésznyi valtozasat okozta.

A gravitacios hullamok legfébb forrasai kompakt kettés rendszerek, azaz neutron
csillag - neutron csillag, neutron csillag - fekete lyuk, fekete lyuk - fekete lyuk kett&sok.
Ennek oka az hogy a gravitacios sugarzas kvadrupdl jellegii sugarzas, azaz 1étrejéttéhez

a kvadrupol momentum jelentds valtozasa sziikséges révid id6 alatt, mint a kompakt
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kett&s rendszerekben. De forras lehet akir egy aszimmetrikus szupernéva robbanés,
vagy egy egyenetlen felszinii gyorsan forgé neutroncsillag (koriilbeliill 1mm-es felszini
magassagvaltozds a neutroncsillag esetében mar hegynek szamit).

Kozvetett igazolast a gravitacios hullamok létezésére a Hulse-Taylor kettds pulzér
[2] palyaperiodusa csokkenésének mérése adott, ami Osszhangban volt azzal, hogy a
szamitasok szerint a gravitacios hullamok mennyi energiat vinnének el a rendszerbdl,
és igy mennyivel kell csékkennie a palyaperiodusnak.

Fizikusok és mérnokok tébb mint 30 éves munkajanak koszonhetéen a gravitacios
hullamok kozvetlen detektalasara is sor keriilt az Advanced LIGO detektorokkal 2015.
szeptember 14-én [1|, majd ezt kovetSen decemberben is detektaltak egy ajabb hullamot
[3].

A detektalasi modszer [4] az tgynevezett ,matched filtering” technikan alapszik.
El6szor a ketts rendszerek dinamikijabol elméleti tton szamitjak a gravitacids hul-
lamok mérendd alakjat. Ezt kovetSen a zajjal terhelt jelben illesztéssel keresik a mar
korabban elGallitott hullamforméakat. Detektalasrol akkor beszéliink, ha mind a két
jelenleg miik6dg LIGO detektorban megjelenik ugyanaz a jel.

A detektaldsnak nem csak az az igazan nagy jelentGsége, hogy igazolja a gravitacios
hullamok létezését. Hanem az is, hogy amikor majd a jelenlegi ketténél t6bb detektor-
ral észleljiik Gket, a forrasok paramétereinek meghatérozasa lehetGséget teremt egyéb
észlelésekkel valo Gsszevetésre. Varhatoan a felszabaduld nagyenergidju gravitacios hul-
lamok a kornyezetiikkel valo kélesonhatés soran létrehoznak nagyenergiaju részecskéket
és elektromagneses sugarzast (mely radio-, infra-, lathato-, ultraibolya-, rontgen- vagy
gamma-tartoméanyban észlelhets). Szintén érdekes, hogy gravitacios hullamokkal az
elsé csillagok megsziiletése el6tti idGkbdl is szerezhetd informacio, mely az Univerzum
struktirainak kialakuldsa szempontjabol érdekes.

A detektalt jel alakja a kibocsajtoé rendszer tulajdonsagainak a fliggvénye. Azaz
megfelel fizikai és matematikai eszkézokkel a kettGs rendszer fizikai paraméterei meg-
hatarozhatoak. Viszont mint minden mérés, ez is hibaval terhelt. Ezt a hibat nem
tudjuk a mérés tobbszori reprodukciojabol szarmaztatni, ugyanis a detektalas, még ha
tobb detektorral torténik is, egyszeri. Igy mas statisztikai eszkozoket kell alkalmaznunk
a paraméterek hibainak a becslésére, és ez a Fisher-matrix analizis [5].

A dolgozat célja a Fisher-métrix analizis elsajatitasa és alkalmazésa az SZTE Gra-
vitacios csoport altal bevezetett spin-dominalt hullmaforma (SDW) [6] vezetS rendii
alakjéra.

A dolgozat szerkezete a kovetkezG. A mésodik fejezetben &attekintjiik a Fisher-
analizis elméleti hatterét és annak metodusat [7| alapjan, és elvégezziik néhany rész-
eredményének reprodukciojat.

Ezt kévetSen a spin-dominalt hullamforma analiziséhez sziikséges eszkozoket dol-
gozzuk ki. A harmadik fejezetben elGallitjuk [8], [9], [10] és [11] modszereit kovetve a
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spin-dominélt kompakt kettGsok dinamikajat korpéalya kozelitésben, felirjuk a hullam-
forma paramétereinek fejlédési egyenleteit, és ezeknek kiszamoljuk a szekularisan (egy
péalyaperiodusra vett) atlagolt alakjat. Az igy kapott explicit hullamformét a negye-
dik fejezetben a stacionarius fazis kozelités segitségével frekvenciatérbe transzforméaljuk
[12], [13] és [14] alapjan. Megadjuk a detektor, a hullam polarizaciojanak és forrasnak
relativ helyzetét megadd antennafiiggvényeket [15], [16].

Miutan minden sziikséges eszkozt elGallitottunk, az 6todik fejezetben elvégezziik az
SDW plusz és keresztiranyu polarizaciojara a Fisher-matrix analizist. Megvizsgaljuk,
hogy a paraméterek relativ hibai hogyan valtoznak az Ossztomeg, a tOmegarany, a
latoirany szogének illetve a dominéns spin nagysaganak valtozésara. Az analizist egy

detektoros mérésre végezziik.






2. fejezet

Fisher-matrix analizis

2.1. Metodus, elméleti hattér

A Fisher-méatrix analizis egy Bayes-statisztikai modszer, paraméterek hibainak és a
paraméterek kozotti korrelaciok becslésére. Az analizis hasznalata széles korben el-
terjedt azon problémék esetén, ahol paraméterbecslés sziikséges, azaz nem specidlisan
gravitacios hullamok analiziséhez fejlesztett matematikai eljaras.

Az analizis feltétele, hogy a vizsgalando jelalakot frekvenciafiiggé alakban adjuk
meg, melyet jeloljiink h(f)-fel. Amennyiben a kezdeti jelalak id6fiiggs, és nem frek-
venciafiiggd, Fourier-transzformacio segitségével a jelalakot frekvenciatérbe transzfor-
maljuk.

Ezt kovetGen az analizis els6 1épéseként el6 kell allitanunk a I',, Fisher-informacios

maétrixot, mely definicié szerint

o o Hab
rab_z/o S 2.1)

Oh Oh* Oh Oh*
Itt Ha = 53555 + 230 oxa

jelalak komplex konjugaltja, S (f) pedig a detektor zajfiiggvénye.

ahol )\, a jelalakban megjelens valamely paraméter, h* a

A szamunkra sziikséges informéaciokat a 3., kovariancia-matrix hordozza, mely a

Fisher-matrix inverzeként all eld:
ZDab = (I‘ab)il . (22)

A kovariancia-matrix diagonalis elemei megadjak az egyes paraméterek négyzetes ko-

zépértékeit

Ay = /Zoa, (2.3)

a paraméterek kozotti korrelaciorokrol pedig az off-diagonalis elemek adnak informéci-
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ot:
Eab

(S - Sip) % 24

ChaXp =

A korrelciok a [-1,1] tartomanyon értelmezettek, és akkor beszéliink erds korrelaciorol
ha |cy,n,| = 1. Az egyes paraméterek kozotti esetleges erds korrelacio azt vonja maga
utdn, hogy a paramétereknek létezik olyan linearkombinacioja, amely pontosabban
meghatéarozhat6, mint az egyes paraméterek énmagukban (korrelacios ellipszis).

A jel/zaj viszonyt (SNR = signal to noise ratio) az

wNRf:4/mV“”F# (2.5

o S(f)

integrallal szamithatjuk.

2.2. Analizis egyszerti hullamformakon

Az analizis metodusanak elsajatitasa érdekében, elvégezziik a |7] cikkben talalhato ha-
rom egyszeriibb hullimforma Fisher-analizisének reprodukci6jat. A reprodukcio soran
a G gravitacios allandot és a ¢ fénysebességet egynek vessziik, és minden méas para-
métert masodperc egységekben adunk meg, melyre a valtészam naptomegre példaul
1My = 4,962 - 10755,

A hullamformakat mindharom esetben a
h(f)=Af %" (2.6)

alakban adjuk meg, ahol A a gravitacios hullam amplitadéja, ¥ a fazisa. Az amplitadot
a kovetkezé modellekben fiiggetlennek tekintjiik a tobbi paramétertdl, igy az a jel /zaj

viszony és a detektor zajfiiggvényének ismeretében (2.5) alapjan az amplitidé az

svr2 )"
4/, sy A

Osszefiiggéssel szamithato.

Zajfiiggvényként hasznaljuk az [7] irodalom (2.1) Gsszefiigése altal a LIGO detek-

sir-s{(2) < (2)) ”

empirikus zajfiiggvényt, ahol Sy = 3- 1078 H271 és fy = T0H 2.

torra megadott

Az analizis soran az integralok hataraira kozelitést alkalmazunk, igy az als6 in-

tegralasi hatar esetén 0-rol attériink foi,-re, a felsG integralasi hatarként pedig oo-rél

8



pedig fuax-ra a kovetkezd modon. A zajfiiggvény érvényessége 10H z folott van, ugyan-
is ez alatt a szeizmikus rezgésekbdl fakado zaj végtelennek tekinthets (S (f) — oo
ha f < 10Hz2), igy fmin = 10Hz. A fels6 hatart a kettds Osszeolvadas el6tti kor-
frekvenciajabol szarmaztatva adhatjuk meg, amely a legbelsé stabil kérpalya (ISCO =
innermost stabil circle orbit) definiciojabol fi.x = (63/2G7rm/03)_1, ahol m = m; +ma
az 0ssztomeg.

Elssként tekintsiink egy hullamformét newtoni (N) kozelitésben, mely esetben a

fazis

\IIN = 27Tftc - (bc - % + g (SWMf)_5/3 ) (29)

/5, t. az

ahol M a chirp-tomeg, mely definici6 szerint M = (m1m2)3/5 (my —|—m2)_1
"Osszeolvadéas" idGpontja, ¢. pedig integralasi konstans. Az analizis paramétertere
legyen Py = {ln A, In M, t., ¢.}. Az amplitudonak és a chirp-tomegnek a logaritmusat
vessziik, igy ezen paramétereknek az abszolut hibait kapjuk. Az SNR—=10 valasztés

esetén, a hibakra és korrelacidkra kapott eredményeket az 2.1 tablazat tartalmazza.

My [Mg] | My [Mo] | AM/M (%] | At | Ade | eamr. | cmse | Crose
1.4 1.4 0,00125 | 0,42 ] 0,25 | -0,501 | -0,719 | 0,856
1.4 10 0,00120 | 0,49 | 0,29 | -0,553 | -0,740 | 0,887
1 15 0,00132 | 0,55 | 0,31 | -0,581 | -0,752 | 0,903
5 15 0,00135 | 0,60 | 0,33 | -0,605 | -0,763 | 0,915
10 15 0,00139 | 0,69 | 0,36 | -0,633 | -0,776 | 0,928

2.1. tablazat. A kapott eredményeken latjuk, hogy a chirp-tomeg egy kifejezetten jol mérhets
mennyiség, hibaja nagyobb tomegek esetén is csak alig néhany ezred szazalék. A tomegek
novekedésével a hibdk novekvs tendenciat mutatnak, a korreldcidk pedig erdsédnek az egyes
paraméterek kozott. Az amplitido hibaja, melyet nem tartalmaz a tablazat, minden esetben
0,1 értéket vesz fel, illetve korrelacidja a tébbi paraméterrel nulla. Ez &sszhangban van a
varakozasainkkal, ugyanis a probléméat gy fogalmaztuk meg, hogy az amplitudé nem fiigg a
tobbi paramétertdl.

A maésodik vizsgalt hullaimforma az els6 kiegészitése az elsé rendi posztnewtoni

(PN) jarulékkokal illetve a vezets rendd uszéalytaggal. Ekkor a fazis

T 3 _
Upy = 27rftc—¢c—z+g(87r/\/lf) 5/3

20 (743  1lu .
1+ (= 4+ 22 ) 2 — 1672°/? 2.10
X{+9(336+4m)x T ] (2.10)

2/3 A paraméter-

ahol 4j valtozok a p = mymsy/m redukalt tomeg és az © = (rmf)
tér kiegésziil a redukalt tomeggel, igy Ppy = {In A, In M, In u, t., ¢.}. Az amplitudot
tovabbra is fiiggetlen paraméternek tekintjiik. Az analizis eredményét a (2.2) tartal-

mazza.



My |Mo] | Mo [Mo] | AM/M %] | A/ %] | Ate | Ade | ennn | coun

1.4 1,4 0,0040 0,41 0,71 ] 1,280,906 | 0,979
1.4 10 0,0204 0,54 | 1,01 | 1,640,927 | 0,983
1 15 0,0207 042 | 1,24 | 1,880,934 | 0,985
5 15 0,114 1,52 | 1,44 | 2,02 | 0,954 | 0,984
10 15 0,235 244 | 1,77 | 2,30 | 0,964 | 0,985

2.2. tablazat. Az eredményeken latjuk, hogy a tomegparaméterek hibai az 0ssztomeg nove-
kedésével nagysagrendekkel nének. A hibak mellett a témegparaméterek korrelacioja is erds,
amibdl az kovetkezik, hogy a két tomegparapéter, az M és p egymas linearkombinaciojaként
hatarozhaték meg.

Harmadik jelalakként kiegészitjiik a masodik jelalakot a vezets rendi spin-pélya
(SO = spin-orbit) kolcsonhatasi taggal. A fazis igy
T 3 _
Uso = 2mfle— oo~ + 5 (87M]) 5/3

20 (743 1lp .
1+ (= 2 ) — (48 -1 /2 2.11

ahol Uj paraméter a [ dimenzidémentes spin paraméter. A paramétertér, amelyre az

analizist végezziik Pso = {In A,In M, Inpu, B,t., ¢.}. Az analizis eredményét a (2.2)

tartalmazza.

My [Mo] | My [Mo] | AM/M (%] | Ap/p %] | AB | Ate | Ade | cpu | ems | cus
14 14 0,034 0.68 | 1.24 | 113 | 4.09 |-0,983 | 0,093 | -0,9991
1.4 10 0,191 1527 | 1,99 | 2,04 | 6,25 | -0,990 | 0,994 | -0,9993
1 15 0,207 12,18 | 1,58 | 276 | 7.75 | -0,991 | 0,995 | -0,9994
5 15 1,069 76,65 11,41 | 3,53 | 9,27 | -0,992 | 0,994 | -0,9998
10 15 2,255 169,9 26,69 | 4,74 | 11,50 | -0,956 | 0,995 | -0,9999

2.3. tablazat. Az eredményeken latjuk, hogy a vezetd rendi spin-palya kolcsonhatasi tag
bevezetésével a becsiilt hibdk mar nem til nagy 6ssztomeg esetén is drasztikusan romlanak.
A spin megjelenése a jelalakban tehéat az egyes paraméterek jol meghatarozatosidgat lerontja.

Mindhéarom hullamforma analiziséhez a sziikséges programot a ,Mathematica” szim-

bolikus programnyelv segitségével irtuk meg.
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3. fejezet

Spines fekete lyuk kett6sok

dinamikaja korpalya kozelitésben

Ahhoz, hogy a kompakt kettGsck altal keltett gravitaciés hullamokra konkrét Gssze-
fiiggéseket tudjunk megadni, azaz hogy eljussunk arra a pontra, hogy a fenti A(f)
jelalakokhoz hasonl6 formulakat kaphassunk, el6szor az adott kettés dinamikai egyen-
leteinek fejlédését kell meghataroznunk. Ehhez bazisokat kell megadnunk, amelyekben
a rendszert vizsgaljuk, és meg kell hataroznunk ezek fejlédését az idében. Ezt kdvetGen

meghatarozzuk a szogegyenletek evoluciojat.

3.1. Bazisok meghatarozasa, azok idéfejlédése

A rendszer vizsgalatdhoz két sikot kell elGszor meghataroznunk: a J teljes impulzus-
momentum iranyara merdleges alapsikot, és az Ln palya-impulzusmomentum iranyara
meréleges palyasikot. A két stk metszésvonala az 1 irdny, amit felszall6 csomonak ne-
veziink. Az 1 definici6 szerint 1= (j X f,N) /sina, ahol « a két sik altal bezart szog.
A J teljes impulzusmomentum irdnya 2PN rendig allandénak tekinthetd 18]. Az Ln
irdnya idében valtozik, igy az 1 irdnya sem allando. A sikokat, és az elkovetkezékben
definialt bazisokat a (3.1) abra szemlélteti.

Els6¢ bazisként tekintsiik azt az esetet, amikor a z-tengely irdnyanak a J iranyat
valasztjuk. Ekkor a megszokott X és ¥ iranyokat meghagyva inercidlis bazist kapunk
melyet jeloljiink IC; = (f{, y, j) -vel.

A kovetkezGekben az X-tengely iranyanak valasszuk az 1 felszallo csomé irdnyat, a

z-tengelyét pedig elGszor a j—nek, méasodszor az L-nek. Az elsé esetben a harmadik
béazisvektor k = J x i, és a bazis K; = (i, k, j) A masodik esetben a harmadik
bézisvektor m = Lx X i, a bézis pedig K, = <i, m, £N>.

A negyedik bazis meghatarozasanal viszont problémakba iitkoziink. Altalanos eset-

ben a kettGsok egymas koriil excentrikus palyan keringenek. Ekkor a rendszerhez
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3.1. abra. A kett6s rendszert jellemzs paraméterek a K ; és K bazisokban: J a teljes
impulzusmomentum iranya, ﬁN a palya-impulzusmomentum iranya, S’l és S’z az egyes spinek
irdnyat jelolik, [ a felszallo csomoé irdnya. A felszallo csomdtol mérve a Jre mer6leges sfkban
¢p, szogre az T irdny, az LN re merGleges sikban 1), szogre az AC irdny taldlhaté. y. az AC
és az © irdanyok altal bezéart szog. k;-k és Y-k (i = 1,2) a spin polar- és azimutalis szogek.

egy plusz jol definialt bazist rendelhetiink, ugyanis az X-tengely irdanyanak kijelol-
hetjiik az An Laplace-Runge-Lenz vektor irdnyat, amit a periasztronhoz rogzitiink,
azaz Yy, = arcsin (A - r), ahol y, a valodi anomélia. Igy a koordinitarendszeriink
Kia= (AN, QN,EN) lenne, ahol QN = ]?_JN X AN. Az Osszeolvadas elGtti gravitaci-
6s hullamok sziiletésekor azonban a kettés egymaéas koriil méar kozel korpalyan kering,
7 =1 = 0. Ekkor az igy valasztott bazis jol-definialtsaga elromlik, korpalya esetén nem

tudunk periasztront definialni.

Megoldéasként 1) bazist adunk meg, amelyben a Laplace-Runge-Lenz vektort mi
rogzitjiik, és a tovibbiakban Ac-vel jelsljiik. A valasztasunk a kovetkezs: L tovabbra

is a z-tengely irdnyaba mutasson és Ln és A teljesitse az alabbi feltételeket:

Ln-Ac = 0, (3.1)
Ln-Ac = 0. (3.2)
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A bézis harmadik vektora Qe = Ly x Ac. Igy az 6sszeolvadaskori allapotok leirasara a
bazisunk Ko = (Ac, Qc, Lin). A feltételekbsl latszik, hogy amennyiben Ly elmozdul
Ac irdnyaba, ugy Ac ugyanolyan mértékben elmozdul az Ln-el ellentétes iranyba. Az

Ln -nek a Qg irdnyt elmozdulasa Ac-t valtozatlanul hagyja.

Osszegzésként: kaptunk egy inercialis és hadrom neminercialis bazist, és most meg-

hatarozzuk a tovabbiakban sziikséges bazisvektorok evolticiés egyenleteit.

Tekintsiik a Ko béazist. Az r vektort ebben a bazisban
r=r (cos YeAc + sin Xch> (3.3)

osszefiiggéssel adhatjuk meg, altalanosan r =z'f(;), ahol f; az i-edik bazisvektor.

Az Ly pélya-impulzusmomentum definicioja [8] cikk alapjan
Ly = pr x v, (3.4)

ahol p a redukalt tomeg.
Derivéaljuk id6 szerint (3.4)-t, igy kapjuk, hogy

. d . d »
Ln = Aa=|—Ly|L Ly—L :
N = pur X Aa (dt N) N+ N N (3.5)

ahol Aa = 2?21 a;f;, ahol a; a relativ gyorsuldsvektor komponensei. Ebbdl atrende-
zéssel és a megfelels tagok kifejezésével megkapjuk a Ko bazis fejlédési egyenleteit,

amelyek a kovetkezdk:

d - T . ~ A~

ELN = a3§_N <Sll’l XcAC — COS XcQC) ) (36)
d .

%AC = —(135—:7 sin x.Lx , (3.7)
d - r N

EQC = a3§—N cos xcLiv (3.8)

A harom egyenlet egy egyenlettel is helyettesithetd az

fi) = QA cire % £ (3.9)
alakban, ahol
QA cire = agﬂ cos XCAC + agﬂ sin XCQC ) (3.10)
’ LN LN

Az Ac és az r vektor irdnya altal bezart y. szog fejlédési egyenletéhez valod eljutés-

hoz derivaljuk az r vektort, amelyre kapjuk egyszer, hogy © =i'fgs) + 2'f(;), masszor a
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(3.3) alak derivéltjait. Felhasznalva (3.4) és (3.9) egyenleteket felirhatjuk, hogy

Ln

= lfl ZQ CiI‘CXfi7 3.11
Ul e, 0 (3.11)

amelybe behelyettesitve a (3.10) és a [9] cikk (15) Osszefiiggéseket, atrendezés utan a
Xc sz0g fejlédésére a

Xe = (3.12)

r?
Osszefiiggést kapjuk.
Amire még sziikségiink lesz, a K bazis 1 és 1 béazisvektorainak id6fejlodése a Ko

rendszerhez viszonyitva. A K;, bazisbol a K¢ bézist az Ly irany koriili 1, szoggel valo

forgatassal kapjuk, igy a két bazisvektor a Ko béazisban felirva
1 =cost.Ac —sin.Qc (3.13)

és
m =sin . Ac + cos 4. Qc. (3.14)

Az 1 és 1 bazisvektorok idsfejlsdéséhez derivaljuk (3.13) és (3.14) egyenleteket id6
szerint, igy kapjuk, hogy

d s : . A A d . d -
%l = —. (sm Y.Ac + cos %Qc) + cos . (%AC) — sin ), (EQC) (3.15)
= COs % (QA,circ - Z/.}c]’—-\‘N> X AC — sin r(/}c (QA,circ - ¢C£N) X QC
- <QA,circ - ¢C£N> X i
és
d . . A ) A ) d - d
= Uy (cos Y. Ac — sin ¢CQC> + sin ¢, (EAC> + cos Y, (EQC> (3.16)

= COS @Z)c <QA,circ - 7vbcf‘N> X QC + sin ¢c (QA,circ - Qz}cIAJN> X AC

= <QA,circ - w.ci‘N> X 1.

Bevezetve az

QL = QA,circ - &c]:N (317)
jelolest (3.15) és (3.16) a
d ~ ~
—1=0 | 3.18
dt L (3.18)
és
- Qp x 1 (3.19)
—11m = m .
dt L



alakban adhatoak meg.
AK, - K; - K, = K¢ koordinata bézisok kozotti transzforméciot a —o,,,
a és 1. Euler-szogek teszik lehetévé sorrendben z-, x- és z-tengely koriili forgatasok

segitségével, ahol az egyes R forgatasméatrixok a kévetkezdk:

cos g, —sing, 0
R. (_(bn) = sin gbn COs gbn 01, (320)
0 0 1
1 0 0
R (o) = 0 cosa sina |, (3.21)

0 —sina cosa

costy. siny. 0
és R, (Y.) = | —sint. costp. 0. (3.22)
0 0 1

Ezek segitségével felirva az R (— ¢y, a, 1) teljes transzformécié matrixat, egyszerd mat-

rixszorzéssal kapjuk, hogy

R (=¢n, @, 0c) = R (Ye) R (@) R (—¢) (3.23)

COS 1. COS ¢+ Sin Y. cos asin ¢,  — cos Y, sin ¢, + sin Y. cos a cos ¢,  sin Y. sin o
= | —sin,.cos ¢, cos Y. cos asin ¢,,  sin . sin ¢, + cos Y. cos a cos ¢,  Ccos Y. Sin a

— sin asin ¢, — sin « cos ¢, COS (v

amely Osszhangban van a [8] irodalommal.

3.2. Euler-szogek id6fejlédése

3.2.1. Az « inklinacid

Az inklinacié szoge definicio szerint cos @ = J - LN, melyet id6 szerint derivalva kapjuk,

hogy

~d -
—sina-a =J—L 3.24
sina - & N (3.24)

ahol felhasznaltuk azt, hogy J megmarado mennyiség 2PN-ig. Felhasznalva (3.10)-et
a (3.24) egyenletben

~

—sina - & = QA cire <I:N X j) = —sina - QA cirel - (3.25)
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Az inklinacio idofejlédése a (3.25) és (3.13) egyenletek alapjan a kovetkezd:

pr cos (Xe + )
as .
Ly

o=

(3.26)

3.2.2. A ¢, felszall6 csomo6 hossza

A ¢, szog idofejlédesét 8] C. fejezete alapjan eljarva hatarozzuk meg, azaz az r =

« e,

(3.23) alapjan az r transzformaciojara kapjuk, hogy

o8 (e + Xe) €08 ¢y, + 8in (Y, + ) cOS asin @y,
=71 | —cos (V. + Xe) sin ¢, + sin (Y. + x.) cos acos ¢, | - (3.27)
sin (1. + X¢) sin «

ISEES

Magahoz az idé6fejlédéshez a x. szognél latottak alapjan indulunk el, azaz felhasz-

.0,

naljuk a palya-impulzusmomentum (3.4) definici6jat, melyet osztunk ur®—tel, igy

L 1
= =rxi. (3.28)
ur r

A (3.28) osszefiiggéshez felhasznalva (3.27) egyenletet és iddderivéltjat, és bevezetve a

Ve + Xe = ¥ jelolést, a kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:

L — sin asin ¢, — cos 1 sin ¢y, sin 1 cos a + sin® 1 cos ¢y,
N ] . . . ) .
/ﬁ = Y | —sinacose, | +& | —coscos ¢, sinip cos o — sin® 1 sin ¢,
COoS & — sin cos Y sin «

sin asin ¢ (cos ¥ cos ¢, + sin 1) cos avsin ¢y, )
+6 | sinasing (= cossin g, + sin cosacos ¢y) | (3.29)

sin? avsin? ¢ — 1

melyb6l annak érdekében, hogy ne vektoregyenleteink legyenek, négyzetreemeléssel
kapjuk, hogy

2

Ly = <¢ — ¢y, cO8 a>2 + <gbn sin o cos o + dsin¢> . (3.30)

Iu27n4

Felhasznalva, hogy (Ln), = Ly cos a, trigonometrikus atalakitasokkal kapjuk, hogy

Ly

— = w — gbn cosa — <gz§n sin avcos vy + dsinw> tana.cos . (3.31)
ur

Az (3.31) Osszefliggést négyzetre emelve és igy egyenl6vé téve a (3.30) Gsszefiiggéssel
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kapjuk, hogy
0 = [(qﬁn sin ac cos ¢ + o'zsinw) (1 + tan® o cos® ) + 2 tan o cos ¥ (w — cosozﬂ

X (qzﬁn sin v cos ) + ¢ sin ¢> : (3.32)

Mivel 2 tan « cos v (w — ¢, COS a) # 0, a (3.26) Osszefiiggést és a korabbi ¢, + x. = ¢

helyettesitésiinket felhasznalva, a ¢, idéfejlédésére a

prsin (Y. + Xc)
as .
Ly sina

bn = — (3.33)

Osszefiiggés all els.

3.2.3. A 1. szog

A 1), szog id6fejlédéséhez felhasznaljuk a ¢, szogre kapott eredményeket. Visszairva

a (3.33) Osszefiiggést a (3.31) egyenletbe, és felhasznalva a (3.12) egyenletet, kapjuk,

hogy
prsin (e + xc)
Lytana

wc = —as

(3.34)

3.3. Spin-szogek id6fejlédése

3.3.1. A k; spin polar szog

Definicio6 szerint k; = arccos (Sl . £N> . Ezt differencidlva és felhasznalva [9] cikk (B33)

d

Osszefiiggését, miszerint 48, = ) x S;, illetve a mar fentebb latott LT = QA cire X Lin
88 dt dt 7

Osszefiiggést, kapjuk, hogy
—sin Ry - I.ﬁ}i = (QA&irc - Ql) (]:N X Sl> . (335)

Ennek az Osszefiiggésnek a konkrét kiszamitasahoz sziikségiink van még arra, hogy

meghatéarozzuk az Q;-t, mely [8] - (56) alapjan

Q = 0+ (3.36)
079 = C:(ZLS_T?;f_%)LNfJM
Qs — % 3(28)i-8].
ot = ——3%&5{?" (8%
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ahol, SO a spin-péalya, SS a spin-spin, QM pedig a kvadrupo6l-monopél kélesonhatésbol

szarmazé tagot jeloli. Tovabba a kifejezésekben v = ms/my < 1 a tomegarany,

G G ,
S; = —m?xi = —m*n* 3y, (3.37)
c c

az i-edik spin nagysiga, x; az kettss i-edik tagjanak [0,1] intervallumon értelmezett

dimenziémentes spinparamétere, n = p/m a szimmetrikus tomegarany,

G2
Qi = —wafm? (3.38)
&

a kvadrupol-monopdl skalar, amelyben w = 1 forgd feketelyukak esetén. Fel kell irnunk
még az S; vektort, amely a K, rendszerben S; = sin K; COS ¢ii+sin K; sin ;M +-cos /@-ZEN
a [8] cikk (30) sszefiiggése alapjan. S; a K¢ rendszerben (3.13) és (3.14) felhasznéla-

saval

A

S; = sin k; [cos (e — ) Ac —sin (e — ;) Qc] + cos k; LN (3.39)
Az T és az g, vektorok skalaris szorzata:
#.S; = sin k; cos (Xe + Ve — ;) . (3.40)

Mindezek felhasznalasaval az €2;-kre kapjuk, hogy

G (4 + 3y3—2i)

SO _ £

Q’i - 2027”3 LNLN7 (341)
ss G*m*n 2j—3 ‘ A

Q> = 3 VX {sm K; [(3 COS Xc €OS (Xe + Ve — 1) — cos (Yo — ;) Ac+

+ (3sin . cos (xe + Ve — ¢;) + sin (Y. — ¢;)) Qc} — COoS Hji*N}

3G?*nm? - N
QZQM = 1”3—Zz”ani sin k; cos (Xe + Ve — ;) (COS XcAc + sin XcQC) )

(Megjegyzés: A |9] cikk (B34) Q59 és Q@M bsszefiiggései egy 1/2-es szorzoban eltérnek
a helyes Osszefiiggésektdl [17].)

Az Q;-k meghatarozasa utan (3.35) sszefiiggéshez sziikségiink van még az Ly és

S; vektorok keresztszorzataira, mely
I % §; = sin s [Sin (e — i) A + cos (e — ) QC} . (3.42)
Ezt kovetSen a k;-okra kapjuk, hogy:

ho— (Q - AC) sin (1, — ;) + (Q : Qc) cos (1he — ;) — (3.43)
_a3g_r sin (Xe + e — ¥;)
N
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amely az (3.41) osszefliggéseket felhasznalva a kiilonboz6 kolesonhatasi tagokra lebont-

va:
50 = —agt sin (xe + e — ), (3.44)
Ly
DY = % 273y sin Ky [3cos (Xe + Yo — ) sin (xe + e — ¥;) + (3.45)
+sin (¢; — ;)] — (lgg—N sin (Xe + Ye — ¥i)
M — 3222? w; Sin K €os (Xe + Ve — ;) sin (Xe + e — ;) — (3.46)

ro.
_a3§_ sin (Xc + Q/Jc - 1/}1) .
N

3.3.2. A v); spin azimutalis szog

Definici6 szerint ¢; = arctan (F) A kifejezésnek a tangensét véve, majd id§ szerint

differencidlva kapjuk, hogy

d d . d-\
<dt > §; +m (dtsi) = (1+tan2ey) ¢ ( ) + tan (al) S; (3.47)
—l—tanzﬁﬁ( )

d

(1 + tan? 1[)1) Ui (i Sl> = ( — tan ¥l ) o (3.48)
+ (;i — tanwzil)
Felhasznalva (3.18), (3.19) és %gi = O x S; dsszefiiggéseket, kapjuk, hogy
+ |:(QL X ﬁl) — tanq/;i (QL X i)i| . Si,
ahol 1 S; = sin k; cos Uy, gy
sin kith; = [sin (e — ¥;) Ac + cos (1he — ;) Qc] (5 — Q) x S;. (3.50)

A kifejezés explicit felirasdhoz sziikségiink van €y, keresztszorzasnél alkalmazando
alakjara, mely [9] cikk (30) Gsszefiiggése alapjan

(3.51)

Qy, = agg—r {cos YeAN + sin x.Qn + wfm} ;
N

tan «
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illetve a kovetkez6 két vektori szorzatras:

O xS, = [(Ql . QN> cos Kj + (Qi . fJN> sin k; sin (Y. — wz)} Ay + (3.52)
+ [(Ql . ﬁN> sin K; cos (. — ;) — <Qi . AN> coS mi] QN -
— sin k; [(Ql ' AN) sin (Y. — ;) + <Qi : QN) cos (Ye — %)} L,

) sin (Y. + xe¢)
tan o

QL xS, = Clgzb—/r { {sin Xe COS K; + sin k; sin (. —

. } Ax+ (3.53)

) Sin (¢c + Xc)
tan «

+ {sin K cos (e — ; — COS X COS Hi:| QN -

— sin K; sin (Xc + ¢c — ¢1> fJN} .

Az igy kapott (3.52) és (3.53) kifejezéseket visszairva az (3.50) egyenletbe, sin r;-vel

valo leosztés és trigonometrikus atalakitasok utan

i = (2Iw)+ [(9- Qo) sin (v — ) — (- Ac) cos (e — 13)] (354)
X cot Kk; — L [cot asin (Y. + Xe) — cot k; cos (e + Ve — ;)]
N
amelybdl a (3.41) egyenlet segitségével kapjuk, hogy

G (44 3v°7%)

P50 = WLN — a3 I [cot asin (Y. + Xe) — (3.55)
— cot K; cos (Xe + Ve — Ui)],
- G?m?*n
YPS = ~33 Y V273 {— cos kj — sin k; cot k; [3cos (xe + Ve — ;) (3.56)

X €08 (Xe + e — i) — cos (¥; — )]} —

—agg [cot asin (1. + Xe) — cot k; cos (Xe + Ve — ;)]

N

. 3G2 2

YoM = 377;7”4 wy; sin k; cot Ky cos? (Xe + Ve — V) (3.57)
c3r

_a3§_r [COt o sin (¢c + XC> — cot Kk; cos (Xc + wc - %)] :
N

3.3.3. A gyorsulasvektorok meghatarozasa

Az relativ gyorsulasvektor a kiilonb6z6 jarulékokbol adédé gyursulasok Gsszegeként all

els, amely vezet§ rendben (a 2PN-es jarulékokat elhanyagolhatjuk) [9] (B9) alapjan
a=apy t+aso +ass+agu. (358)

Korpalyakozelitésben a gyorsulasvektorok z-komponensét kell meghataroznunk, ugyan-
is fent lattuk, hogy ebben az esetben ez az egyetlen komponens jatszik szerepet az

Osszefiiggéseinkben.
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Els6 lépésként az (3.3) helyvektort id6 szerint differencidlva meghatarozzuk a v

sebességvektort, amely
vV=r = r (cos XCAC + sin XCQC) +
d
+7r | —sin XcXcAc ~+ COS X¢ %AC +
+ cos XcXch + sin X, ( ) ) ) (3.59)

Mivel korpalyakozelitésben 7 = 0, felhasznalva (3.7) és (3.8) osszefiiggéseket, a sebes-

ségvektor jelen alakja
vV =Y, (cos XcQc — sin XCA0> . (3.60)

Sziikségiink lesz még a sebességvektor hossznégyzetére, amely (3.12) felhasznéalasaval:

LA
2 2.2 N
VT =rXe = 5 5
WA

(3.61)

A tovabbiakban meghatarozzuk a gyorsulasokra vonatkozo Osszefiiggéseket a kii-

16nb676 jarulékok esetén.

1PN rendben a gyorsulasokra felirhato Osszefliggés [9] cikk (B10) dsszefliggés alap-
Jjan
aPN:g—:Z 2(2+n)GTm—(1+3n)v2 i, (3.62)
melybdl 1atjuk, hogy
atN =0, (3.63)

tekintve, hogy az t vektor z-irdnyt komponense zérus.

A spin-pélya kolcsonhatasbol szérmazo gyorsulasi tag |9] cikk (B12) osszefiiggése

alapjan

~ Ly (¢ & - )
037“3 Z Xk {2/1_7’ (LN : Sk> r— <V X Sk)} . (3.64)

k=1

Az explicit felirashoz sziikséges

iJN . Sk — COS K (365)
~ L ~ ~
SV XS, = = [COS K (cos XAc + sin XCQC)
ur
— sin Ky cos (Xe + Ve — i) f;N} (3.66)
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Osszefiiggések felhasznalasaval az SO rendt gyorsulds z-irdnyd komponense

2

057 = c3r3 Z V73 4 3) xurXe sin Ky, cos (Ye + e — V) - (3.67)

Spin-spin kolesénhatasbol szarmazo gyorsulési tag [9] cikk (B13) dsszefiiggése alap-

jan
o = L [(58) -5 (e-8) -8
+ <r : Sz> S; + (r : S1> Sz} , (3.68)

amely a felhasznalando (3.40) és

A A

S1 - Sa = sin kg sin kg cos (g — 1) + COS K1 COS Ko (3.69)

kifejezésekkel explicit alakban felirva

3G3m? )
a3’ = —THXD@ [sin kg cos (Xe + e — P2) cOs K
+sin Ky cos (X¢ + e — 1) €OS Ko (3.70)

a z-iranyban.

A kvadrupol-monopol kolesonhatési tagbol szarmazo gyorsulasi tag [9] cikk (B13)

Osszefiiggése alapjan

3G*m’n - 2k=3, 2 & \? &) &
aQym = —Wzlw Xk{[1—5(r8k) :| r—+2 <I"Sk> Sk} (371)
melyhez felhasznalva az (3.40) Osszefiiggést, a z-iranyt komponens

3G m3 3G m*n :
a3QM =5 Z Wy 3)(% sin 2k cos (Xe + e — Vi) - (3.72)

Ezzel meghataroztuk a spines feketelyuk kett6sok dinamikajat korpalya kozelités-

ben.
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4. fejezet

Frekvenciafiiggd spin-dominalt

hullAmforma

4.1. Idé6fiiggo spin-dominalt hullAmforma, vezetd rend-

ben

4.1.1. A vezets rendii spin-domialt hullamforma

A spin-dominalt hullamforma [6] azon esetekre keriilt bevezetésre, ahol a kompakt ket-
tést alkotd objektumok tomegaranya kicsi (v < 1: 30). Altalanos esetben a kett&sok
bespiralozéskori dinamikai egyenleteit egy kis e = Gm/c*r paraméter koriili posztnew-
toni sorfejtés segitségével kaphatjuk. Spin-dominalt esetben viszont be tudunk vezetni

egy ujabb kis paramétert a kévetkezd modon.

Tekintsiik spinnagységok aranyat, mely [6] irodalom (1) egyenlete alapjan

S
QN&VQ

~

=2 ’ 4.1
Si X1 ( )

mely Osszefiiggésbdl lathatjuk, hogy amennyiben ms << m;, a masodik spin elha-
nyagolhato. Ezt kovetGen felirhatd még az egyes spin és a pélya-impulzusmomentum
aranya, [6] cikk (2) Osszefiiggése:

S

amelyen latszik, hogy kis tomegarany esetén a spin dominal a palya-impulzusmomentum

121, masodik

felett - innen kapta a hullimforma a nevét -, és bevezetésre keriil a £ = ¢~
kis paraméter.
A hullamformaban az elsé PN rendig, csak az SO jarulékok jelennek meg, az SS és

QM jarulékok nem. A hullamforma alakja ebben az esetben a h, és h, polaricaziokat
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tekintve a
he = A (h& + miﬂ) (4.3)

alakban adhat6 meg, ahol A =2Gmve/(c*Dy), Dy, a luminozités téavolsag, a kiilonbozs

jarulékok pedig

45 = 3 [c&io) (sin® 6 — 2) cos Pos
+’_

—2k™) sin k, sin 260 sin ©,4 |
+6sin” k; sin* 0 cos @ (4.4)

2h° = 3 [cgio) cos 6 sin Py
J’_’_

—2k®) sin 0 sin k4 cos iy, (4.5)

2hiﬁ = > [cgio) sin 20 sin @4 4
+7_

+£™) sin K, (sim2 60— 2) COS @gi]
—3sin 2k, sin® f cos @ | (4.6)
h(iﬁ = > [k(i) cos 0 sin k; sin Py
+’_
+c5 sin 6 cos CIDHE] : (4.7)
ahol ® = 29, &4 = ¢, £ 219 és Doy = 2¢,, + 29 jelOléseket a fazisokra, illetve

EF) = cosky F 1,
cg = F2k®) — sin? K1,

S0 = FE® — 2sin? k). (4.8)
A fentiek alapjan a h, és hy polarizaciok a kovetkezd alakban frhatok fel
h, = ? > [A* cos yy + B sin By + Ccos @ (4.9)
+ —

hy = é Z [Af sin @y + B cos q)li} 5 (4.10)
+ —
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ahol az egyes mennyiségek:

A = 0 (5in2 0 — 2) + 2¢5™ sin 26,
BT = 2k sink, (— sin 20 + sin? 6 — 2) ,

3
C = 5 (sin2 K1 — sin 2;@1) sin? @,
A = <c§i°) cos 6 + 2k&) cos A sin I€1) ,
Bf = 2 (—k(i) sin k1 + cgio)) sin 6. (4.11)

4.1.2. Dinamikai egyenletek spin-dominilt esetben

Mint ahogy azt fentebb lattuk, vezeté rendid spin-dominalt esetben a dinamikat a
nagyobbik spin uralja (k=1), ebbdl kovetkezden csak az SO jarulékok jelennek meg az
egyenletekben, illetve ¢, = 7/2. Igy a gyorsulas:

G*m®ny , Ly . @
az = a3° = o (40~ +3) Xlﬁ sin k1 cos (Xc + 9, — §> . (4.12)

Ennek segitségével megadhatjuk a spin-dominalt rendszer dinamikai fejlédési egyenlete-
it, melyekhez ha felhasznaljuk, hogy cos (z — w/2) = sin (z), sin (z — 7/2) = — cos ()

és 1 = k1 —a — 1 = k1 — &, az egyes paraméterekre vonatkozo Osszefiiggések:

e « inklinécio:

- SO G*m?n -1 . .
R (407" 4 3) xa sin w1 sin (xe + ) cos (e + %) (4.13)

o ¢, felszallo csomo hossza:

] G2 2 in” c c
350 =~ (41 4 3) x sin g S We T X (4.14)
c3r sin a
® . szoOg:
; G*m*n sin® (e + Xe)
SO __ -1 . c c
P2t = — o (407" +3) x1 sin Rl (4.15)
® k1 spin polarszog:
. G*m®ny , . .
0 = =3 (407" + 3) x1 sin &y sin (xe + ¥e) cos (Xe + Ye)
e (31 az egyes spin és a teljes impulzusmomentum altal bezart szog:
350 — (. (4.16)
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A kapott Osszefiiggéskbdl latjuk, hogy vezets rendben, amig csak az SO jarulékokat
kell figyelembe venniink #7° = &7©, ami alapjan vezetd rendben alkalmazhatjuk a

k1 = « szoghelyettesitést.

4.1.3. Iddatlagolt egyenletek

A fenti pillanatnyi egyenletekre még el kell végezniink az egy periddusra vald atlago-
last ahhoz, hogy a szadmunkra sziikséges fejlédési egyenleteket kapjuk. Az atlagolast

definicié szerint a kévetkezd Osszefiiggés adja meg:

*_l Qﬂf(XC)
f_T 0 Xc

dXe (4.17)
ahol a T radialis periodus, felhasznalva a (3.12) Osszefliggést
2m 2
1
T = / ~dy. = 27t (4.18)
0

Felhasznalva, hogy f027r sin (z + ¢) cos (z + ¢) dx = 0, & és [y atlagaira 0-at kapunk.

A fozw sin? (x + ¢) do = 7 Gsszefiiggés felhasznalaséval:

d —so 1G*m?n , | sin

E(b" T2 By (7 +3) sina’ (4.19)
d —so G*m*n , sin g
TV = —oam W3 aT— (4.20)

Felhasznalva, hogy € = Gm/c*r ~v?/c? és Ly ~ urv, kapjuk, hogy

dgso _ 1 (dv 4 3) y, 000 (4.21)
at’" 2 Gm Ysina’ '

d —so nc o4 sin Ky

%@bc = —§G—m€ (4V + 3) X1 tam o s (422)

illetve G
. my .

7-hoz felhasznalva [16] cikk (4.12) Osszefiiggését, illetve bevezetve a £ kis paramétert

és akoriil a kifejezéseket sorba fejtve:

4 3.11/2
= mgc;m (336 — 1751 — 3724x1% % sin k1) (4.24)
d —so 1 & , sink 1
—0n = =5 4 —5¢e'/? 4.25
™" 26m° Msina ( Sk (4.25)
- d - 5 i
Y o= Xet aiﬂfo = G?_mgd/z + ¢p, cos a. (4.26)

Felhasznalva a mar fentebb emlitett k = « relaci6t, a spin-dominalt hullamformaéra
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vezet$ rendben a kovetkez6 szekularis fejlédési egyenleteket kapjuk:

64 ve3e®
2 = 4.27
bn = —liei’) (4 — 5v) (4.28)
n T Toamt ’ '
. 3 .
v = £_m€3/2 + ¢ COS Ky . (4.29)

4.2. Transzformaci6 frekvenciatérbe

A frekvenciatérbe valo transzformaciohoz els6ként vegyiik az [6] cikk (7) és (5) Gssze-
fiiggéseit, felhasznalva azt a kozelitést, hogy kis tomegarany esetén pu — vm. Ekkor

egyszeri (t. — t) alakra valo atrendezéssel kapjuk, hogy

5Gm 1

2563y e
505(Gm)*5/3w_8/3
256V ’

te—t =

(4.30)

ahol w = 7 f a palya korfrekvencia, ahol az f a gravitaciés hullam frekvencidja kor-
palyara. A fenti egyenletbdl e-t kifejezve és azt visszahelyettesitve (4.28) és (4.29)
osszefiiggésekbe, majd ezeket id6 szerint integralva kapjuk ¢, (t)-re és v (t)-re, hogy

3/4 3 1/4
gbn(t) = ¢nc+5 <C—)

32 \ Gmu3
x (te — )"* x1 (4 = b)), (4.31)
3 5/8 y
AR w58 € =3/8 (1 _ 4)5/8
o) = w50 ()
+¢p, cOS K. (4.32)

ahol ¢, és 1. integralasi konstansok. Ezt kovetSen a (4.30) Osszefiiggést visszairva a

On (1) és 1 (t)-re kapott Osszefiiggésekbe, megkapjuk azok fazistol fiiggs alakjat:

5¢? (vt = 5) vy

?bn(f) = Onct 198 (ﬂ_Gmf)g/g, ) (4'33)
o
O(f) = Ye— W
5(4v=t —5) x1 cos Ky
- (1 * 4¢3 (xGm f)~"* ) . a0

Miutan megadtuk a fazisok frekvenciafiiggé alakjat, meg kell hataroznunk a hul-

lamforma alakjat is frekvenciatérben, melyhez a [7] és [13] cikkekben latottak alapjan
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jarunk el.

Tekintsiik a Asin @, 4 cos ® harmonikus fiiggvényeket, melyekre feltessziik, hogy
AJA <  és d < D? (itt eltekintiink A és @ id6fiiggésetsl). Ekkor a W(T) = 0 stacio-
nérius fazis kozelités (SPA = stationary phase approzimation) ezeknek a fiiggvényeknek

a Fourier transzformaéltjaira alkalmazva:

FlAsin®] ~ AT e (T (4.35)

7

FlAcos®] =~ f(T / ‘e (vl T (4.36)

f(T]

ahol a T nyeregpont teljesiti a stacionarius fazis kozelités feltételét.

Az (4.3) hullamforma vezet6 rendd alakjaban megjelennek a

U(t) = 2mtf — d(L), (4.37)
\I/H:Of) = 27th — (I)H: (t),
\Ilgi (t) = 27th — (I)Q:t (t)

fazisok, igy jelen esetben o6t feltételiink van: \11(7') = 0 és ¢’1,2i(7-1,2¢) = 0, melyek
alapjan f = ®,54(T)/(27). Igy az (4.37) Gsszefiiggésekbol az SPA feltetelek felhasz-
nalasaval kapjuk, hogy

2)(T) = 2nf, (4.38)
On(Tie)) £20(Tis) = 2rf, (4.39)
26(Toz) £ 20(Toe) = 2rf. (4.40)

Ezek az Osszefiiggések 6t T, Ti+ és To+ nyeregpontot szolgaltatnak, viszont mi a vezetd
T nyeregpontot alkalmazzuk egyediil a tovabbiakban, tekintve, hogy a Ti+ és Tox
nyeregpontok 7 -nek kis korrekciéi. Igy az egyetlen SPA feltételt az (4.38) Gsszefiiggés

adja, amely egyenértéki a (4.30) Osszefiiggéssel, tehat a vezets nyeregpont

5¢°(Gm) /3

7=

(mf)=8/3 . (4.41)

Sziikségesek még a fazisok masodik derivaltjai a 7 nyeregpontban, melyek

U(T) = —20(T),
U (T) = —u(T) F20(T),
Vo (T) = —28u(T) F 20(7), (4.42)
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igy a frekvenciafiiggd fazisok a kovetkezdk:

U= U —2¢(f),
Uy = on(f) F 20(f),
Uor = We—2¢,(f) F2¢(f), (4.43)
ahol 55
U, = 27 ft, — G5/3c551”;T (mf) 3 (4.44)

A h, és hy frekvenciatérben felirt alakja a stacionarius fazis kozelitéssel

B o= 2 i(W2s-7%)
hy Z [ |w2i e ’

B Iﬁ)li?}r(ﬂllei(%ﬁg)
O\ ei(\lf—l{)} , (4.45)
+B;‘L ‘yiplj[}rwm ei(mw} ’ (4.46)

ahol most mar minden korabban id&fiiggs fiiggvény illetve valtozo az f Fourier frek-
vencia fiiggvénye. Az A = 2Gmve(f)/(c?Dy) a frekvenciafiiggd amplitido, melyben
Dy a luminozitas tavolsag, (f)-et pedig (4.27) integralasaval kapjuk felhasznélva a

(4.30) Osszefiiggést
G2/3m2/3 (fﬂ)2/3

2 Y

e(f) = (4.47)

C
melybdl
B G5/35/3
A= 204+L” (fm)?. (4.48)
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A hullamforma egyszeriibb alakra valo hozasanak érdekében a fazisok explicit alak-

jainak beirasaval atalakitjuk a gyokos kiejezéseket, igy a h. és hy 1j alakjai:

B = é;}i:i4iﬂiﬂn—6(lixmsmﬁDUQBKW&1)
_l'_’_

+ 1 e (U147
+B +1-§ §icosm e\ 1T

+C (|1 — cos ry|) 2 ei(q’_z)} , (4.49)

/ A L —1/2 i(Wau+Z
@——Z;Vwﬂ—wimmw e(v243)

. 1 T )
+BI | |[£1—9 Ej:cosm e\ T | (4.50)

5 1/2 5/6,,1/2
ro_ 2 v 5/6 ¢—T7/6
ahol A" = 2 (96) D, 72" =, (4.51)
valamint bevezetjiik a kovetkez§ jelolést:
§=cGmmfx. (4 —5v). (4.52)

4.3. Antennafiiggvények

Miutan meghataroztuk a gravitaciés hullam A, és hy polarizacios allapotait frekvencia

térben, meg kell hataroznunk a h, detektor altal érzékelt jel alakjat, amely

alakban adhaté meg, ahol az F, és F ugynevezett antennafiiggvények. FEzek a [16]

cikk (4.25) Osszefiiggései alapjan a kovetkezs alaktak:

F, = (1 + cos? HN) cos 2¢n cos 21 — cos Oy sin 2¢y sin 2¢, (4.54)

N~ DN —

F, = (1 + cos? HN) cos 2¢ sin 2t + cos Oy sin 2¢y cos 2¢. (4.55)

Az (4.54) és (4.55) Osszefiiggésekben Oy és ¢ a kompakt ketts elhelyezkedését rogzits
sz6gek a detektor rendszerébdl nézve, azaz az N latoiranyt kijelols szogek, ¢ pedig a
polarizacios szog, amelyet a gravitacios hullam polarizacios tengelye és a (gémbi polar
koordinatarendszerben vett) 0 konstans azimut zar be.

Az antennafiiggvények explicit megadasahoz, mint latjuk, ki kell fejezniink a ¢ po-
larizacios szoget. Ehhez az (4.1) abran lattott modon vegyiink fel egy a detektorhoz

rendelt Kp = (X,y,z) koordinata bézist, ahol a detektor karjai az X- és az y-iranyokban
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4.1. dbra. Az abran lathatjuk a detektor rendszerében a J teljes impulzusmomentum irdnyéat,
melyet a 5 és ¢, illetve a forras poziciojat megadd N latoiranyt, amelyet a 0y és ¢y szogek
jelolnek ki. A J és N iranyok 6 szoget zarnak be (ez a szdg szerepel hullamforméban).

allnak. Vegyiink fel még ket iranyt a detektor rendszerében: az N latoiranyt, és a J
teljes impulzusmomentum vektor irdnyat, mely 2PN rendig dllandénak tekinthets. E
két iranyrol tudjuk a fentiek alapjan, hogy cosf = J-N. A két irany a detektor

rendszerében gombi polar koordinatdkat hasznalva

sin 0y cos ¢

N = | sinfysinoy |, (4.56)
cos Oy

sin 67 cos ¢

J = |sinfsing, |- (4.57)

cos 07

gy a N és J skalaris szorzatabol Osszefiiggést nyeriink a 6 szogre a detektor rendsze-
rében, mely

cosf = cos Oy cosfy + sinf;sin Oy cos (¢ — dn) - (4.58)
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Masfelsl tekintsiink egy, a gravitacios sugarzashoz rendelt g rendszert, melyben a
gravitacios hullamok terjedési iranya az N latoirannyal parhuzamosan torténik. Ennek

a rendszernek a bazisvektorai a [16] cikk (4.22)-es sszefiiggései alapjan

B _ 4.59

e:c Slne ) ( )
JxN

R _ 4.60

s sin 0 ( )

el = N (4.61)

A ¢ polarizacios szogre a [16] cikk a kévetkezd két definiciot adja:

R

& (4.62)

cost=10-e

és o,
N. (sz)

(3-7)- (3-N)(N-z)

melyek segitségével meg tudjuk adni a ¢ szOg explicit alakjat. Amennyiben a (4.62)

tan: =

(4.63)

Osszefiiggésbdl indulunk ki, akkor a gémbi polarkoordinatarendszer g azimutszogét fel

kell irnunk a detektor bazisvektoraival, amely definici6 szerint
0 = cos O cos ONX+ cos By sin oy — sin Oy z. (4.64)
Az el irany kifejtése

sin Oy cos ¢ cosf — sinf;cos @y

1
ell = e~ sin @y sin ¢ cos — sinfysin gy | (4.65)
cos O cos — cos b

melyhez felhasznélva az (4.58) Osszefiiggést, trigonometrikus atalakitasokkal megkap-
juk a ¢ szog koszinuszat:
cosBysinfy — cos Oy sinf; cos (p; — o)

_ 4.66
COS L sin 9 ) ( )

mely segitségével az antennafiiggvények expliciten megadhatoak.
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5. fejezet

Spin-dominalt hullamforma

Fisher-analizise

Az analizishez a [18] altal az 1. tablazatban megadott Advanced LIGO zajfliggvényt

hasznaljuk, amely

S(f) =

oy ay @ )

fo L (1) ’
’ -5 (£)

ahol Sy = 10*49i, fo = 215Hz, a zajfiiggvény alsé érvényességi hatara pedig fum =
20H z.

A hullaAmforma tisztan h, polarizacios allapotat vizsgaljuk, melyet azzal a feltétellel
tehetiink meg, hogy az antennafiiggvényekre fennall, hogy F\ = 1¢és F, = 0. Ez az
allapot a latoiranynak a detektor rendszerében vett megfelel6 megvilasztasaval érhetd
el. Az analizis paramétertere legyen Py = (In Dy, lnm,Inv, xq,cos ki, cosf). Négy
tipusu bedllitdst vizsgalunk meg, ahol valamely kivilasztott paramétert valtoztatjuk
egy bizonyos intervallumon, mig a tobbit valtozatlanul hagyjuk.

Els6ként két kiilonb6z6 m; tomeg esetén nézziik meg a hibakat és a korrelaciokat,
ahol a latoirany szogét valtoztatjuk. Az my, = 45M, valasztéssal a kapott eredménye-
inket a (5.1) tartalmazza.

Az my = 90M,, esetén a (5.2) tablazatban talalhatéak az eredményeink. Amit a
két esetben latunk az, hogy az m, v, x; és cos ky viszonylag jol becsiilhet6 mennyisé-
gek, hibdjuk a 1072 nagysdgrend(i tartoméanyba esik. A cosf hibajanak meértéke fiigg
attol, hogy milyen alapértéket valasztottunk, hibaja 1 — 107! nagysagrendek kozott
valtozik. Minnél kozelebb esik a latéirany a teljes impulzusmomentum irdnyahoz, an-
nal jobban becsiilhet a latéirany szége. A Dy mennyiség hibdja viszonylag nagy, 1
nagysagrendbe es6. Az Ossztomeg novelésével a hibak kis mértékben romlanak, mint

a bevezet6 modellekben is. A két tomegparaméter kdzotti korrelacio erds, egyhez tart,
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cos H ADp/Dp, Am/m Av/v  Ax; Acosk; Acosf ‘ Conp Coxi Coxa
0 1.131 0.0067 0.0112 0.0491 0.0229  1.077 |-0.977 -0.099 0.185
0.35 1.106 0.0294 0.0490 0.0452 0.0218  1.117 |-0.999 -0.654 0.666
0.6 1.084 0.0105 0.0174 0.0270 0.0221  0.907 |-0.991 -0.131 0.182
0.8 1.083 0.0253 0.0418 0.0344 0.0226  0.683 |-0.999 -0.745 0.758
0.99 1.109 0.0288 0.0480 0.0349 0.0215  0.163 |-0.999 -0.764 0.779
5.1. tablazat. Az els6 analizis soran az my = 45My, my = 1My, x1 = 1, cosk; = }L
beallitast vettiik, mialatt a cos @—at valtoztatjuk.
mig a tomegparaméterek mas paraméterekkel nem mutatnak erés korrelaciot.
cos H ADp/Dp, Am/m Av/v  Ax; Acosk; Acosf ‘ Conp Coxi Coxa
0 2.128 0.0218 0.0364 0.0620 0.0352  2.042 |-0.988 -0.316 0.405
0.3 2.123 0.0127 0.0220 0.0455 0.0354  1.953 |-0.967 -0.259 0.340
0.45 2.114 0.0162 0.0260 0.0366 0.0343  1.838 | -0.980 -0.262 0.367
0.65 2.095 0.0589 0.0985 0.0662 0.0347  1.609 | -0.999 -0.890 0.904
0.99 2.045 0.0322  0.0526 0.0366 0.0310  0.302 |-0.995 0.658 0.709

5.2. tablazat. Az els6 analizisiinkhoz hasonléan jelen esetben is a cos @ paramétert valtoz-
tattuk. A tovabbi paraméterek értéke a bedallitas sordn: m; = 90Mg, me = 1 Mg, x1 = 1,

COS k1 = }L.

Masodszor azt az esetet vetiik, hogy az m értékét valtoztattuk, a kapott értékeket

az (5.3) tablazat foglalja Gssze.

mi[Mo] | ADp /Dy Am/m  Av/v Axy;  Acoski AcosO| G Gy Cuy
30 0.960 0.0241 0.0402 0.0403 0.0227  0.761 |-0.999 -0.695 0.705
45 1.084 0.0105 0.0174 0.0270 0.0221 0907 |-0.991 -0.131 0.182
20 1.190 0.0156 0.0238 0.0267 0.0292  0.946 |-0.995 -0.126 0.170
5 1.752 0.0197 0.0340 0.0316 0.0307  1.318 |-0.993 -0.500 0.554
85 1.920 0.0126  0.0209 0.0315 0.0322  1.586 |-0.972 -0.267 0.392

5.3. tablazat. Masodik tipusi analizisként az m, tomegparamétert valtoztatjuk. Az allando
paraméterek kezdeti értéke: mo = 1My, x1 = 1, cosk; = %, cosf =0,6.

Harmadik esetben a dimenziomentes spinparaméter hibdkra gyakorolt hatésat vizs-

galtuk - (5.4). A y; novelésével a paraméterek becsiilhetGsége javul, a tomegparamé-

terek hibai két nagysagrenddel csokkenek, mialatt x; értékét szinte a teljes értelmezési

tartoméanyéan valtoztatjuk.

Negyedik tipusként olyan eseteket vizsgaltunk, ahol a v redukalt tomeget valasztot-
tuk allandonak, (5.5) és (5.6) tablazat. A kapott értékeken azt latjuk, hogy a hibak az

34



X1 H ADp/Dp Am/m Av/v  Ax; Acosk; Acosf ‘ Cony Crxt Conr
0.1 0.864 0.6016 1.0010 0.0649 0.3769 0.884 | -0.999997 -0.875 0.875
0.2 0.993 0.1369 0.2280 0.0341 0.1216 0.456 |-0.999974 -0.669 0.671
0.5 0.950 0.0361 0.0594 0.0314 0.0517 0.467 -0.9996  -0.599 0.607
0.6 0.897 0.0084 0.0140 0.0272 0.0386 0.496 -0.9926  -0.217 0.258
0.9 0.951 0.0113 0.0188 0.0289  0.0257 0.474 -0.9959  -0.370 0.403

5.4. tablazat. Harmadik tipusként a Y1 dimenziémentes spinpmaraméter értékét modositjuk.

Tovabbi paraméterek értéke: my = 30My, my = 1My, cosk =

1
4

cosf = V3

Ossztomeg valtoztatdsidval szamottevéen nem valtoznak, egy adott paramétert tekintve

azonos nagysagrendiek.

mi[Mg]  mo[Ms) H ADp/Dp Am/m Av/v  Ax; Acosk; Acost
30 1 0.960 0.0241 0.0402 0.0403 0.0227 0.761
40 4/3 0.901 0.0227 0.0381 0.0405 0.0249 0.724
42.5 17/12 0.905 0.0186 0.0311 0.0362 0.0265 0.750
59 11/6 0.939 0.0233 0.0388 0.0432 0.0333 0.759
60 2 0.969 0.0167 0.0280 0.0423 0.0355 0.786

5.5. tablazat. A negyedik tipusban az m; és ms tomegeket valtoztatjuk tugy, hogy a to-

megaranyt a UV = L érteken tartjuk.

30
cosf =0,6, y =1.

A tovabbi paraméterek értékei:

mi[Mg]  ma[M)] H Crmy Cmx Cvxa
30 1 -0.999 -0.695 0.705
40 4/3 -0.998 -0.639 0.654
42.5 17/12 ]| -0.996 -0.495 0.523
55 11/6 -0.995 -0.539 0.575
60 2 -0.988 -0.428 0.488

COSK =

5.6. tablazat. A negyedik tipust analizishez tartozé korrelaciok értékei.

Az analizist a hy polarizaciora végezve hasonlo eredményeket kapunk.
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6. fejezet

Osszefoglalas, tovabbi tervek

A dolgozatban megismertiik a Fisher-méatrix analizis eljarasanak alapjait, hogy hogyan
allitjuk el a I'y, Fisher-informéacios matrixot, mely inverzének, a X, kovariancia-
méatrixnak diagonalis elemei megadjak az egyes paraméterek relativ négyzetes kozépér-
tékeit, az off-diagonalis elemei pedig az egyes paraméterek kdzotti korrelaciok mértékét.

Bemutattunk néhany példat egyszertd hullimformak analizisére. A példakbol azt a
kovetkeztetést vonhattuk le, hogy vannak a rendszernek a gravitacios jelalak alapjan jol
meghatarozhaté mennyiségei, mint példaul a chirp témeg és egy bizonyos 0ssztémeg-
hatarig a redukalt tomeg. Viszont lattuk azt is, hogy a vezetd rendi spin-palya kol-
csOnhatasi tag megjelenésével a hibak drasztikusan romlanak, a korrelaciok pedig erd-
sodnek, kozel egyhez tartanak.

Célunk a spin-dominalt hullamforma Fisher-méatrix analizise volt. Ez a hullamforma
kiilonb6z6 tomegt fekete lyukak, vagy neutron csillag - fekete lyuk kettss rendszerébdl
szarmazd6 gravitaciés hullamot ir le. A spin dominalt hullamformanak kilenc paramétere
van, ebbdl a jelenlegi dolgozatban hat paraméternek (a Dy luminozitas tavolsag, az
m Ossztomeg, a v tOmegardny, az Si-hez tartozo y; dimenziémentes spinparaméter,
cos k1 a palya-impulzusmomentum és az S; spin altal bezart szog koszinusza és cosf a
latoirany szogének koszinusza) végeztiik el a Fisher-matrix analizisét. Elemzésiink azt
mutatta, hogy az m és v témegparaméterek jol becsiilhetéek, hib4juk ltalanosan 1072
nagysagrendbe esik. Hasonléan jo becslést kaphatunk a y; és cosk; paraméterekre
is, a cos @ mennyiség hibaira 107! nagysagrendi értékeket kapunk. A Dj luminozités
tavolsag az eredmények szerint tipikusan rosszul mérhetd mennyiség, hibaja rikan esik 1
ala. A korrelaciokat tekintve a két tomegparaméter kozott erds korrelaciot tapasztalunk
(lemw| — 1). Az egyes tomegparaméterek més paraméterekkel nem mutatnak erds
korrelaciot, viszont értékiik nagy skalan valtozik (ahhoz képest, hogy ¢ € [—1,1]), igy
még tovabbi vizsgalatuk sziikséges.

A hullamformét jellemz6 tovabbi 3 paraméter, a t., ¢,., 1. integralasi konstansok
vizsgalatdnak bevonésa az analizis soran elvégzendd integralasban instabilitdsokat okoz.

Jelenleg ennek okt vizsgaljuk.
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Az analizist egyetlen detektorra végeztiik el, terveinkben szerepel kiterjesztése a
jelenleg miikdds két LIGO detektor esetére.
A munkéabol a teljes paramétertérre valo kiterjesztés utan publikacié késziil, a spin-

dominalt hullimforma magasabb rend( jaruldkainak fegyelembevétevel.
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7. fejezet
Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni Dr.  Gergely Arpad Laszlonak a bizalmat és a lehetdséget,
hogy elkezdhettem a gravitacids csoportban tevékenykedni. Koszoném Dr. Mikdczi
Baldzsnak munkam soran az utmutatast és a tiirelmet, hogy mikor kerestem mindig
szakitott id6t a kérdéseimre. Koszonoém Tapai Martonnak a sok hasznos technikai
tanacsot és segitséget. s szeretném megkdszonni a csaladomnak a tamogatast és
biztatast.
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8. fejezet

Fuggelék

8.1. Kutatasi feladatok bemutatasa

A kovetkezdkben bemutatom a témavezetGimtél kapott kutatasi feladatomat és az al-
talam elvégzett munkat.

A dolgozat célja a vezetd rendd spin-dominélt hulldmforma (SDW) Fisher analizise
volt. Igy els6ként el kellett sajatitanom ennek a statisztikai eljarasnak az elméleti
hatterét és metodusat, aminek segitségével lehetGségiink van magabol a hullamforma-
b6l megbecsiilni az egyes paraméterek relativ hibait és az azok kozotti korrelacidkat.
Ehhez a [7] irodalom méar k6z6lt eredményeit tanulmanyoztam és reprodukéaltam.

Ezt kovetGen elGkészitettiik az implicit alakban ismert hullaimforméat az analizishez.
Az id6fliggs explicit hullamforma felirdsahoz sziikség volt a kompakt kettds rendszer di-
namikajanak kérpdlya kézelitésére. ElGszor az [8] és [9] irodalmakban megjelent excent-
rikus esetben vett dinamikat Gjraszamoltam, ezzel megismerve a szarmaztatasi mod-
szert (ennek soran kijavitottam egy elirast). A hasznalt bazisban az excentrikus eset-
nek rosszul definidlt a korpélya hataresete, igy Tapai Martonnal kézosen 0 bazisban
szarmaztattuk az SDW dinamikat korpalya kozelitésben. A hullimforma-paraméterek
fejlédeési egyenleteinek meghatarozasahoz posztnewtoni sorfejtést hasznaltunk.

A Fisher analizishez sziikséges, hogy megadjuk a jelalak Fourier transzformaltjat,
hogy az frekvenciafiiggd legyen. A Fourier transzformacié elGallitasat stacionarius fazis
kozelités segitségével végeztem [13] alapjan.

Ezutdn meghataroztam a detektor, a hullaim polarizacidjanak és a forrasnak a re-
lativ helyzetét megado antennafiiggvényeket [15] és [16] alapjan, az altalunk hasznalt
rendszerhez igazodva.

Veégiil egy ,,Mathematica” program megirasaval elvégeztem az SDW két polarizacios
allapotéara (hy és hy) a Fisher analizist kiillonb6z6 tomegl kettGsokre és szogbeallita-
sokra. Az eredményeket elemezve arra jutottam, hogy az SDW a spin paraméterek

nagyobb pontossiagi meghatarozasara alkalmas.
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8.2. Dinamika - kiegészités

A vezet6 rendd hullimforma ugyan csak az SO jarulakokat tartalmazza, viszont a

kés6bbi munkank soran magasabb PN rendeket is fegyelembe véve, sziikség lesz a QM

jarulékokra is, igy el6zetesen ezeket is meghatéaroztuk:

Q@M
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2
. QM

K1

“QM
1

3G3m3n
2ctrt

3G3m3n
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N
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Az palyaperiodusra atlagolt egyeneletek:

amelybe bevezetve az ¢ kis paramétert:
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Bevezetve a £ kis paramétert és akoriil a kifejezéseket sorba fejtve:
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