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Tartalmi összefoglaló

A projektmunka keretein belül a Lagrange-formalizmust tanulmányoztam a gravitáció és

a tachion skalármez®k eseteiben.

A bevezet®ben a Lagrange-formalizmust mutatom be tenzormez® példáján keresztül,

majd az Einstein-Hilbert hatás alapján levezetem a vákuumbeli Einstein-egyenletet, végül

a tachion skalármez® mez®egyenletét írom fel.

A dolgozat elkészítéséhez alapirodalomként Wald [1] könyvét használtam. A dolgozat-

ban a −+ ++ szignatúrát alkalmazom.
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1. fejezet

Bevezetés

A Világegyetemben zajló folyamatok megértésében kulcsfontosságú szerepet tölt be Al-

bert Einstein 1916-ban közzétett általános relativitáselmélete. Az elmélet szerint a térid®

görbült és ez magyarázza a gravitációs er®nek tulajdonított hatásokat.

A görbületet a párhuzamos eltolás segítségével értelmezhetjük. Derivált operátor meg-

adásával lehet®ségünk van egy vektor párhuzamos eltolásának de�niálására. Az általános

relativitáselmélet a pszeudo-Riemann sokaságokon egyértelm¶ torziómentes és metrikával

kompatibilis kovariáns deriválást (∇agbc = 0: metrika kovariáns deriváltja zérus) használ.

Az általános relativitáselméletben központi szerepet tölt be a Riemann tenzor. Ha egy

va vektort kis zárt hurok mentén párhuzamosan eltolunk, akkor visszaérve a kezd®pontba

a vektor különbözni fog az eredeti vektortól. A különbséget a Riemann tenzor segítségével

számolhatjuk ki:

δva = ∆t ∆s vdT cSbRcbd
a . (1.1)

A speciális relativitáselmélet geometriáját a Minkowski-féle térid® adja, melyben a Ri-

emann tenzor értéke nulla.

p
(∆t, 0)

(∆t,∆s)(∆t,∆s)

S

A Riemann tenzor antiszimmetrikus tulajdonságokkal rendelkezik: Rabc
d = −Rbac

d

és Rabcd = −Rabdc. E két tulajdonságot �gyelembe véve, ha vesszük a Riemann tenzor

nyomát, akkor az els® kett® vagy utolsó kett® indexére vonatkoztatva az elt¶nik. Azonban

a második és negyedik (vagy az els® és harmadik) index esetén a nyom nem t¶nik el, a két
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Bevezetés

nyom megegyezik: Rab = gcdRacbd, ahol Rab a Ricci tenzort jelöli. A Riemann tenzorra

igaz a következ® szimmetrikus tulajdonság is: Rabcd = Rcdab, mely alapján a Ricci tenzor

szimmetrikus: Rac = Rca. Ha vesszük a Ricci tenzor nyomát, akkor a Ricci skalárt kapjuk

meg: R = gabRab. A Riemann tenzor további fontos tulajdonsága, hogy teljesíti a Bianchi

azonosságot: ∇[aR bc]d
e = 0. Ennek igazolása a függelékben található.

A Bianchi azonosságot kontrahálva δae -vel, amit Kronecker deltának nevezünk, a kö-

vetkez® összefüggést kapjuk:

∇aRbcd
e +∇bRcad

e +∇cRabd
e = ∇aRbcd

a +∇bRcad
a −∇cRbad

a

= ∇aRbcd
a +∇bRcd −∇cRbd = 0 . (1.2)

A kapott kifejezést gbd-vel kontrahálva:

gbd (∇aRbcd
a +∇bRcd −∇cRbd)

= ∇aRc
a +∇bRc

b −∇cR = 2∇aRb
a −∇bR = 2∇a

(
Rb

a − 1

2
δabR

)
= 0 ,

∇a

(
Rb

a − 1

2
δabR

)
= ∇a

(
gacRcb −

1

2
gacgcbR

)
= gac∇a

(
Rcb −

1

2
gcbR

)
= ∇a

(
Rab −

1

2
gabR

)
= 0 . (1.3)

A zárójelben lév® kifejezés az Einstein tenzor:

Gab ≡ Rab −
1

2
R gab . (1.4)

Ha a térid®ben található valamilyen anyag, akkor az Einstein-egyenlet szerint Gab az

anyagot jellemz® energia-impulzussal arányos. Vákuumban az Einstein-egyenlet:

Rab −
1

2
R gab = 0 . (1.5)
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2. fejezet

Lagrange-formalizmus

Legyen M egy pszeudo-Riemann sokaság, Ψ ∈ T kl (M ) egy (k, l) típusú sima tenzormez®.

Legyen S [Ψ ] a Ψ -nek egy funkcionálja, S : Ψ → R leképezés. Jelölje Ψλ a mez®kon�-

gurációk egy sima egyparaméteres családját, amely λ = 0-ra megfelel® határfeltételeket

teljesít.

Jelöljük
dΨλ

dλ

∣∣∣∣
λ=0

-t δΨ -vel, ami egyenérték¶ azzal, hogy Ψλ = Ψ0 + λ δΨ + O (λ2).

Feltesszük, hogy
dS

dλ

∣∣∣∣
λ=0

létezik minden olyan Ψλ egyparaméteres családra, amelyre Ψ0

megfelel® határfeltételeket teljesít.

Feltesszük továbbá, hogy létezik egy (l, k) típusú χ sima tenzormez®, amelyre

dS

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
M

χ · δΨ , (2.1)

ahol χ · δΨ ≡ χa1...alb1...bk · δΨ
b1...bk

a1...al , a χ és δΨ tenzormez®k minden indexeikben

kontraháltak, így egy skalár. Ha létezik ilyen χ tenzormez®, akkor azt mondjuk, hogy S

funkcionálisan di�erenciálható Ψ0-ban, a χ tenzormez® pedig az S funkcionális deriváltja:

χ =
δS

δΨ

∣∣∣∣
Ψ0

. (2.2)

Feltesszük, hogy S az alábbi alakú:

S [Ψ ] =

∫
M

L [Ψ ] , (2.3)

ahol L a Ψ -nek, illetve Ψ véges számú deriváltjának lokális függvénye:

L |x = L
(
Ψ(x),∇Ψ(x), . . . ,∇kΨ(x)

)
. (2.4)

Feltesszük, hogy S funkcionálisan di�erenciálható és a Ψ mez® kon�guráció amely

S-et extremalizálja:
δS

δΨ

∣∣∣∣
Ψ

= 0, (2.5)

megegyezik a mez®egyenlet megoldásával. Ekkor S-et hatásnak, L -et pedig Lagrange

s¶r¶ségnek nevezzük. Az L megadása jelenti a mez®elmélet rögzítését.
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3. fejezet

Einstein-Hilbert hatás

A vákuumbeli Einstein-egyenletek leszármaztathatók az

S
[
gab
]

=

∫
d4x LG (3.1)

Hilbert-hatásból, ahol LG =
√
−gR a Lagrange s¶r¶ség, g a metrika determinánsa, R a

Ricci skalár.

Vezessük be a következ® jelöléseket: gab = gabλ=0, δgab =
dgabλ
dλ

∣∣∣∣
λ=0

. Mivel

gacgcb = δab , (3.2)

ezért (δgac) gcb + gacδgcb = 0, mely egyenletet gda-val kontrahálva kapjuk:

gdagcbδg
ac + gdag

ac δgcb = 0 ⇒ δcdδgcb = −gdagcbδgac ⇒ δgab = −gacgbdδgcd .

Egy egyparaméteres családra vonatkoztatva az alábbi összefüggést írhatjuk fel:

dLG

dλ

∣∣∣∣
λ=0

=
√
−g (δRab) g

ab +
√
−gRabδg

ab +Rδ
(√
−g
)
. (3.3)

Mellékszámolások:

A Ricci tenzor a Christo�el-szimbólumokból az alábbi módon számolható:

Rab = ∂cΓ
c
ab − ∂aΓccb + ΓdabΓ

c
dc − ΓdcbΓ

c
da , (3.4)

a Christo�el-szimbólumok pedig a metrikából a következ®képpen:

Γcab =
1

2
gcd (∂agdb + ∂bgad − ∂dgab) . (3.5)

Mivel gabλ = gab + λδgab + O (λ2), ezért Γcab → Γcab + λδΓcab + O (λ2), továbbá Rab →
Rab + λδRab +O (λ2).
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Einstein-Hilbert hatás

A Christo�el-szimbólumok variációja:

δΓcab =
1

2
gcd (∂aδgdb + ∂bδgad − ∂dδgab) + δgcd gdi Γiab︸ ︷︷ ︸

−Γk
ab gcd δgdk

. (3.6)

Tekintsük a δgab kovariáns deriváltját:

∇aδgdb = ∂aδgdb − Γkadδgkb − Γkabδgdk

∇bδgad = ∂bδgad − Γkabδgkd − Γkbdδgak

−∇dδgab = −∂dδgab + Γkdaδgkb + Γkdbδgak ,

az egyenleteket összeadva kapjuk:

∇aδgdb +∇bδgad −∇dδgab = ∂aδgdb + ∂bδgad − ∂dδgab − 2Γkabδgdk . (3.7)

Végül a Christo�el-szimbólumok variációja az alábbi alakba írható:

δΓcab =
1

2
gcd (∇aδgdb +∇bδgad −∇dδgab) . (3.8)

Fontos megemlíteni, hogy δΓcab tenzor mennyiség.

A Ricci tenzor variációja:

δRab = ∂cδΓ
c
ab − ∂aδΓccb +

(
δΓdab

)
Γcdc + ΓdabδΓ

c
dc −

(
δΓdcb

)
Γcda − ΓdcbδΓ

c
da . (3.9)

Vegyük az alábbi kovariáns deriváltakat:

∇cδΓ
c
ab = ∂cδΓ

c
ab + ΓccdδΓ

d
ab − ΓdcaδΓ

c
db − ΓdcbδΓ

c
ad

−∇aδΓ
c
cb = −∂aδΓccb − ΓcadδΓ

d
cb + ΓdacδΓ

c
db + ΓdabδΓ

c
cd ,

amelyeket összeadva kapjuk:

∇cδΓ
c
ab −∇aδΓ

c
cb = ∂cδΓ

c
ab − ∂aδΓccb + ΓccdδΓ

d
ab + ΓdabδΓ

c
cd − ΓdcbδΓ

c
ad − ΓcadδΓ

d
cb .

Ez az eredmény, összehasonlítva a (3.9) összefüggéssel és kihasználva a Christo�el-

szimbólum alsó indexpárban való szimmetrikus tulajdonságát, láthatóan megegyezik a

Ricci tenzor variációjával:

δRab = ∇cδΓ
c
ab −∇aδΓ

c
cb . (3.10)

Ezt felhasználva gabδRab-re a következ®t kapjuk:

gabδRab = gab∇c
1

2
gcd (∇aδgdb +∇bδgad −∇dδgab)−gab∇a

1

2
gcd (∇cδgdb +∇bδgcd −∇dδgcb)

=
1

2

(
∇d∇bδgdb +∇d∇aδgad −∇d∇dg

abδgab −∇b∇dδgdb −∇b∇bg
cdδgcd +∇b∇cδgcb

)
= ∇d∇bδgdb −∇d∇dg

cdδgcd = ∇d
(
∇bδgdb −∇dg

cdδgcd
)
.
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Einstein-Hilbert hatás

Eredményül az alábbit kapjuk:

gabδRab = ∇aVa , (3.11)

ahol Va = ∇bδgab − gcd∇aδgcd.

Szükség van még δ (
√
−g) variációjára is:

δ
(√
−g
)

= −1

2

√
−g gab δgab . (3.12)

Ennek levezetése terjedelme miatt a következ® alfejezetben kapott helyet.

Az eredményeket felhasználva

dSG
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
d4x

dLG

dλ
=

∫
d4x

[√
−gRabδg

ab +
√
−g (δRab) g

ab +Rδ
(√
−g
)]

=

∫
d4x

[√
−gRabδg

ab +
√
−g ∇aVa −

1

2
R
√
−g gab δgab

]
=

∫
d4x
√
−g

(
Rab −

1

2
R gab

)
δgab +

∫
d4x
√
−g ∇aVa .

A második tagot átalakíthatjuk a Stokes-tétel segítségével:∫
d4x
√
−g ∇aVa =

∫
F
naVa

√
|h| d3y , (3.13)

ahol F id®- vagy térszer¶ zárt határfelület, {yi}-k (i = 1, 2, 3) koordináták a határfelületen

és na a felület normálisa (befelé mutató, ha F id®szer¶ és kifelé mutató, ha F térszer¶).

Az F felületen indukált metrika az {yi} koordinátákban hab, ennek determinánsát pedig

h jelöli. Koordináta független módon hab az alábbi módon fejezhet® ki a gab metrika és

az F felület normálisának segítségével1:

ε = nana =

{
−1, ha na id®szer¶

+1, ha na térszer¶

és gab = εnanb + hab.

A hatás extrémuma:

dSG
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
d4x
√
−g

(
Rab −

1

2
R gab

)
δgab +

∫
F
naVa

√
h d3y .

A második tagban naVa-t a következ®képpen számolhatjuk ki:

naVa = na
(
∇bδgab − gcd∇aδgcd

)
= nagcd (∇cδgad −∇aδgcd)

= nahcd (∇cδgad −∇aδgcd) = −nahcd∇aδgcd ,

mivel hcd∇cδgad = 0, ha δgad = 0 a határon, amit pedig megkövetelünk. Viszont na∇aδgcd

nem feltétlen nulla a felületen, mert a felület normálisának irányában deriválunk. Ha na

1F térszer¶, ha az indukált metrika szignatúrája +++, és id®szer¶, ha −++
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Einstein-Hilbert hatás

a felület normálisa és hab a felületen indukált metrika, akkor a küls® görbületi tenzor:

Kab = ha
chb

d∇cnd, aminek a nyoma: K = hab∇an
b. A határon, ahol δgab = 0, a küls®

görbület variációja:

δK = hab δΓ
b
ac n

c = hac δΓ
c
ab n

b =
1

2
hac n

b gcd (∇aδgdb +∇bδgad −∇dδgab)

=
1

2
had nb ∇b δgad .

Ezt felhasználva az alábbi összefüggéshez jutunk:

dSG
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
d4x
√
−g

(
Rab −

1

2
R gab

)
δgab − 2

∫
F
δK
√
h d3y . (3.14)

Megkövetelve a határon δgab = 0 mellett a δK = 0 feltételt, akkor δgab F -en belüli

tetsz®legessége következtében a hatás extrémumából kapjuk, hogy

Rab −
1

2
R gab = 0 . (3.15)

Ez a vákuumbeli Einstein-egyenlet.

3.1. A metrika determinánsának metrika szerinti vari-

ációja

A Levi-Civita szimbólumot az alábbi kifejezés segítségével tudjuk megadni:

εabcd = δa0δ
b
1δ
c
2δ
d
3 − δd0δa1δb2δc3 + δc0δ

d
1δ
a
2δ

b
3 − δb0δc1δd2δa3 + δa0δ

d
1δ
b
2δ
c
3 − δd0δc1δa2δb3

+δc0δ
b
1δ
d
2δ
a
3 − δb0δa1δc2δd3 + δa0δ

c
1δ
d
2δ
b
3 − δd0δb1δa2δc3 + δc0δ

a
1δ

b
2δ
d
3 − δb0δd1δa2δc3

−δa0δb1δd2δc3 + δd0δ
a
1δ

c
2δ
b
3 − δc0δd1δb2δa3 + δb0δ

c
1δ
a
2δ

d
3 − δa0δd1δc2δb3 + δd0δ

c
1δ
b
2δ
a
3

−δc0δb1δa2δd3 + δb0δ
a
1δ

d
2δ
c
3 − δa0δc1δb2δd3 + δd0δ

b
1δ
c
2δ
a
3 − δc0δa1δd2δb3 + δb0δ

d
1δ
c
2δ
a
3 .

A metrika determinánsát a következ®képpen számolhatjuk ki:

g = det (gik) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= g00

∣∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣− g01

∣∣∣∣∣∣∣
g10 g12 g13

g20 g22 g23

g30 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣+ g02

∣∣∣∣∣∣∣
g10 g11 g13

g20 g21 g23

g30 g31 g33

∣∣∣∣∣∣∣− g03

∣∣∣∣∣∣∣
g10 g11 g12

g20 g21 g22

g30 g31 g32

∣∣∣∣∣∣∣
= g00g11g22g33 − g00g11g23g32 − g00g12g21g33 + g00g12g23g31 + g00g13g21g32 − g00g13g22g31
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Einstein-Hilbert hatás

−g01g10g22g33 + g01g10g23g32 + g01g12g20g33 − g01g12g23g30 − g01g13g20g32 + g01g13g22g30

+g02g10g21g33 − g02g10g23g31 − g02g11g20g33 + g02g11g23g30 + g02g13g20g31 − g02g13g21g30

−g03g10g21g32 + g03g10g22g31 + g03g11g20g32 − g03g11g22g30 − g03g12g20g31 + g03g12g21g30

= ε0123ε0123g00g11g22g33 + ε0123ε0132g00g11g23g32 + ε0123ε0213g00g12g21g33

+ε0123ε0231g00g12g23g31 + ε0123ε0312g00g13g21g32 + ε0123ε0321g00g13g22g31

+ε0123ε1023g01g10g22g33 + ε0123ε1032g01g10g23g32 + ε0123ε1203g01g12g20g33

+ε0123ε1230g01g12g23g30 + ε0123ε1302g01g13g20g32 + ε0123ε1320g01g13g22g30

+ε0123ε2013g02g10g21g33 + ε0123ε2031g02g10g23g31 + ε0123ε2103g02g11g20g33

+ε0123ε2130g02g11g23g30 + ε0123ε2301g02g13g20g31 + ε0123ε2310g02g13g21g30

+ε0123ε3012g03g10g21g32 + ε0123ε3021g03g10g22g31 + ε0123ε3102g03g11g20g32

+ε0123ε3120g03g11g22g30 + ε0123ε3201g03g12g20g31 + ε0123ε3210g03g12g21g30

= ε0123εa2b2c2d2g0a2g1b2g2c2g3d2 .

Mivel εa1b1c1d1εa2b2c2d2ga1a2gb1b2gc1c2gd1d2 az el®z®leg kiszámolt determinánsban szerepl® té-

nyez®ket tartalmazza (minden tag 4!-szor szerepel benne, csak más sorrendben), ezért

g =
1

4!
εa1b1c1d1εa2b2c2d2ga1a2gb1b2gc1c2gd1d2 . (3.16)

√
−g metrikus tenzor szerinti variációja:

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg = − 1

2
√
−g

∂g

∂gab
δgab = − 1

2
√
−g

Mabδgab ,

amib®l Mab-t ki tudjuk fejezni a metrika determinánsának segítségével:

Mab =
∂g

∂gab
=

1

4!
εa1b1c1d1εa2b2c2d2

×
[
∂ga1a2
∂gab

gb1b2gc1c2gd1d2 + ga1a2
∂gb1b2
∂gab

gc1c2gd1d2 + ga1a2gb1b2
∂gc1c2
∂gab

gd1d2 + ga1a2gb1b2gc1c2
∂gd1d2
∂gab

]
=

1

4!
εa1b1c1d1εa2b2c2d2

×
[
δaa1δ

b
a2
gb1b2gc1c2gd1d2 + ga1a2δ

a
b1
δbb2gc1c2gd1d2 + ga1a2gb1b2δ

a
c1
δbc2gd1d2 + ga1a2gb1b2gc1c2δ

a
d1
δbd2
]

=
1

4!
εa1b1c1d1εa2b2c2d24δaa1δ

b
a2
gb1b2gc1c2gd1d2 =

1

3!
εab1c1d1εbb2c2d2gb1b2gc1c2gd1d2

=
1

3!

[
δa0δ

b1
1 δ

c1
2 δ

d1
3 − δd10 δ

a
1δ

b1
2 δ

c1
3 + δc10 δ

d1
1 δ

a
2δ

b1
3 − δb10 δ

c1
1 δ

d1
2 δ

a
3 + δa0δ

d1
1 δ

b1
2 δ

c1
3 − δd10 δ

c1
1 δ

a
2δ

b1
3

+δc10 δ
b1
1 δ

d1
2 δ

a
3 − δ

b1
0 δ

a
1δ

c1
2 δ

d1
3 + δa0δ

c1
1 δ

d1
2 δ

b1
3 − δd10 δ

b1
1 δ

a
2δ

c1
3 + δc10 δ

a
1δ

b1
2 δ

d1
3 − δb10 δ

d1
1 δ

a
2δ

c1
3

−δa0δ
b1
1 δ

d1
2 δ

c1
3 + δd10 δ

a
1δ

c1
2 δ

b1
3 − δc10 δ

d1
1 δ

b1
2 δ

a
3 + δb10 δ

c1
1 δ

a
2δ

d1
3 − δa0δ

d1
1 δ

c1
2 δ

b1
3 + δd10 δ

c1
1 δ

b1
2 δ

a
3

−δc10 δ
b1
1 δ

a
2δ

d1
3 + δb10 δ

a
1δ

d1
2 δ

c1
3 − δa0δ

c1
1 δ

b1
2 δ

d1
3 + δd10 δ

b1
1 δ

c1
2 δ

a
3 − δ

c1
0 δ

a
1δ

d1
2 δ

b1
3 + δb10 δ

d1
1 δ

c1
2 δ

a
3

]
10
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×
[
δb0δ

b2
1 δ

c2
2 δ

d2
3 − δd20 δ

b
1δ
b2
2 δ

c2
3 + δc20 δ

d2
1 δ

b
2δ
b2
3 − δb20 δ

c2
1 δ

d2
2 δ

b
3 + δb0δ

d2
1 δ

b2
2 δ

c2
3 − δd20 δ

c2
1 δ

b
2δ
b2
3

+δc20 δ
b2
1 δ

d2
2 δ

b
3 − δ

b2
0 δ

b
1δ
c2
2 δ

d2
3 + δb0δ

c2
1 δ

d2
2 δ

b2
3 − δd20 δ

b2
1 δ

b
2δ
c2
3 + δc20 δ

b
1δ
b2
2 δ

d2
3 − δb20 δ

d2
1 δ

b
2δ
c2
3

−δb0δ
b2
1 δ

d2
2 δ

c2
3 + δd20 δ

b
1δ
c2
2 δ

b2
3 − δc20 δ

d2
1 δ

b2
2 δ

b
3 + δb20 δ

c2
1 δ

b
2δ
d2
3 − δb0δ

d2
1 δ

c2
2 δ

b2
3 + δd20 δ

c2
1 δ

b2
2 δ

b
3

−δc20 δ
b2
1 δ

b
2δ
d2
3 + δb20 δ

b
1δ
d2
2 δ

c2
3 − δb0δ

c2
1 δ

b2
2 δ

d2
3 + δd20 δ

b2
1 δ

c2
2 δ

b
3 − δ

c2
0 δ

b
1δ
d2
2 δ

b2
3 + δb20 δ

d2
1 δ

c2
2 δ

b
3

]
×gb1b2gc1c2gd1d2

=
1

3!

[
δa0δ

b
0 6 (g11g22g33 + g12g23g31 + g13g21g32 − g11g23g32 − g13g22g31 − g12g21g33)

−δa0δb1 6 (g12g23g30 + g10g22g33 − g12g20g33 − g13g22g30 − g10g23g32 + g13g20g32)

+δa0δ
b
2 6 (g13g20g31 − g13g21g30 + g11g23g30 − g10g23g31 + g10g21g33 − g11g20g33)

−δa0δb3 6 (g10g21g32 − g11g20g32 + g12g20g31 − g12g21g30 + g11g22g30 − g10g22g31)

−δa1δb0 6 (g01g22g33 + g02g23g31 + g03g21g32 − g01g23g32 − g03g22g31 − g02g21g33)

+δa1δ
b
1 6 (g02g23g30 + g00g22g33 − g02g20g33 − g03g22g30 − g00g23g32 + g03g20g32)

−δa1δb2 6 (g03g20g31 − g03g21g30 + g01g23g30 − g00g23g31 + g00g21g33 − g01g20g33)

+δa1δ
b
3 6 (g00g21g32 − g01g20g32 + g02g20g31 − g02g21g30 + g01g22g30 − g00g22g31)

+δa2δ
b
0 6 (g01g12g33 + g02g13g31 + g03g11g32 − g01g13g32 − g03g12g31 − g02g11g33)

−δa2δb1 6 (g02g13g30 + g00g12g33 − g02g10g33 − g03g12g30 − g00g13g32 + g03g10g32)

+δa2δ
b
2 6 (g03g10g31 − g03g11g30 + g01g13g30 − g00g13g31 + g00g11g33 − g01g10g33)

−δa2δb3 6 (g00g11g32 − g01g10g32 + g02g10g31 − g02g11g30 + g01g12g30 − g00g12g31)

−δa3δb0 6 (g01g12g23 + g02g13g21 + g03g11g22 − g01g13g22 − g03g12g21 − g02g11g23)

+δa3δ
b
1 6 (g02g13g20 + g00g12g23 − g02g10g23 − g03g12g20 − g00g13g22 + g03g10g22)

−δa3δb2 6 (g03g10g21 − g03g11g20 + g01g13g20 − g00g13g21 + g00g11g23 − g01g10g23)

+ δa3δ
b
3 6 (g00g11g22 − g01g10g22 + g02g10g21 − g02g11g20 + g01g12g20 − g00g12g21)

]

= δa0δ
b
0

∣∣∣∣∣∣∣
g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa0δb1
∣∣∣∣∣∣∣
g10 g12 g13

g20 g22 g23

g30 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣+ δa0δ
b
2

∣∣∣∣∣∣∣
g10 g11 g13

g20 g21 g23

g30 g31 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa0δb3
∣∣∣∣∣∣∣
g10 g11 g12

g20 g21 g22

g30 g31 g32

∣∣∣∣∣∣∣
−δa1δb0

∣∣∣∣∣∣∣
g01 g02 g03

g21 g22 g23

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣+ δa1δ
b
1

∣∣∣∣∣∣∣
g00 g02 g03

g20 g22 g23

g30 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa1δb2
∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g03

g20 g21 g23

g30 g31 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa1δb3
∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02

g20 g21 g22

g30 g31 g32

∣∣∣∣∣∣∣
+δa2δ

b
0

∣∣∣∣∣∣∣
g01 g02 g03

g11 g12 g13

g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa2δb1
∣∣∣∣∣∣∣
g00 g02 g03

g10 g12 g13

g30 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣+ δa2δ
b
2

∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g03

g10 g11 g13

g30 g31 g33

∣∣∣∣∣∣∣− δa2δb3
∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02

g10 g11 g12

g30 g31 g32

∣∣∣∣∣∣∣
11
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−δa3δb0

∣∣∣∣∣∣∣
g01 g02 g03

g11 g12 g13

g21 g22 g23

∣∣∣∣∣∣∣+ δa3δ
b
1

∣∣∣∣∣∣∣
g00 g02 g03

g10 g12 g13

g20 g22 g23

∣∣∣∣∣∣∣− δa3δb2
∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g03

g10 g11 g13

g20 g21 g23

∣∣∣∣∣∣∣+ δa3δ
b
3

∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02

g10 g11 g12

g20 g21 g22

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δa0δ

b
0 δa0δ

b
1 δa0δ

b
2 δa0δ

b
3

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δa1δ

b
0 δa1δ

b
1 δa1δ

b
2 δa1δ

b
3

g00 g01 g02 g03

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δa2δ

b
0 δa2δ

b
1 δa2δ

b
2 δa2δ

b
3

g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δa3δ

b
0 δa3δ

b
1 δa3δ

b
2 δa3δ

b
3

g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δa0δ

b
0 δa0δ

b
1 δa0δ

b
2 δa0δ

b
3

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

δa1δ
b
0 δa1δ

b
1 δa1δ

b
2 δa1δ

b
3

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

δa2δ
b
0 δa2δ

b
1 δa2δ

b
2 δa2δ

b
3

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

δa3δ
b
0 δa3δ

b
1 δa3δ

b
2 δa3δ

b
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

4
gab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
gabδ

a
0δ

b
0 gabδ

a
0δ

b
1 gabδ

a
0δ

b
2 gabδ

a
0δ

b
3

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
1

4
gab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

gabδ
a
1δ

b
0 gabδ

a
1δ

b
1 gabδ

a
1δ

b
2 gabδ

a
1δ

b
3

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+
1

4
gab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

gabδ
a
2δ

b
0 gabδ

a
2δ

b
1 gabδ

a
2δ

b
2 gabδ

a
2δ

b
3

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
1

4
gab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

gabδ
a
3δ

b
0 gabδ

a
3δ

b
1 gabδ

a
3δ

b
2 gabδ

a
3δ

b
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= gab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = gabg .

Ezek alapján

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

Mabδgab =
1

2
√
−g

gab (−g) δgab =
1

2

√
−g gab δgab

=
1

2

√
−g gab

(
−gac gbd δgcd

)
= −1

2

√
−g gab δgab .

12



4. fejezet

Tachion skalármez®

Az 1-dimenziós relativisztikus mozgást végz® részecske Lagrange függvénye a következ®:

Lrel = −
√

1− v2

c2
mc2 c=1,v=q̇

= −m
√

1− q̇2 . (4.1)

Ha a q koordináta helyett bevezetünk egy a térid® pontjaitól függ® mez®t T (xa)-t, a q̇2

helyett −∂aT ∂aT -t és m helyett pedig egy a mez®t®l függ® V (T ) potenciált, az alábbi

Lagrange s¶r¶séghez jutunk [2], [3]:

LT = −
√
−g

√
1 + gab (∇aT ) (∇bT ) V (T ) . (4.2)

Ez a Lagrange s¶r¶ség a tachion mez® Lagrange s¶r¶sége.

A hatásfüggvény:

ST [T ] =

∫
d4x LT =

∫
−
√
−g

√
1 + gab (∇aT ) (∇bT ) V (T ) d4x , (4.3)

amit T λ = T + λδT +O(λ2) szerint variálunk. A hatáselvb®l következ®en az alábbiakat

írhatjuk:
dST
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
−
√
−g δT V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT d4x

−
∫ √

−g V gab∂bT

2
√

1 + gab ∂aT ∂bT
δ∂aT︸ ︷︷ ︸
=∂aδT

d4x−
∫ √

−g V gab∂aT

2
√

1 + gab ∂aT ∂bT
δ∂bT︸︷︷︸
=∂bδT

d4x

az alsó indexben lév® , T jelölés T -re való parciális deriválást jelent; a második és harmadik

tag ugyanaz, ezért összevonható

=

∫
−
√
−g δT V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT d4x−

∫
d4x

[
gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

]
∂b δT

majd az így kapott kifejezés második tagjában parciális integrálást végzünk

=

∫
−
√
−g δT V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT d4x−

∫
d4x ∂b

{
δT

gab∂aT√
1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

}

13



Tachion skalármez®

+

∫
d4x δT ∂b

[
gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

]
.

A második tagot kifejezhetjük egy vektormez® teljes divergenciájával:

∇aX
a =

1√
−g

∂a
(√
−gXa

)
, (4.4)

ahol Xa tetsz®leges, sima vektormez®. A második tag így:∫
d4x ∂b

{
δT

gab∂aT√
1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

}
=

∫
d4x
√
−g ∇b

{
δT

gab∂aT√
1 + gab ∂aT ∂bT

V

}

amit pedig a Stokes-tétel segítségével határfelületi integrállá alakíthatunk

=

∫
F
d3y
√
|h| nb δT gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT
V .

Ez a határ tag zérust ad, mert a határfelületen δT = 0. Végül kapjuk, hogy

dST
dλ

∣∣∣∣
λ=0

=

∫
−
√
−g δT V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT d4x

+

∫
d4x δT ∂b

[
gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

]

=

∫
δT

{
−
√
−g V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT + ∂b

[
gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

]}
d4x = 0 .

δT tetsz®legessége miatt az alábbi mez®egyenlethez jutunk:

√
−g V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT − ∂b

[
gab∂aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

√
−g V

]
= 0 , (4.5)

továbbá gab∂aT = ∂bT = ∇bT , ezért

√
−g V,T

√
1 + gab ∂aT ∂bT − ∂a

[ √
−g V ∇aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

]
= 0 . (4.6)

Kihasználva a (4.4) formulát, ezt az összefüggést az alábbi alakba írhatjuk át:

√
1 + gab ∂aT ∂bT V,T −∇a

[
V ∇aT√

1 + gab ∂aT ∂bT

]
= 0 . (4.7)
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5. fejezet

Függelék

5.1. A Bianchi azonosságok

A Riemann görbületi tenzor alakja az alábbi:

Rabc
d = ∂bΓ

d
ac − ∂aΓdbc + ΓeacΓ

d
eb − ΓebcΓ

d
ea . (5.1)

Antiszimmetria tulajdonsággal rendelkezik az els® két indexre:

Rabc
d = −∂aΓdbc + ∂bΓ

d
ac − ΓebcΓ

d
ea + ΓeacΓ

d
eb =

= −
(
∂aΓ

d
bc − ∂bΓdac + ΓebcΓ

d
ea − ΓeacΓ

d
eb

)
= −Rbac

d .

Az els® három indexre is antiszimmetrikus tulajdonság vezethet® le:

Rabc
d +Rbca

d +Rcab
d =

(
∂bΓ

d
ac − ∂aΓdbc + ΓeacΓ

d
eb − ΓebcΓ

d
ea

)
+

+
(
∂cΓ

d
ba − ∂bΓdca + ΓebaΓ

d
ec − ΓecaΓ

d
eb

)
+
(
∂aΓ

d
cb − ∂cΓdab + ΓecbΓ

d
ea − ΓeabΓ

d
ec

)
=

= ∂a
(
Γdcb − Γdbc

)
+ ∂b

(
Γdac − Γdca

)
+ ∂c

(
Γdba − Γdab

)
+

+Γdea (Γecb − Γebc) + Γdeb (Γeac − Γeca) + Γdec (Γeba − Γeab) = 0 ,

valamint:

Rabc
d +Rbca

d +Rcab
d = −Rbac

d −Rcba
d −Racb

d = 0 ,

ami alapján:

3!
(
Rabc

d +Rbca
d +Rcab

d −Rbac
d −Rcba

d −Racb
d
)

=

R[abc]
d = 0 , (5.2)

ezt az összefüggést els® Bianchi azonosságnak hívjuk.

A második Bianchi azonosság:

∇aRbcd
e +∇bRcad

e +∇cRabd
e = 0 . (5.3)

15



Függelék

Bizonyítása:

∇aRbcd
e +∇bRcad

e +∇cRabd
e

= ∂aRbcd
e + ΓeafRbcd

f − Γf abRfcd
e − Γf acRbfd

e − Γf adRbcf
e

+∂bRcad
e + ΓebfRcad

f − Γf bcRfad
e − Γf baRcfd

e − Γf bdRcaf
e

+∂cRabd
e + ΓecfRabd

f − Γf caRfbd
e − Γf cbRafd

e − Γf cdRabf
e

= ∂aRbcd
e + ΓeafRbcd

f − Γf adRbcf
e

+∂bRcad
e + ΓebfRcad

f − Γf bdRcaf
e

+∂cRabd
e + ΓecfRabd

f − Γf cdRabf
e

= ∂a
(
∂cΓ

e
bd − ∂bΓecd + ΓhbdΓ

e
hc − ΓhcdΓ

e
hb

)
+Γeaf

(
∂cΓ

f
bd − ∂bΓf cd + ΓhbdΓ

f
hc − ΓhcdΓ

f
hb

)
−Γf ad

(
∂cΓ

e
bf − ∂bΓecf + ΓhbfΓ

e
hc − ΓhcfΓ

e
hb

)
+∂b

(
∂aΓ

e
cd − ∂cΓead + ΓhcdΓ

e
ha − ΓhadΓ

e
hc

)
+Γebf

(
∂aΓ

f
cd − ∂cΓf ad + ΓhcdΓ

f
ha − ΓhadΓ

f
hc

)
−Γf bd

(
∂aΓ

e
cf − ∂cΓeaf + ΓhcfΓ

e
ha − ΓhafΓ

e
hc

)
+∂c

(
∂bΓ

e
ad − ∂aΓebd + ΓhadΓ

e
hb − ΓhbdΓ

e
ha

)
+Γecf

(
∂bΓ

f
ad − ∂aΓf bd + ΓhadΓ

f
hb − ΓhbdΓ

f
ha

)
−Γf cd

(
∂bΓ

e
af − ∂aΓebf + ΓhafΓ

e
hb − ΓhbfΓ

e
ha

)

= ∂a∂cΓ
e
bd − ∂a∂bΓecd + ∂a

(
ΓhbdΓ

e
hc

)
− ∂a

(
ΓhcdΓ

e
hb

)
+Γeaf

(
∂cΓ

f
bd

)
− Γeaf

(
∂bΓ

f
cd

)
+ ΓeafΓ

h
bdΓ

f
hc − ΓeafΓ

h
cdΓ

f
hb

−Γf ad (∂cΓ
e
bf ) + Γf ad (∂bΓ

e
cf )− Γf adΓ

h
bfΓ

e
hc + Γf adΓ

h
cfΓ

e
hb

+∂b∂aΓ
e
cd − ∂b∂cΓead + ∂b

(
ΓhcdΓ

e
ha

)
− ∂b

(
ΓhadΓ

e
hc

)
+Γebf

(
∂aΓ

f
cd

)
− Γebf

(
∂cΓ

f
ad

)
+ ΓebfΓ

h
cdΓ

f
ha − ΓebfΓ

h
adΓ

f
hc

−Γf bd (∂aΓ
e
cf ) + Γf bd (∂cΓ

e
af )− Γf bdΓ

h
cfΓ

e
ha + Γf bdΓ

h
afΓ

e
hc

+∂c∂bΓ
e
ad − ∂c∂aΓebd + ∂c

(
ΓhadΓ

e
hb

)
− ∂c

(
ΓhbdΓ

e
ha

)
+Γecf

(
∂bΓ

f
ad

)
− Γecf

(
∂aΓ

f
bd

)
+ ΓecfΓ

h
adΓ

f
hb − ΓecfΓ

h
bdΓ

f
ha

−Γf cd (∂bΓ
e
af ) + Γf cd (∂aΓ

e
bf )− Γf cdΓ

h
afΓ

e
hb + Γf cdΓ

h
bfΓ

e
ha
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Függelék

= ∂a
(
ΓhbdΓ

e
hc

)
− ∂a

(
ΓhcdΓ

e
hb

)
+ ∂b

(
ΓhcdΓ

e
ha

)
− ∂b

(
ΓhadΓ

e
hc

)
+∂c

(
ΓhadΓ

e
hb

)
− ∂c

(
ΓhbdΓ

e
ha

)
+Γeaf

(
∂cΓ

f
bd

)
− Γeaf

(
∂bΓ

f
cd

)
− Γf ad (∂cΓ

e
bf ) + Γf ad (∂bΓ

e
cf )

+Γebf
(
∂aΓ

f
cd

)
− Γebf

(
∂cΓ

f
ad

)
− Γf bd (∂aΓ

e
cf ) + Γf bd (∂cΓ

e
af )

+Γecf
(
∂bΓ

f
ad

)
− Γecf

(
∂aΓ

f
bd

)
− Γf cd (∂bΓ

e
af ) + Γf cd (∂aΓ

e
bf )

+ΓeafΓ
h
bdΓ

f
hc − Γf bdΓ

h
cfΓ

e
ha︸ ︷︷ ︸

=0

−ΓeafΓ
h
cdΓ

f
hb + Γf cdΓ

h
bfΓ

e
ha︸ ︷︷ ︸

=0

−Γf adΓ
h
bfΓ

e
hc + ΓecfΓ

h
adΓ

f
hb︸ ︷︷ ︸

=0

+Γf adΓ
h
cfΓ

e
hb − ΓebfΓ

h
adΓ

f
hc︸ ︷︷ ︸

=0

+ΓebfΓ
h
cdΓ

f
ha − Γf cdΓ

h
afΓ

e
hb︸ ︷︷ ︸

=0

+Γf bdΓ
h
afΓ

e
hc − ΓecfΓ

h
bdΓ

f
ha︸ ︷︷ ︸

=0

= Γehc
(
∂aΓ

h
bd

)
+ Γhbd (∂aΓ

e
hc)− Γehb

(
∂aΓ

h
cd

)
− Γhcd (∂aΓ

e
hb)

+Γeha
(
∂bΓ

h
cd

)
+ Γhcd (∂bΓ

e
ha)− Γehc

(
∂bΓ

h
ad

)
− Γhad (∂bΓ

e
hc)

+Γehb
(
∂cΓ

h
ad

)
+ Γhad (∂cΓ

e
hb)− Γeha

(
∂cΓ

h
bd

)
− Γhbd (∂cΓ

e
ha)

+Γeaf
(
∂cΓ

f
bd

)
− Γeaf

(
∂bΓ

f
cd

)
− Γf ad (∂cΓ

e
bf ) + Γf ad (∂bΓ

e
cf )

+Γebf
(
∂aΓ

f
cd

)
− Γebf

(
∂cΓ

f
ad

)
− Γf bd (∂aΓ

e
cf ) + Γf bd (∂cΓ

e
af )

+Γecf
(
∂bΓ

f
ad

)
− Γecf

(
∂aΓ

f
bd

)
− Γf cd (∂bΓ

e
af ) + Γf cd (∂aΓ

e
bf )

= Γehc
(
∂aΓ

h
bd

)
− Γecf

(
∂aΓ

f
bd

)︸ ︷︷ ︸
=0

+Γhbd (∂aΓ
e
hc)− Γf bd (∂aΓ

e
cf )︸ ︷︷ ︸

=0

−Γehb
(
∂aΓ

h
cd

)
+ Γebf

(
∂aΓ

f
cd

)︸ ︷︷ ︸
=0

−Γhcd (∂aΓ
e
hb) + Γf cd (∂aΓ

e
bf )︸ ︷︷ ︸

=0

+Γeha
(
∂bΓ

h
cd

)
− Γeaf

(
∂bΓ

f
cd

)︸ ︷︷ ︸
=0

+Γhcd (∂bΓ
e
ha)− Γf cd (∂bΓ

e
af )︸ ︷︷ ︸

=0

−Γehc
(
∂bΓ

h
ad

)
+ Γecf

(
∂bΓ

f
ad

)︸ ︷︷ ︸
=0

−Γhad (∂bΓ
e
hc) + Γf ad (∂bΓ

e
cf )︸ ︷︷ ︸

=0

+Γehb
(
∂cΓ

h
ad

)
− Γebf

(
∂cΓ

f
ad

)︸ ︷︷ ︸
=0

+Γhad (∂cΓ
e
hb)− Γf ad (∂cΓ

e
bf )︸ ︷︷ ︸

=0

−Γeha
(
∂cΓ

h
bd

)
+ Γeaf

(
∂cΓ

f
bd

)︸ ︷︷ ︸
=0

−Γhbd (∂cΓ
e
ha) + Γf bd (∂cΓ

e
af )︸ ︷︷ ︸

=0

= 0
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