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2  HAMILTON JACOBI MODSZER

1. Bevezetés

Az altalanos relativitaselmélet egy jo értelmezést ad az asztrofizikai folyamatok megértésére.
Mint példaul a nagy tomegl csillagok fejlddésének leirasara, melyekbdl késdbb vagy neutron
csillag vagy fekete lyuk alakul ki, de az univerzum keletkezését is segit megérteni. Egy ilyen
gorbiilt térben tudjuk vizsgalni a kisebb-nagyobb objektumok mozgasat vagy mas objektumokra
kifejtett hatasat.

Az altalanos relativitaselméletben fontos szerepet tolt be az eikonal egyenlet és annak alkal-
mazasai. Ezen egyenlet segitségével meghatarozhat6 adott tériddben, mint példaul Schwarz-
schild vagy Kerr téridoben a részecskék mozgasa.

A Schwarzschild térido egy nagy tomegli objektum koriili gdmbszimmetrikus gravitacios
mez0t ir le egy ra jellemzoé metrikaval. Ezek az objektumok lehetnek csillagok vagy fekete
lyukak. A Kerr téridé hasonl6 a Schwarzschild téridohoz, az eltérés nagyjabol annyiban nyil-
vanul meg, hogy Kerr téridoben az objektum forgasban van.

Schwarzschild téridoben a fényelhajlasat vizsgdlom nagy tomegli objektum koriil, amihez
az eikonal egyenlet jo kiindul6 pontot ad [5]. A dolgozatomban ezt mutatom be, mint egyik
alkalmazas. Kerr téridoben behatdébban vizsgalom a neutrind és antineutrind nagy energidju
annihilacidjat. Ezen folyamatban (v + 7 — et + e7) keletkezik egy elektron-pozitron par. En-
nek a folyamatnak a gamma kitorések (GRB, Gamma Ray Burst) megértésében lehet szerepe
[4]. A Kerr téridoben az EDR (Energy Deposition Rate) szamitasa egy alkalmazasa az eikonal
egyenletnek [1]. Az EDR az a teljesitmény, amit térfogategységekben a neutrind-antineutrind

parok annihilacidja soran keletkezo elektron-pozitron parok elvisznek (4.83)

2. Hamilton Jacobi modszer

Ebben a fejezetben a Hamilton-Jacobi médszert ismertetem, amely a kanonikus egyenletek
megoldasara vonatkoz6 modszer.
Egy mechanikai rendszer mozgasegyenlete megadhaté Lagrange fiiggvénnyel. Legyen n

szabadsagi foku rendszer melyben a kovetkezo lesz a Lagrange fiiggvény [7]:

ahol T kinetikus energia , V' potencialis energia, ¢ = (q1, g2, .., ¢n) az altalanos koordinatak,
G = (¢1, Go, --, 4 ) az altalanos sebességek.

A legkisebb hatas elve segitésével a mozgasegyenlet mechanikajanak elve levezethetd. Esze-
rint két ¢; és t, idopillanatokhoz tartozé ¢! és ¢* hely koordinata kozott a rendszer mozgésa a

kovetkezOképpen irhato:
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s Lig.d.nd (22)

t1
Ez a hatasfiiggvény sz¢lsoértéket vesz fel, aminek a sziikséges feltétele, hogy az integral varia-

cidja nulla legyen, ekkor:

t2
6/ L(q,q,t)dt =0 (2.3)
t1
Most mar levezethetok a Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenleteket:
d oL 0L
— — =0 2.4
405 O, .

aholi=1,2,...,n.
Ezutan minden ¢; koordinatdhoz hozza rendelhetd az altalanos impulzus, ehhez a kdvetkezdt

kell bevezetni:

)
04,

ahol 7 = 1,2,...,n. Ez az impulzus derékszogli koordinatak és konzervativ rendszerek esetén

i (2.5)

megegyezik a kozonséges impulzusokkal.
A Lagrange-egyenlet kovetkezoképp irhato:

AL
- 0g;

Az el6z6 két egyenletet behelyettesitve az L (q, ¢, t) fliggvény teljes differencialjat felirva:

) . ) oL
d (Zpiqz‘ - L) = Z (qidpi - piin) - Edt (2.7)

Ezt kdvetden a rendszer fizikai allapotanak jellemzésére a Hamilton-fiiggvényt bevezetem:

Di (2.6)

H=Y i L @8)

Ebbdl latszik, hogy a H = H (p, q, ¢, t) fuggést. A fenti p; 6sszefuiggéssel a ¢; -k kifejezhetoek
ezért H = H (p, ¢, t) fliggésii lesz. Most felirva a Hamilton - fiiggvény teljes differencialjat:

0H OH 0H
=Y (a—pidpi ; 8—%dqi) + 2 2.9)

Osszehasonlitva a Lagrange fiiggvény teljes differencidljaval, a kovetkez6 két 6sszefiiggés irhatod
fel:

(2.10)
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és
oOH
0q;

Ezt a két egyenletet Hamilton-féle kanonikus egyenleteknek nevezziik. A p;-t ¢; -hez kanonikus-

pi=— (2.11)

an konjugalt impulzusnak nevezik. A legnagyobb kiilonbség a Lagrange és Hamilton egyen-
letek kozott, hogy az elsdben még masodrendii differencidlegyenleteket kell megoldani addig
az utdbbiban elsdrendiieket, de kétszer annyi az egyenletek szama.

Konzervativ rendszerekre azaz, ha a kényszerfeltételek az idotol fiiggetlenek, akkor a Hamil-
ton fiiggvény a kinetikus és potencialis energia Osszege, ami azt jelenti, hogy H a rendszer
mechanikai energiaja. Ha az id6tol explicite nem fiigg, akkor a H = H (p,q) = konstans.
Viszont, ha az id6t6l explicite modon fiigg, akkor Gj valtozd bevezetésével, egy olyan H'
Hamilton fliggvényre térek at, amely az idotdl explicite modon mar nem fiigg. Ekkor uj kon-
jugalt valtozopart kell bevezetni és ebbol kovetkezoen a rendszer szabadsagi fokainak a szdma
egyel non fog, amire az (2.11, 2.10) egyenletek azonosan teljesiilnek. Azaz egy idotol fiiggd
Hamiltoni-rendszer ekvivalens egy olyan iddtol fiiggetlen rendszerrel, amelyben eggyel tobb
szabadsagi fok van, ez forditva is igaz lesz. Az egyik legtobbet hasznalt megoldasi modszere
ezeknek a mozgasegyenleteknek a valtozok transzformaldsa. A transzformacional olyan val-
tozokat kell bevezetni a p = (p1,p2,...,Pn) és a ¢ = (q1, qo, ..., qn) helyett, hogy az egyenlet
konnyebben integralhato legyen, a valtozok legyenek a kovetkezok: P = (P, Ps, ..., P,) és
Q = (Q1,Q2,...,Q,). Ahhoz, hogy az 0ij valtozok segitségével is kanonikus egyenleteket
legyenek, P-re és ()-ra is kanonikus transzformaciot kell alkalmazni. A kanonikus transzfor-

maciok alakja:

P, =P (p,q.t) (2.12)

Qi = Qi (p,q,1) (2.13)

Ezekre a valtozokra is kell teljesiilnie a kanonikus egyenleteknek ezért a kdvetkezd feltételnek
kell eleget tenniiik a P és () valtozoknak, ami a legkisebb hatas elvébol kovetkezik [7]:

5/t2 [Z PO, — H' (P, Q,t)] dt =0 (2.14)

ahol H' (P, Q,t) a transzformalt Hamilton fiiggvény. Tovabba belathatd, hogy sziikséges és

elégséges feltétele annak, hogy egy transzformacié kanonikus legyen az, hogy:

Zplqz H= ZPQl H’+d—F (2.15)

ahol az F' a koordinatak, impulzusok és az id0 tetszdleges fliggvénye, ezt a fliggvényt a transz-
formacio alkotofiiggveényének is nevezziik. Mivel F' fliggvény szabadon valaszthato ezért a fenti

feltétel sokféleképpen teljesiilhet. Igy kiilonféle kanonikus transzformaciok definialhatoak.
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Ezért lehetséges, hogy a régi p,q és az uj P, () valtozok az F fliggvényben vegyesen is sz-
erepelhetnek, példaul: F (p, Q,t). Mivel az alkotofiiggvény szabadon véalaszthato és a kanon-
ikus transzformaciok alkalmazasaval a (2.11, 2.10) egyenletek megoldasa a kovetkezd alakban
keresendd. Bevezetve olyan 0j P; és (); valtozdkat, amelyekre:

: OH'
Qi = P (2.16)
: oH'
P =_ .
) (2.17)

kanonikus egyenletek konnyen integralhatoak. A legkézenfekvobb eset az, hogyha H' = 0,
mert ekkor ); = 0 és P, = 0 egyenletek 4llnak fent, ezek konnyen integralhatoak. Ezért
most olyan kanonikus transzformaciot keresek, amire teljesiil a H' = 0. Az ehhez a transz-

formacidhoz tartozd alkoto fiiggvény legyen S (¢, @, t). Az ebbdl szarmaztathatdé kanonikus

transzformaciok:
t
by = 95 (¢, Q, 1) 2.18)
dq;
PP=—" 2.19
20, (2.19)
Mivel azt szeretném, hogy H' = 0 legyen, ezért S-et ugy kell megvalasztani, hogy:
oS
H (p,q,t) + i 0 (2.20)

teljesiiljon. A H-ban 1évé p; valtozok a (2.18 , 2.19) alapjan 0.S/0q;-vel kifejezhetdek. Igy a
kovetkezo egyenlet adodik:

H <a—S,q,t) + 8_3 =0 (2.21)
0q;

Ezt Hamilton-Jacobi féle parcidlis differencidlegyenletnek neveziink [7].

3. Az eikonal egyenlet gravitacios térben

Ebben a fejezetben szabad részecske mozgasanak a leirasat hatarozom meg az eikonal egyenlet
segitségével.

Egy szabad részecske mozgésat egy gravitacios erdtérben a legkisebb hatés elvének segit-
ségével hatarozhatd meg [3]:

08 = —mcé/ds =0 (3.1
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Ez az egyenlet azt prezentalja, hogy a részecske ugy mozog, hogy a vilagvonala két adott
vilagpont kozott szélsdértéket vesz fel. Az euklideszi térben ennek a mozgésnak egyenes vonala
egyenletes mozgas felel meg.

A gravitaciés tér hatasa a térid0 metrikdjanak a modosulasat vonja maga utan a gravita-
ci6 menteshez képest. A részecske mozgasat gravitacios térben a (3.1) képlet segitségével
meghatarozom. A részecske ugy mozog, hogy a vilagpontja altal leirt gorbe extremalis legyen,
azaz az 1' = x'(s) két kdzeli pontjaba huzott érintdvektorok parhuzamosak. Legyenek ezek a
pontok P és P’, amelyekhez s és s = s + ds paraméterek tartoznak, a K* = dx'/ds érintd

vektorok parhuzamosak egymassal [9]:

K (\N)=a(s,ds) K'(s) (3.2)

Ebben az esetben az a (s, ds) aranyossagi tényezo csak kicsit kiillonbozik 1-tol, ezért 1
koriil sorba fejtve azt kapom, hogy a (s,ds) = 1 + b(s)ds. Ezt visszahelyettesitve a (3.2)

egyenletbe és a ds-ben masod- vagy magasabb rendii tagokat elhanyagolva, azt kapom [9]:

K (s,ds) = K'(s) +b(s) K' (s)ds (3.3)

ezt atrendezve:

=b(s) K (s) (3.4)

vagy (3.3) kovarians derivalt alakban:

dK" , .
=+ I, K"K = bK' (3.5)
s
alakban felirva. Ezek utan tegyiik fel, hogy a (s, ds) = 1, amibdl az kovetkezik, hogy b (s) = 0

és K' = dz'/ds behelyettesitve, z° (s)-re a kovetkezd egyenletet irva:

2, k7.l
T =0 G6)
Ez lesz a részecske mozgés egyenlete (amit geodetikus egyenletnek is neveznek), ami megmu-
tatja, hogy a palya pontjaiba huzott érintd vektorok parhuzamosak és egyenlok lesznek. Ezért a
gorbe paraméterezését ugy kell megvalasztani, hogy az érintdvektorok hossza allandé legyen a
gorbe mentén, ami annyit jelent [9]:
k7.l
KQZQI@Z%% =0 (3.7)
A gorbe ilyen paraméterezésével a K2 paramétert affin paraméterének nevezziik.
A (3.6) egyenletben szerepld I';; mennyiségek meghatarozzak a mozgast. A rendszer bi-
zonyos koordinatazasaval a Christoftel szimbolumok nullat adnak, ami lokalisan egy infinitezi-

malisan kicsiny tér részben a gravitacid kikapcsolasat jelenti. Az, hogy ilyen valasztas lehet-
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séges, az ekvivalencia elv teszi lehetové.

A gravitacids térben a részecske négyesimpulzusa a kovetkezoképp definialhat6 [3]:

p' = meu! (3.8)

ahol c a fénysebesség €s m a részecske tomege. Az impulzus négyzete:

pip' = m?c? (3.9)

ahol a p’ helyett —0.S/dz* irhat6. Ekkor a gravitacids térben mozgo részecske Hamilton-Jacobi

egyenlete [3]:

— —— —m** =0 (3.10)
x

Egy fényjel terjedésének leirasara a (3.6) geodetikus egyenletnek az ilyen alakban torténd felirasa
nem alkalmas, mivel a fénysugar terjedésének vilagvonala mentén az ivelem nullaval egyenld,
ami miatt az egyenlet minden tagja végtelenné valik. Ahhoz, hogy megadjam erre az esetre a
megfeleld alaki mozgésegyenletet, figyelembe kell venni, hogy a geometriai optikdban a fény-
sugar terjedésének iranyat a hullamvektorok hatarozzak meg, amelyek parhuzamosak a sugér

érintd iranyu egységvektoraval. A négydimenzids hullamszam vektor:

_dat
)
alakban irhato, ahol \ a sugdr mentén valtozd paraméter. Mivel a specidlis relativitdselméletben

k,i

(3.11)

a fény vakuumbeli terjedés soran a hullimszam vektor nem véltozik a sugar mentén, azaz dk’ =

0. Ekkor gravitacios térben a hullamszam differencialja a kdvetkez6 alaku lesz:

DE =0 (3.12)
Vagyis felirhato [3]:

dk
o+ I, dk*dk! =0 (3.13)

Mivel a hullamszam négyes vektoranak a négyzete nulla:
kk' =0 (3.14)

a k; helyére O /0z'-t helyettesitve a gravitacios térben érvényes eikondl egyenlet adodik:

5 00 OV
T 9ai dz*
ami a Hamilton-Jacobi egyenletet adja vissza, ha m = 0 és S = U helyettesitést alkalmazok

=0 (3.15)

[3]. Tovabba ¥ a komplex elektromagneses négyes-potencial A, = Re [B, exp (:1V)] fazisa. A
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¥ fiiggvényt nevezik eikonalnak.
Ez az egyenlet segit majd a részecskék mozgasanak meghatarozasaban, ha ismerem a térido

metrikajat.

4. [Eikonal egyenlet alkalmazasa

4.1. Schwarzschild térido

Az eikondl egyenlet elsd alkalmazasdhoz sziikséges bevezetni a Schwarzschild téridot leird
egyenletet. A Schwarzschild téridé szarmaztatasat [6] alapjan targyalom.

A Schwarzschild tér egy olyan metrikus tér, g,, metrikaval, ami reprezental egy nehéz ob-
jektum (példaul egy csillag) koriili sztatikus gombszimmetrikus gravitaciés mezot. Kezdetnek
a legjobb konstrualni egy olyan altalanos metrikat, ami a sztatikus téridore jellemzo.

A sztatikus téridd x? idszerii koordinatajara jellemzok a kovetkezd tulajdonsagok:

a) A metrika minden komponense fiiggetlen az z*-tol

b) Az ivelemnégyzet (ds?) invarians az 2! — —x' felcserélésére.

Az a)-bol nem feltétlen kovetkezik a b), ezt j6l mutatja egy forgo csillagnak az esete: az id6
ellentettje megvaltoztatja a forgast, de a metrika komponensei idoben allanddak.

Az ivelemnégyzet altaldnos alakjabol indulok ki:

ds® = gupdz®da® 4.1)

Ebben olyan 2 koordinata halmazt keresiink, amelyben a g,, metrika nem fligg az iddszerti
koordinatatdl és az ivelemnégyzet invarians a ! — —z! transzformaciora. Mint példaul egy
olyan sztatikus metrika, amiben a ds® csak az x' térszer(i koordinaték forgasra invarians men-
nyiségeitol és azok differencialjatol fligg.

Azonban csak egy kicsit nehezebb kihozni az altalanos formdjat a térbeli izotrép metrikanak
anélkiil, hogy ragaszkodni kell a sztatikus formahoz. gy ezt az 4ltalanosabb alakot kezdem
felallitani. Majd csak ez utan teszem hozza azt a megszoritast, hogy a metrika sztatikus. A

térszerli koordinatak forgasra invarians mennyiségei €s differencialjai tehat:

T-F=r? dz - d7, T-dT, 4.2)

ahol az ¥ = (x’”, 20, xS") és bevezetem az r koordinatat. Ha az 2! iddszerti koordinatat, ¢-vel

jelolom, akkor a térben izotrop metrika legegyszertibb eldallitasa:

ds? = —A(t,r)dt* + B(t,r)dt-Z-dZ+ C (t,r) (Z-dZ)* + D (t,r)d#* , (4.3)

ahol A, B, C és D tetszdleges fliggvényei az r és t koordinataknak.
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x" = rsinf cos p, 2% = rsinfsin @, x¥ =rcosf (4.4)

fgy azt kapom, hogy

T-=r? Z-d¥ = rdr, di - dZ = dr? 4+ r2d6* + r? sin® dy?

Vagyis az altalanos metrika (4.3) a kdvetkezd format olti:

ds> = —A(t,r)dt® + B(t,r)rdtdr + C (t,r)r*dr® + D (t,r) (dr® + r*d6* + r® sin® 0d?)
(4.5)
Ahol A, B, C, D fiiggvények r fliggését figyelembe véve, bevezethetd egy uj sugar menti ko-
ordinata 7 = D (t,r). Valamint elobb emlitett tetsz6leges fiiggvényeket atirom az 0 valtozok,

t és 7 szerint. Ekkor a metrika a kovetkezo alaku lesz:

ds> = —A(t,7)dt* + B (t,7)dtdr + C (t,7) dr* + D (t,7) (d6® + sin® fdp?) (4.6)

Ezek utén a t helyett bevezetve egy 01j id6szerli koordinatat ¢, melyet a kovetkezd Osszefiiggés
definial:

dF = O (t,7) [A (1, F) dt — %B (t,7) dF] 4.7)

ahol Q (t,7) egy integrald tényezd, mely a jobb oldalt egzakt differencialla teszi. Ezt
négyzetre emelve majd atrendezve kapom:
Adt? — Bdtdr = Ldz?? — Ed# (4.8)
AQ? 4A '
Az 1j fiiggvények meghatarozasaval A = 1/ (AN?) és B = C+B/ (4A), ametrika diagonélissa

valik. A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért az 11j valtozokrol elhagyom a feliilvonast.

ds® = —A(t,r)dt* + B (t,r) dr® +r* (d6? + sin® 0d?) 4.9)

fgy az altalanos izotrop metrikat két r és ¢ -t6] fiiggd fiiggvény hatdrozza meg: A (t,7) és
B (t,r). Lathato, hogy az r és t megadasaval az ivelemnégyzet kiszamithato gémbi feliiletek
esetén a (4.9) segitségével. Valdjaban az ivelemnégyzet azt mutatja, hogy egy ilyen feliilet altal
hatérolt teriilet nagysaga 47r?. Azonban mivel B (¢,r) nem egységnyi, nem vonhaté le az a
kovetkeztetés, hogy r a radialis tavolsag.

Végiil ahhoz, hogy megkapjam a legéltaldnosabb allando6 izotrép metrikat sziikséges, hogy
a gq elemei fiiggetlenek legyenek az idoszerii koordinatatol, ami annyit jelent, hogy A és B
csak r -t6l fliggdek lehetnek. Ez a Birkhoff tétel kvetkezménye [10]:




4.1 Schwarzschild térido 4 EIKONAL EGYENLET ALKALMAZASA

ds® = —A(r) dt* + B (r)dr® +r* (do” + sin® 0dip”) (4.10)

Ebbdl azonnal latszik, hogy ds* a t — —t -re invaridns, igy ez egy altaldnos sztatikus tér-
ben izotrop téridé metrikajat irja le. A tovabbiakban A (r) és B (r) figgvényeket fogom
meghatéarozni.

Ehhez az Einstein féle téregyenletbdl indulok ki:

GabZSWG'Tab (411)

ahol T}, az energia impulzus tenzor, aminek vakuumban nullat kell adnia, G, az Einstein tenzor
¢s G pedig a gravitacios alland6. A Christoffel szimbolumok a kovetkezoképpen szamolhatok

a metrika segitségével:

1
% = Egad (OoGdc + Ocgay — Dagee) (4.12)

A metrika diagonalitdsa miatt nem kell minden tagot kiszdmolni. Azokra a Christoffel szim-

bolumokra, amiknek a felsoé indexe ¢, az teljestil, hogy

i _1 __1 _ r ret 1 __1 . r ret ret ret
Fbc—2(A(r)>aT( Al( ))5b5c‘|‘2 (A(T))aT( A(r))d. 0, 24 () (6550+605b)

(4.13)

ahol az utolso6 tag kiesik, mert nincs idofiiggés. Ez alapjan az ilyen alaku komponensek koziil

azok nem lesznek nulldk amelyekre b = r és ¢ = ¢ vagy b = t és ¢ = r teljesiil. Ezek alakja
pedig:
A (r)
to_pt - 2\ 4.14
rt tr 9 A ( 7“) ( )

Ez utan hasonlé megfontolasok alapjan a Christoffel szimbolumok tovabbi nem nulla elemei:

. _B(r)B'(r) _, B'(r) . . .
Ftt:T7 FTT:_zB(T>’ PGQZ—TB(T)7 FQDQD:_TB(T)81H20
r? —F(’—l I = —sinfcosfh 4.15
o — 497"_;7 <P<P__Sln COS ( )

1
re, =re, = o Iwg@ = FZG = ctgh

A Christoffel szimbolumokbol ki lehet szamolni a Ricci tenzort, ami

Rapy = 0,1 — 9T + T T, — TeT% (4.16)

10
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A Ricci tenzor elsé komponense az R;; a kdvetkezoképpen néz ki:

Ry = 0,% —oT¢ +Ter:, —Tert (4.17)

{2

aTF:t + (Fir + F:r + Fzr + Fir) F:t - Pirrgt - Ff‘tl—‘:t

Behelyettesitve a Christoffel szimbdlumokat (4.14)-bol és (4.15)-bdl, azt kapom, hogy a nem

eltlind komponensek:

A A (AW B, A
Ry = 2B (r) 1B ) ( + ) + (4.18)

Rrr -

A" (r)  A(r) (A'(r)
ToA(n) T AA(r) (

_ L (A)  Br)
Rgg = ( < >-‘r1 (4.19)

pr = R@g SiIl2 0
A Ricci tenzor segitségével megadva a Einstein tenzort:

1
Gab = Rab - §gabR (420)
Mivel vakuumban az energia impulzus tenzor nulla (7, = 0), ezért a vakuum Einsten egyenlete
a kovetkezo lesz:
1
Rab - igabR =0 (421)
Ezt kell megoldani, ahol R = ¢? R,;. Az Einstein egyenlet ezen alakjat (4.21) balrél beszorzom
g -val, felhasznalva azt, hogy ¢*°g,, = 4. Ezt kdvetden a tagokat dsszevonva az egyenlet a

kovetkezo alaka lesz:

Ry, =0 (4.22)

Ez azt jelenti, hogy vakuumban eltlinik a Ricci tenzor. Ennek segitségével a Ricci tenzor kom-
ponenseibdl (4.18), (4.19) kifejezve az A (r)-t és B (r)-t.

g A A (A’(T) B’(T)) LA (4.23)

T 2B(r) 4B(r)\A(r)  B(r))  rB(r)
LA AW (A0 B, B
0= =540 T 140 (A(r) + B(r)) B M) (424)

11
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B 1 r A (r) B (r)
=567~ (a0 - 509) *! (42
Ha most B (1) -(4.23)+ A (r) -(4.24)-et végrehajtom
st 7

Ha A (r) = 0, akkor szingularis lenne a metrika, ezért tegyiik fel, hogy A (r) # 0 ésr # oc.
Ekkor csak

A'(r) _ B'(r)
A(r)  B(r)

kifejezést kell megvizsgalni. Ezt beszorozva A (1) - B (r)-el:

=0 (4.27)

0=A"(r)B(r)+ B (r)A(r) = (AB)' = AB =« (4.28)

Ezt a (4.25) egyenletbe behelyettesitve:

o= Al 4 AW (4.29)
a a
ebbdl:
(rA)Y =a=rA=ar+8 (4.30)
Ekkor azt kapom A (r)-re és B (r)-re:
A(r) =« (1+§) (4.31)
B\
B(r) =« <1 + ?) (4.32)

ahol o = A (r) B (r) és 3 integracios konstans. Ha gyenge gravitacios tér van, akkor hatareset-
ben az A (r)-nek ezzel kell megegyeznie [6]:
A(r) 20

c? _>1+§

(4.33)

ahol ® a Newtoni gravitacios potencial, ami & = —GM /r. Itt M a gémbszer(i szimmetrikus
test tomege, G a gravitacios allando és c a fénysebesség. (4.33) jobb oldalat behelyettesitve
A (r) helyére az kapom, hogy:
2GM cata B

r r
Ebbdl latszik, hogy a = ¢? és a f = 2GM/c*. Most mar megadhatd A (r) és B (r) pontos
alakjat, amiket behelyettesitve a (4.10) egyenletbe megkapom a Schwarzschild metrikat egy M

02+

tomeg kortili tires téridoben:

12
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ds* = —c? (1 — %;M ) dt* + (1 — 2C§M ) 1 dr® + r?df? + r? sin” fd? (4.34)
cAr c2r

A metrika ezen alakjat felhasznalva arra, hogy megvizsgaljam a fizikat egy gémbszer(i objektum

koriil, kiilonos tekintettel a szabadon eso tomeges részecskék és fotonok palyajara. A metrika

elemei az r = 2G'M/c? sugarnél a végtelenbe tartanak, ezt a sugarat Schwarzschild sugérnak

szoktak nevezni. Ha a massziv testek feliilete 6sszehuzodik egy ekkora sugarti gombbe, akkor

az objektumbol Schwarzschild fekete lyuk lesz.

Lathato, hogy a Schwarzschild féle ivelemnégyzet az r = 0-ban fizikai szingularitds van
és r = 2GM/c*-ben pedig koordinata szingularis és ez utobbi kifejezést Swarzschild sug-
arnak nevezziik, erre a kovetkez0 jelolést szoktak hasznalni: r,. Az Eddington—Finkelstein
koordinatazasban a metrika nem lesz szingularis a r, = 2GM /c? helyen [6]. A Schwarzschild

sugar nagysaga a Nap esetében:

2GM,

c2

ry = 2,95 km (4.35)

Ez egyértelmiien kisebb, mint a Nap sugara (R, = 7 - 10° km). Hasonlban kiszdmithaté egy
protonra is. Az latszik, hogy ezen valds objektumoknal a Schwarzschild sugar a testen beliil fek-
szik, ahol a vakuum tér egyenletek nem alkalmazhatoak. De bizonyos kompakt objektumoknal

a sugar joval nagyobb, mint az objektum maga [6].

4.1.1. Fényelhajlas targyalasa az eikonal egyenlet segitségével

Ebben a fejezetben a fényelhajlas szogét vizsgalom meg egy sztatikus gdmbszimmetrikus grav-
itacios térben. Itt az el6zo fejezetben meghatarozott Schwarzschild metrikat hasznalom (4.34).
A szamolast az eikonal egyenletbol (3.15) kiindulva kezdem, ami a fény utjat irja le.

Itt a komplex elektromagneses négyes potencial A, = Re [B, exp (i¥)] és a hulliamszam
vektor k, = 0V /0zx”. A komplex amplitido lassan valtozik a geometriai optikai kozelités
miatt. Az altalanos formdja az amplitidonak a polarizacid vektor. k£* integral gorbéje hatrozza
meg a fénysugarakat és ezek a gorbék merdlegesek a fény hullamfrontjara. Az eikonal egyenlet
a feltétele, hogy a hullam vektor nulla legyen. Tovabba a vakuumbeli Maxwell egyenleteknek
azt kell megadniuk, hogy a fényutak végig a null geodetikus mentén fussanak, k*Vk® = 0,
valamint a polarizacio vektor merdleges a fénysugarakra és hasonldan terjed [5]. A palyagorbét
ugy valasztom meg, hogy az egyenlitd sikjaban legyen, § = 7/2. A probléma szimmetridjanak

kovetkeztében az eikonal fliggvény:

U =—FEt+ Lo+, (1) (4.36)

ahol L = OF az impulzus momentum, ebben b egy impakt paraméter és F pedig az energiat
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jeloli. Bevezetve az e = Gmb ™! /c? [5] paramétert az ismeretlen radialis fiiggvényre adodik:

Y, = E/C’ (r)dr (4.37)
ahol
4 b2
¢ = :l:\/(r2 — 21)57’)2 Cr2 — 2ber (4.38)

A negativ eldjelet akkor valasztom a gyok elé, ha r csokken (azaz a foton a lencsé€z6 objektum
fele tart) és pozitiv eldjelet, ha r ndvekszik (a foton tavolodik a lencsézo objektumtol). Ez a
fajta valasztas azt biztositja, hogy dip, = EC (r) dr > 0, ezért mindegy, hogy a foton kozeledik
vagy tavolodik. Ha 2be /r kicsi, akkor az (4.38) egyenlet gyok alatti részét sorba fejtve linearis

4 2 2
c(r):i\/1+ﬁ—b—2<1+ﬁ> (4.39)
T r

r

rendig [9]:

Ezt visszahelyettesitve a (4.37)-be és kiintegralva:

¥, (r) = 9 + be - arccos h% (4.40)

Ahol wﬁo) a foton egyenes palyajanak felel meg. A fénysugar egy messzi R pontbol érkezik a
legkozelebb esd pontba, ami r = b €s ezt kovetden vissza megy, akkor a 1), megvaltozasa:

A, = A@/}ﬁo) + 2be - arccos h% (4.41)

A (4.36) egyenlet L szerinti derivaltjabol fogom megkapni a sugar menti ¢ polarszég megval-

tozasat az R helyen [9]:

L 0AY,  0AYY 2beR

Ay = = 4.42
LAY I (442)
Figyelembe véve, hogy Ay = m-re egyenest kapok és R — oo-re:

Ez azt mutatja, hogy a fénysugar palyéja elhajlik. Az r = b-hez val6 kdzeledés és tavolodas

palyéja

S = 2e (4.44)

értékkel tér el. Azaz oy szoggel tériil el a fénysugar.

Ennek segitségével akar a Nap m = Mg ~ 2-10%°kg, ryin = Re ~ 7-10%m gravitacios tere
altal okozott fényelhajlast 0o ~ 1, 7" is meghatarozhato. Ezt az értéket A.S. Eddington mérte
ki 1919-ben, amikor a napfogyatkozas alatt képeket készitett a naphoz kozeli csillagokrol.
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4.2. Kerr térido

Ennek a téridonek a leszarmaztatasa meghaladja a dolgozat célkitizéseit, ezért a [6] alapjan
targyalva csak a fontosabb lépéseket emlitem.

A Schwarzschild megoldas leirja a térid0 geometriat egy gombszimmetrikus massziv ob-
jektum koriil, melyben a targyat csak a tomege jellemzi. Azonban a legtobb asztrofizikai ob-
jektum forgasban van. Egy ilyen esetben a gdmbszimmetrikus megoldas nem alkalmazhatd,
mert a targy forgastengelye meghataroz egy specidlis iranyt. A nemlineéris mez6 egyenletek
Osszekapcsoljak a forrast a kiils6 geometriaval. Ezen feliil a forgd targyat nem csak tomege,
hanem az impulzusmomentuma is jellemzi. Igy elvarhaté lenne, hogy az ehhez tartozo téridé
metrika ettol a két paramétertdl fiiggjon.

Mint fentebb lathat6é a Schwarzschild megoldashoz ugy jutok el, hogy eloszor meghataroz-
tam a sztatikus izotrop metrika altalanos formajat. Most meg kell alkotni a térid6 geometriat egy
allando forgasban 1évo test koriil. E10szor megadva az alland6 tengelyszimmetrikus metrika al-
talanos form4ajat. Egy ilyen jellegli téridd leirdsdhoz be kell vezetni a kdvetkezd kifejezéseket:
az id6szerii koordinatat jeldlve ¢ (= z')-vel, a harmadik térszerii koordinatat pedig az azimut
szoggel ¢ (= z¥). A térido alland6 és tengelyszimmetrikus jellege megkdveteli, hogy a metrika

Jap elemei fliiggetlenek legyenek ¢-t6l és p-t6l, azaz

Jab = Gab (:cT, 339) , (4.45)

ahol 2" és 2 a két fennmarado térszerii koordinata.
Megkovetelve, hogy az ivelemnégyzet invarians legyen a ¢ és a ¢ koordinatak egytittes eldjel

valtasara, igy a kdvetkezd muveletekre:

t— —t 0 — — (4.46)

Ennek a fizikai jelentése az, hogy egy gravitdciés mez0 forrasanak, barmilyen is legyen a
mozgasa, annak csakis forgas jellege lesz a szimmetriatengely koriil, vagyis forg6 testhez kapc-

solodo téridd. Az igy feltételezett invariancia megkdveteli a kovetkezot:

Gtr = G0 = Gro = Gop = 0 (447)

Hiszen az ezeknek megfelel6 kifejezések az ivelemnégyzetben eldjelet valtananak ¢ és  egyidejii
cser¢je esetén. Vagyis ezen feltételezéseket kdvetden az ivelemnégyzetnek a kovetkezo alaku-

nak kell lennie:

ds® = gudt® + 2g1,dtde + gopde® + [grr (dz")? + 2grgda”dz’ + gog (dxﬁ)ﬂ (4.48)

Tovabbi szimmetriai megfontolasokat figyelembe véve, a Kerr metrika alakja a kovetkezo [6]:
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ds?® = gudt® + 2gi,dtdp + g,,d* + grrdr® + geadt? (4.49)

ahol a tetszdleges g, fliggvények csak r-tdl és 0-tol fiiggenek. Igazolni kell azt, hogy egy ilyen
ivelemnégyzet valoban kielégiti Einstein gravitacios mezo egyenleteit, ezaltal explicit format
adva a metrika elemeinek, amelyek megjelennek a ds? (4.49) kifejezésében.

A problémat ugyaniigy meg kozelitve, mint a Schwarzschild metrika esetében. Eloszor
kiszdmolva a Christoffel szimbolumokat (I'%,) a (4.49) metrikabol, majd ezeket az egyiitthatokat
felhasznalva megadhat6 a Ricci tenzor R,, komponensei, amelyek az ivelemnégyzetben sz-
erepld ismeretlen egyiitthatofliggvényeknek a kifejezései. Mivel Gjra a forgasban 1€vo anyag

eloszlasan kiviili térid0 geometria a fontos, a vakuum mez6 egyenletét kell megoldani.

Ry, =0 (4.50)

Ez a folyamat algebrai megkozelitésben igen hosszu €s bonyolult [6]. Belathat, hogy az Ein-
stein egyenletek onmagukban nem elégségesek ahhoz, hogy az 6sszes ismeretlen egyiitthatoflig-
gvényt egyenként meghatarozzak. A tengelyszimmetria kovetelményei sokkal kevesebb megkotés-
sel jarnak, mint a gdmbszimmetria, melyet a Schwarzschild geometria felépitése soran lett
hasznalva. Az elképzelés altaldban az, hogy egy kompakt forgd objektum legyen, mint példaul
egy csillag vagy egy bolygd, és az altalanos metrikanak (4.49) igaznak kell lennie a forgd
tengelyszimmetrikus testen kiviil is. Annak érdekében, hogy eljussunk a Kerr metrikahoz,
tovabbi feltételeket kell megadni, hogy megkapjuk a megoldast. Megkovetelve, hogy a téridd
geometridja a Minkowski féle téridohoz tartson, ha » — oo-be és, hogy 1étezzen egy sima zart
konvex esemény horizont, amin kiviil a geometria nem szingularis; ebben az esetben egyetlen
megoldas lesz. A Boyer—Lindquist koordinatazasat (¢, 7, 0, ¢) hasznalva az ivelemnégyzet a

Kerr geometridban a kovetkezd alakban adhat6é meg [6]:

2 in? 0 )y
ds* = — (1 . %) 2d? — %dm + Sdr® + Tdf” (4.51)
+ (—rgra;siHQ i +a®+ r2> sin? Ody? |

ahol r, a Schwarzschild sugar, a konstans, 3 és A-ra a kovetkezok igazak:

¥ = 1?4 a®cos? 0, A=1r®—r,+a (4.52)

Ez egy 4ltalanos kifejezése a ds?-re Kerr térid6 esetén [6]. Amikor a a forgasi paraméter nul-

lahoz tart, akkor visszakapjuk a Schwarzschild téridd metrikdjat.

4.2.1. A neutrino-antineutriné annihilacio
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Ebben a fejezetben egy neutrind par annihildcidjat vizsgalom fekete lyukak kdzelében. A folya-
mat soran a (v + 7 — e* + e7), azaz elektron-pozitron par keletkezik. A kovetkez6 felépitési
rendszert vessziik: egy forgd, gdbmbszimmetrikus, nagy tomegil fekete lyuk, aminek a forgasi
sikjara merdlegesen egy forrd vékony akkrécios korong taldlhat6. Ebben az elrendezésben a
téridd Kerr jellegii lesz. Ha forgas mentes lenne, akkor Schwarzschild téridével le lehetne irni a
rendszert. Feltételezem, hogy az akkrécios korongbol emittalodik a neutrind €s az antineutrind,
amik a forgastengelyt iitk6zés nélkiil érik el és azok csak a forgasi tengelyen litkdznek Ossze.
Az akkrécios lemez belso szélét R;, -el jelolom, hasonld képpen a kiils6 szélét R,,;-al. Azaz
az akkrécios lemez ezen sz€1s0 értékek kozott lesz. Azokra a neutrindkra, amelyek elhagytak a

korongot, csak is a rendszer kdzepén talalhato fekete lyuk gravitacios vonzasa hat.

abra 4.1. Egy neutrind palyaja az R kiindulasi pontbol az 7 forgastengelyen 1év6 pontban megy
at.

A forgo feketelyuk koriil az ivelemnégyzet a Kerr téridd metrikaja [1]:

i Ter by
ds® = gijdz'dy’ = — <1 — %) Adi? + Zalr2 +

+ (%a? sin? 0 + r? + a2> sin? 0de? + 2db? — 2%@ sin? fedtdy  (4.53)

ahol r, = 2GM/c* a Schwarzschild sugarat jelolom és az a pedig Kerr paraméter, ami 0 és
re/2 kozotti érték [1].
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Y =r2+a’cos?f (4.54)

A=r*+a*—r,r (4.55)
Az impulzus momentum a témeg nélkiili részecskékre p;p’ = 0, azaz az impulzusok az alkotd
fiiggvény ¥ derivalasabol kovetkeznek p; = hd; ¥ . Ezutan felirva az eikonal egyenletet [3]:

g7 (8:0) (8;) = 0 (4.56)

Ezt ha kifrom a metrika minden tagjaval és a p; = hoW¥ /0x* helyettesitést alkalmazom:

90} + 9Py + 97 pepe + 9702 + %P + 97D =0 (4.57)

egyenletet kapom, ahol p, = ROV /0p = cont. és p, = hO¥ /Ot = const. a metrika nem
fiigg explicite ¢-tol és ¢-t0l [6]. A p, = L és a p, = —wy jeloléseket vezetem be ezekre.

Visszahelyettesitve és atrendezve az egyenletet kapom, hogy:

0,6\’ 0,6\
Ekkor az eikonal valaszthato a kovetkezoképp:
U = —wot + Lo+ WU, 4 (r,0) (4.59)

Amiben latszik, hogy az utolso tag egyszerre fligg r -t6l és 6-t6l. Ha behelyettesitem a metrika

elemeit a (4.58) egyenletbe és ¢??-val atszorozom:

aq]r,@ 2 8\IJT,9 2 - (TQ —|—CL2)2 2 .2 w(%
A<8T)+<89> = T—asm@ 2 (4.60)
r? + a? Wo a? 1
—9 L= — (- L? (4.61
<a+a A ) c (A sm%> #.6)

Az egyenletet atrendezve kapom a kovetkezd Osszefliggést:

ov 0 2 ov 0 2 wo 2 wo . L
2 T T, 2 2
A < . ) +A< 0 > = [—C ( +a)—aL] - A a—c sm@——si 0 (4.62)

igy kapom:

i ﬂ 2 2\ 2_ 8\:[17“79 2_ 6‘117«79 2 (Jﬂ . _i
A[c (7“ +a) aL} A( 5 = 50 + ac sin 0 g (4.63)
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ami azt mutatja, hogy U fiiggvényre kereshetd olyan alakti megoldas, hogy szeparalhato r és 0

szerint. Azaz az eikondl [1]:

U = —wot+ Lo+, (r) + ¥y (0) (4.64)

ahol W, (1) és Wy (0) kielégiti [1]:
ov, 1 Two 2 J?
(&) x|y (7 +ad) —ar] =%

2 2
<%) —J - (a% sinf — sii@) (4.65)

Ebben J a szeparacids konstans, w, €s L is konstansok.

Ebben az esetben a neutrind az akkrécios lemezrol » = R tavolsagbol és § = /2 emit-
talodik, és a forgastengelyre érkezik r = 7 és § = 0 -ba. Az 7 jeldli a forgastengelyen a
tavolsagot, az r pedig az akkrécios korongon a tavolsagot. Azok a részecskék érhetik el a
forgastengelyt, amelyekre az . = 0 fenndll. Az annihilélé részecskék koziil az egyik im-
pulzusat p,, a masikét p; adja meg, ahol v és v jeldli a neutrind és antineutrindt. 0 = 0-nal

vizsgalva a két részecske belso szorzatat [4]:

V) AN\
pv-pr = 97 (p); (ps); = Mg” (%> ((% ) (4.66)

() () oo () () (2 ()
e (2) (22 o (22) () o () (22)

Ebbdl az elso tag:
ow”\ [0V g (7 + a®) hPwo,wop
h? tt — —h2 LW0p PP _ v 0u 4.67
g ( ot > < ot ) ovto gt%p + gttggaga Ar:F C2 ( )

A tobbi tagra is elvégezve a derivalast, megkapom a kovetkezo kifejezést:

2
2 ) hwo,wop

4.68
CzAr:; * ( )

pps = —(P+a

R R SR K A SR L

_— a — J—

- (72 + a2)* wi, (7 + a?)" Wiy
h2wo,wop ¢ty cJy

2
& 27":77 Wor Wop

Ha bevezetem a neutrindk energidjara a kovetkez6 osszefiiggést [1]:
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(4.69)

ahol hwg, a neutrindra energidja a végtelenben, ami teljesen azonos az antineutrindra is, a
voroseltolodasi faktor: /(72 + a2) /A,—; .

Az tk6zés 6, sz0gét meghatarozza a p, = ((p,,)r (p) (pl,)“p> harmas impulzusnak,

amely a neutrn6 palydjanak a tengellyel valo metszeténél van, valamint a forgéstengely iranya-

nak megfelel$ e, = (1/,/G,r, 0,0) normal vektornak a skalar szorzata [4].

_ Pv €y _ (pl/)r
I Ve [20)? /v + ()7 /900]

hol a kovetkezd kifejezést hasznalom p, - e, = g, (p,)" (e.)" és a harmas impulzusnak a nor-

(4.70)

maja |p,| = \/g”“ (p,,)f + g% (p,,)z . Kifejezve a (4.57) egyenletbdl a p,.-et :

(pu)z _ Yoo (WO/C)2 B (pu)g

Grr Yo — G1t9pe Yoo

4.71)

A (4.70) és (4.71) egyenletekbdl az litkdzési szog €s a Py kozott ezt az 6sszefliggést meghatarozva
[4]:

2
sin2f), = {(p”)f’} : A (4.72)

wo/c?| (r? 4 a2)’

ahol ¢ (p,), /wo = p, . Ebbdl kapom [1]:

sinf, = =2 iy (4.73)

ahol J
p, = (4.74)

Wov

Azaz (p,), megegyezik J-vel. Ezeket beirva a fenti egyenletbe (4.68):

Eveyp . .

Py pp=——% (1 —sinf,sinf; — cosd, cos ) (4.75)
c

Ha a neutrin6 a R;,-bol jon, akkor a #, értéke minimumot vesz fel, amit 6,,-el jelolok és ha-
sonlo képpen, ha R,,; -bol érkezik a részecske a forgastengelyre, akkor 6,, maximalis szoget
vesz fel a #,,. A radialis koordindta nem monoton valtoz6, hanem bizonyos esetekben atmegy
egy inflexidés ponton, ami a részecske palyajanak az a pontja, ami a legkozelebb van a nagy
tomegtli feketelyukhoz, jeldljiik rp-al. Ez a pont nem a végpontokban van. Az inflexids pont
kiszamolhato abbol, hogy p" = dr/d\ = ¢""p, = h (0¥, /dr) A/% = 0 (itt A affin paraméter
végig a null geodetikuson), ekkor
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) = To [1 + (a/TO)Q}
V1= rafro+ (a/ro)’

Ezek utan a palyagorbe egyenlete a OV /0J = const. Azaz, az eikonalnak a J kanonikus

(4.76)

konstans szerinti derivaltja is konstans értéket ad.

v v 1\ v, 1\
ov _ oV, 0¥ /8 d+/a 640 = const 4.77)

a7~ o7 "oy 97 97
c g

Mivel ¥, -nek és Wy-nak ismerem a megfeleld koordindtdk szerinti derivaltjat, ezért valtozik
a fenti differencidlegyenlet integral egyenletté. Elvégezve a derivalast a kanonikus konstans
szerint a (4.65) egyenlet gyokein, az egyik részecskére nézve:

ov ov, AP

— = —df 4.78

0.J 07" "] a7 (*4.78)

c g

Az egyenletet atrendezve kapom:

w/2

dr

/ \/1 — (a/p,)?sin®0 :Zr\/(r/pl,)2 [1+ (a/r)z}2 — [L=rg/r+ (a/r)]

A baloldalon tigy szamolom a palyat, mintha a részecske a @ = 0 -bol indulna, azaz a forgastenge-

(4.79)

lyrdl és a 0 = 7/2-be érkezne, ami az akkrécios lemez. A jobboldalon az integralt a teljes utra
veszem, amit C'-vel jel6lok.
Ezt kovetden szdmolom a részecskék EDR-jét. Azaz az egységnyi 1d0 alatt, egységnyi

térfogaton leadott energia [4]:

dEO (7’)
dtdV

= QCKG%F (7) / / fufo (e, + &) edcdde, dey; = (4.80)

217 KG%
= AT ) Ry

Tegff (3ry) F (T)

Ahol ¢ a Riemann zeta fliggvény, ami definicid szerint [8]:

= ., 1 1 1
C(S):;n =Lttt c=Re>1 (4.81)
Tovéabba [4]
K = (1+4sin®0, + 8sin*d,,) /67 (4.82)

Ebben sin?6,, = 0,23 és G% = 5,29 x 107 *em?MeV 2. A T.;f (3r,) az effektiv neutriné
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hémérséklet kiértékelve a 3r, = 6G M /c? helyen.
Az EDR-el az aranyossagot az F' (7) fliggvény hatarozza meg. Amit a kovetkezoképpen

lehet kiszamolni [1]:

972 =2 a\2 M On
F() = 5 T / d0, T2 (0,)sin 6, / 0, T4 (0,)sin 6, (4.83)
Teff (37"g) Ar:f
67n 67n
91»1 9]%
+/d0VTO5 (6,) sin® 9,,/619VT6L (6;) sin® 0,
6m 9"”
Onm O
+2 / do, Ty (0,) cos® 6, sin 6, / do, Ty (05) cos? 0, sin 0
am 9"”
Onm 0
—4 / d@l,Tg’ (0,)cosB,sinb, / cl@,;Tél (03) cos 05 sin 0]
Om Om
ahol
Teff (R) R2+a2—rgR
To (R) = 4.84
0 (R) ¥ R2+4 a2+ (ry/R) a? (4.84)

aholy =1/4/1 —v?/c? és

_2 - reR (R2 +a? — ay /2rgR)2 (4.85)

<

< (R2 + aW)Q (R?24a? —ryR)
A cél az F (7) fiiggvénynek a kiszamitasa.

Megadom az 7 érétkét a forgas tengelyen tovabba a-hoz is rendelek egy 0 — 1 kozotti értéket,
ha a = 0 értéket valasztok az a Schwarzschild téridore ad jo megoldast. Ezen feliill még ,-re
is meg kell adni egy értéket, mivel a forgastengelyen a forgastengelytél mérve a neutrind csak
[0, /2] szogek esetén vehet fel értékeket, ezért innen valasztva egy értéket a (4.73) egyenletet
megoldhat6. Az (4.73)-et atrendezve:

72+ a?
Py = Fra) A )
amit a (4.76) egyenletbe helyettesitve kiszdmolhatom az r( értékét. Tovabba tudom, hogy ry >

sin 6, (4.86)

0 és ro € R. Ha létezik r(, akkor a neutrind gorbéje egy olyan palyat ir le, ahol ry-ban inflexids
pontja lesz. Ekkor (4.79) integral jobb oldalan 1év0 integralt kettészedve eldszor ry — r-ig, majd
ro— R-ig végezem az integralast. Ha nincs ilyen r, akkor az (4.79) integral jobb oldala 7 — R-ig

halad. Majd az integralés elvégzése utan meg tudjuk hatarozni a részecske indulasi pontjat az
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akkrécios diszkrdl. Mert R jeloli azt a tdvolsagot a fekete lyuk kozepétdl az akkrécion, ahonnan
a részecske indult. Miutdn meghataroztam R-et, akkor meg kell nézni, hogy [R;,, Rou:| k6z¢&
esik-e. Ha R kiviil esik az akkrécios lemez tartomanyan, akkor nincs ilyen neutrin6 az adott
7-nél, aminek a beesési szoge 0,,. Ezt a folyamatot egy adott 7-nél az 6sszes 6, szogre elvégezve
meg lehet hatarozni, hogy az R;,-hez és az R,,;-hoz milyen 6,-értékek tartoznak. Az R;, -hez
tartozot jelolom 6,,-¢l és az R,,;-hoz tartozot 0,,-el. Ezek segitségével numerikusan meg lehet
hatarozni az R és a 6, kozotti Osszefiiggést, aminek a segitségével a (4.83) egyenletet ki lehet
integralni és szamszertien meghatarozhato a keresett F' (7) fliggvény értéke.

Tovébba bevezetek egy dimenzio mentes fliggvényt: G (7) = F (7) (7 +a?) /r2. A di-
menzi6 mentes G (7)-nek az r/r,-tol valo fiiggése allandd hdmérsékletii korong esetén a (4.2)
grafikonon lathato, ahol a, = a/0, 5r, [1].

a==0. 99

e,

200 =

2 4 6 8 10
r/re

abra 4.2. A G(r) fiiggvény az 7 /r, fliggvényében.[1]

A (4.2) abra azt mutatja, hogy a részecskék a forgastengelynek melyik 7 pontjadban anni-
hilalnak. A grafikon beosztasa r, egységekben van. A részecskék R;, = 3r, és Ry, = 107,
tartomanybdl indulnak. Ha az a forgési paramétert nullanak valasztjuk (azaz a = 0), akkor
visszakapjuk a Schwarzschild téridore az EDR értékét, tovabba a G (r)-fliggvény gorbéje la-
posabb. Viszont ha a forgasi paraméter értékét kozelitem az 1-hez, akkor a gérbe korabban
csucsosodik, és joval magasabbrol indul, mint az a = 0 esetben. Tehat, ha a — 1-et feltételezek,
akkor a neutrinok a forgastengely alacsonyabb részén nagyobb EDR értékeket adnak és joval
korabban érnek el egy maximalis értéket, mint ha a = 0-t vennék. A gyors felfutas utan lassu
lecsengésbe mennek at a gorbék és latszik, hogy bizonyos tavolsag utan mindegyik a értéknél

szamolt gorbe egyazon értékhez tart, azaz mar a forgasi paraméter sem jatszik nagy szerepet az
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EDR értékében.
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5 OSSZEFOGLALAS

5. Osszefoglalas

A dolgozatomban az eikonal egyenlet alkalmazasait vizsgaltam. Ehhez el6szor bevezettem a
Hamilton-Jacobi modszert, amiben ha m = 0 és S = W-t helyettesitek az eikonal egyen-
letet kapom vissza, amivel a nulla tdmegli részecskék mozgésat hatdrozhatom meg. Adott
metrikdknal lehetséges alkalmazni példaul a fényelhajlas, vagy a részecskék annihilacigjanak
vizsgalata soran.

Az eikonal egyenlet hasznosnak bizonyult, mivel meg tudtam hatarozni, hogy egy foton utja
mennyire tériil el az egyenestdl, amikor elhalad egy nagytdmegili objektum mellett.

Egy masik esetben, amikor egy fekete lyuk akkrécids korongjabol kirepiild neutrind vagy
antineutrin6 palyajat tanulményoztam, ameddig eléri a forgastengelyt.

Végiil az EDR értékét meghatarozo fiiggvényeket (a 4.2.1 fejezetben definialt G(r) fig-
gvényt) hasonlitottam Ossze. Ebbdl azt a kovetkeztetést tudtam levonni, hogy forgé magu
rendszerben az EDR értéke joval magasabb szintrdl indul, és hamarabb ér el maximumot a
forgastengelyen, mint egy sztatikus rendszerbe. Viszont minden esetben lathatd, hogy az EDR
értéke a magtol tavolabbi 7 esetén megkozelitdleg ugyanakkora értékhez tart.

A jovoben érdemes lenne utdna szamolni az EDR konkrét értékének mind Schwarzschild,
mind Kerr téridoben. Reprodukalni a [1] cikkben megjelent dbrakat. Esetleg mas megkozelités-
ben kiszamolni az EDR konkrét értékeit.
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6 KOSZONETNYILVANITAS

6. Koszonetnyilvanitas

Ezlton szeretném megkdszonni témavezetomnek, Keresztes Zoltannak a remek témat, a ki-

tartasat €s a segitséget a szakdolgozat megirasaban.
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