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2 HAMILTON JACOBI MÓDSZER

1. Bevezetés

Az általános relativitáselmélet egy jó értelmezést ad az asztro�zikai folyamatok megértésére.
Mint például a nagy tömeg�u csillagok fejl�odésének leírására, melyekb�ol kés�obb vagy neutron
csillag vagy fekete lyuk alakul ki, de az univerzum keletkezését is segít megérteni. Egy ilyen
görbült térben tudjuk vizsgálni a kisebb-nagyobb objektumokmozgását vagy más objektumokra
kifejtett hatását.
Az általános relativitáselméletben fontos szerepet tölt be az eikonál egyenlet és annak alkal-

mazásai. Ezen egyenlet segítségével meghatározható adott térid�oben, mint például Schwarz-
schild vagy Kerr térid�oben a részecskék mozgása.
A Schwarzschild térid�o egy nagy tömeg�u objektum körüli gömbszimmetrikus gravitációs

mez�ot ír le egy rá jellemz�o metrikával. Ezek az objektumok lehetnek csillagok vagy fekete
lyukak. A Kerr térid�o hasonló a Schwarzschild térid�ohöz, az eltérés nagyjából annyiban nyil-
vánul meg, hogy Kerr térid�oben az objektum forgásban van.
Schwarzschild térid�oben a fényelhajlását vizsgálom nagy tömeg�u objektum körül, amihez

az eikonál egyenlet jó kiinduló pontot ad [5]. A dolgozatomban ezt mutatom be, mint egyik
alkalmazás. Kerr térid�oben behatóbban vizsgálom a neutrínó és antineutrínó nagy energiájú
annihilációját. Ezen folyamatban (� + �� ! e+ + e�) keletkezik egy elektron-pozitron pár. En-
nek a folyamatnak a gamma kitörések (GRB, Gamma Ray Burst) megértésében lehet szerepe
[4]. A Kerr térid�oben az EDR (Energy Deposition Rate) számítása egy alkalmazása az eikonál
egyenletnek [1]. Az EDR az a teljesítmény, amit térfogategységekben a neutrínó-antineutrínó
párok annihilációja során keletkez�o elektron-pozitron párok elvisznek (4.83)

2. Hamilton Jacobi módszer

Ebben a fejezetben a Hamilton-Jacobi módszert ismertetem, amely a kanonikus egyenletek
megoldására vonatkozó módszer.
Egy mechanikai rendszer mozgásegyenlete megadható Lagrange függvénnyel. Legyen n

szabadsági fokú rendszer melyben a következ�o lesz a Lagrange függvény [7]:

L (q; _q; t) = T ( _q)� V (q; t) (2.1)

ahol T kinetikus energia , V potenciális energia, q = (q1; q2; ::; qn) az általános koordináták,
_q = ( _q1; _q2; ::; _qn) az általános sebességek.
A legkisebb hatás elve segítésével a mozgásegyenlet mechanikájának elve levezethet�o. Esze-

rint két t1 és t2 id�opillanatokhoz tartozó q1 és q2 hely koordináta között a rendszer mozgása a
következ�oképpen írható:
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2 HAMILTON JACOBI MÓDSZER

S =

Z t2

t1

L (q; _q; t) dt (2.2)

Ez a hatásfüggvény széls�oértéket vesz fel, aminek a szükséges feltétele, hogy az integrál variá-
ciója nulla legyen, ekkor:

�

Z t2

t1

L (q; _q; t) dt = 0 (2.3)

Most már levezethet�ok a Lagrange-féle másodfajú mozgásegyenleteket:

d

dt

@L

@ _qi
� @L

@qi
= 0 (2.4)

ahol i = 1; 2; :::; n.
Ezután minden qi koordinátához hozzá rendelhet�o az általános impulzus, ehhez a következ�ot

kell bevezetni:

pi =
@L

@ _qi
(2.5)

ahol i = 1; 2; :::; n. Ez az impulzus derékszög�u koordináták és konzervatív rendszerek esetén
megegyezik a közönséges impulzusokkal.
A Lagrange-egyenlet következ�oképp írható:

_pi =
@L

@qi
(2.6)

Az el�oz�o két egyenletet behelyettesítve az L (q; _q; t) függvény teljes differenciálját felírva:

d

 X
i

pi _qi � L

!
=
X

( _qidpi � _pidqi)�
@L

@t
dt (2.7)

Ezt követ�oen a rendszer �zikai állapotának jellemzésére a Hamilton-függvényt bevezetem:

H =
X
i

pi _qi � L (2.8)

Ebb�ol látszik, hogy aH = H (p; q; _q; t) függés�u. A fenti pi összefüggéssel a _qi -k kifejezhet�oek
ezért H = H (p; q; t) függés�u lesz. Most felírva a Hamilton - függvény teljes differenciálját:

dH =
X�

@H

@pi
dpi +

@H

@qi
dqi

�
+
@H

@t
dt (2.9)

Összehasonlítva a Lagrange függvény teljes differenciáljával, a következ�o két összefüggés írható
fel:

_qi =
@H

@pi
(2.10)
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2 HAMILTON JACOBI MÓDSZER

és
_pi = �

@H

@qi
(2.11)

Ezt a két egyenletet Hamilton-féle kanonikus egyenleteknek nevezzük. A pi-t qi -hez kanonikus-
an konjugált impulzusnak nevezik. A legnagyobb különbség a Lagrange és Hamilton egyen-
letek között, hogy az els�oben még másodrend�u differenciálegyenleteket kell megoldani addig
az utóbbiban els�orend�ueket, de kétszer annyi az egyenletek száma.
Konzervatív rendszerekre azaz, ha a kényszerfeltételek az id�ot�ol függetlenek, akkor a Hamil-

ton függvény a kinetikus és potenciális energia összege, ami azt jelenti, hogy H a rendszer
mechanikai energiája. Ha az id�ot�ol explicite nem függ, akkor a H = H (p; q) = konstans.
Viszont, ha az id�ot�ol explicite módon függ, akkor új változó bevezetésével, egy olyan H 0

Hamilton függvényre térek át, amely az id�ot�ol explicite módon már nem függ. Ekkor új kon-
jugált változópárt kell bevezetni és ebb�ol következ�oen a rendszer szabadsági fokainak a száma
egyel n�on fog, amire az (2.11, 2.10) egyenletek azonosan teljesülnek. Azaz egy id�ot�ol függ�o
Hamiltoni-rendszer ekvivalens egy olyan id�ot�ol független rendszerrel, amelyben eggyel több
szabadsági fok van, ez fordítva is igaz lesz. Az egyik legtöbbet használt megoldási módszere
ezeknek a mozgásegyenleteknek a változók transzformálása. A transzformációnál olyan vál-
tozókat kell bevezetni a p = (p1; p2; :::; pn) és a q = (q1; q2; :::; qn) helyett, hogy az egyenlet
könnyebben integrálható legyen, a változók legyenek a következ�ok: P = (P1; P2; :::; Pn) és
Q = (Q1; Q2; :::; Qn). Ahhoz, hogy az új változók segítségével is kanonikus egyenleteket
legyenek, P -re és Q-ra is kanonikus transzformációt kell alkalmazni. A kanonikus transzfor-
mációk alakja:

Pi = Pi (p; q; t) (2.12)

Qi = Qi (p; q; t) (2.13)

Ezekre a változókra is kell teljesülnie a kanonikus egyenleteknek ezért a következ�o feltételnek
kell eleget tenniük a P és Q változóknak, ami a legkisebb hatás elvéb�ol következik [7]:

�

Z t2

t1

hX
Pi _Qi �H 0 (P;Q; t)

i
dt = 0 (2.14)

ahol H 0 (P;Q; t) a transzformált Hamilton függvény. Továbbá belátható, hogy szükséges és
elégséges feltétele annak, hogy egy transzformáció kanonikus legyen az, hogy:

X
i

pi _qi �H =
X
i

Pi _Qi �H 0 +
dF

dt
(2.15)

ahol az F a koordináták, impulzusok és az id�o tetsz�oleges függvénye, ezt a függvényt a transz-
formáció alkotófüggvényének is nevezzük. Mivel F függvény szabadon választható ezért a fenti
feltétel sokféleképpen teljesülhet. Így különféle kanonikus transzformációk de�niálhatóak.
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3 AZ EIKONÁL EGYENLET GRAVITÁCIÓS TÉRBEN

Ezért lehetséges, hogy a régi p; q és az új P;Q változók az F függvényben vegyesen is sz-
erepelhetnek, például: F (p;Q; t). Mivel az alkotófüggvény szabadon választható és a kanon-
ikus transzformációk alkalmazásával a (2.11, 2.10) egyenletek megoldása a következ�o alakban
keresend�o. Bevezetve olyan új Pi és Qi változókat, amelyekre:

_Qi =
@H 0

@Pi
(2.16)

_Pi = �
@H 0

@Qi
(2.17)

kanonikus egyenletek könnyen integrálhatóak. A legkézenfekv�obb eset az, hogyha H 0 = 0,
mert ekkor _Qi = 0 és _Pi = 0 egyenletek állnak fent, ezek könnyen integrálhatóak. Ezért
most olyan kanonikus transzformációt keresek, amire teljesül a H 0 = 0. Az ehhez a transz-
formációhoz tartozó alkotó függvény legyen S (q;Q; t). Az ebb�ol származtatható kanonikus
transzformációk:

pi =
@S (q;Q; t)

@qi
(2.18)

Pi =
�@S (q;Q; t)

@Qi
(2.19)

Mivel azt szeretném, hogy H 0 = 0 legyen, ezért S-et úgy kell megválasztani, hogy:

H (p; q; t) +
@S

@t
= 0 (2.20)

teljesüljön. A H-ban lév�o pi változók a (2.18 , 2.19) alapján @S=@qi-vel kifejezhet�oek. Így a
következ�o egyenlet adódik:

H

�
@S

@qi
; q; t

�
+
@S

@t
= 0 (2.21)

Ezt Hamilton-Jacobi féle parciális differenciálegyenletnek nevezünk [7].

3. Az eikonál egyenlet gravitációs térben

Ebben a fejezetben szabad részecske mozgásának a leírását határozom meg az eikonál egyenlet
segítségével.
Egy szabad részecske mozgását egy gravitációs er�otérben a legkisebb hatás elvének segít-

ségével határozható meg [3]:

�S = �mc�
Z
ds = 0 (3.1)
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3 AZ EIKONÁL EGYENLET GRAVITÁCIÓS TÉRBEN

Ez az egyenlet azt prezentálja, hogy a részecske úgy mozog, hogy a világvonala két adott
világpont között széls�oértéket vesz fel. Az euklideszi térben ennek a mozgásnak egyenes vonalú
egyenletes mozgás felel meg.
A gravitációs tér hatása a térid�o metrikájának a módosulását vonja maga után a gravitá-

ció menteshez képest. A részecske mozgását gravitációs térben a (3.1) képlet segítségével
meghatározom. A részecske úgy mozog, hogy a világpontja által leírt görbe extremális legyen,
azaz az xi = xi(s) két közeli pontjába húzott érint�ovektorok párhuzamosak. Legyenek ezek a
pontok P és P 0, amelyekhez s és s0 = s + ds paraméterek tartoznak, a Ki = dxi=ds érint�o
vektorok párhuzamosak egymással [9]:

K (�0) = a (s; ds)K 0 (s) (3.2)

Ebben az esetben az a (s; ds) arányossági tényez�o csak kicsit különbözik 1-t�ol, ezért 1
körül sorba fejtve azt kapom, hogy a (s; ds) = 1 + b (s) ds. Ezt visszahelyettesítve a (3.2)
egyenletbe és a ds-ben másod- vagy magasabb rend�u tagokat elhanyagolva, azt kapom [9]:

K (s; ds) = K 0 (s) + b (s)K 0 (s) ds (3.3)

ezt átrendezve:

DK (s)

ds
= b (s)K (s) (3.4)

vagy (3.3) kovariáns derivált alakban:

dKi

ds
+ �iklK

kK l = bKi (3.5)

alakban felírva. Ezek után tegyük fel, hogy a (s; ds) = 1; amib�ol az következik, hogy b (s) = 0
és Ki = dxi=ds behelyettesítve, xi (s)-re a következ�o egyenletet írva:

d2xi

ds2
+ �ikl

dxk

ds

dxl

ds
= 0 (3.6)

Ez lesz a részecske mozgás egyenlete (amit geodetikus egyenletnek is neveznek), ami megmu-
tatja, hogy a pálya pontjaiba húzott érint�o vektorok párhuzamosak és egyenl�ok lesznek. Ezért a
görbe paraméterezését úgy kell megválasztani, hogy az érint�ovektorok hossza állandó legyen a
görbe mentén, ami annyit jelent [9]:

K2 = gkl
dxk

ds

dxl

ds
= 0 (3.7)

A görbe ilyen paraméterezésével a K2 paramétert af�n paraméterének nevezzük.
A (3.6) egyenletben szerepl�o �ikl mennyiségek meghatározzák a mozgást. A rendszer bi-

zonyos koordinátázásával a Christoffel szimbólumok nullát adnak, ami lokálisan egy in�nitezi-
málisan kicsiny tér részben a gravitáció kikapcsolását jelenti. Az, hogy ilyen választás lehet-
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3 AZ EIKONÁL EGYENLET GRAVITÁCIÓS TÉRBEN

séges, az ekvivalencia elv teszi lehet�ové.
A gravitációs térben a részecske négyesimpulzusa a következ�oképp de�niálható [3]:

pi = mcui (3.8)

ahol c a fénysebesség ésm a részecske tömege. Az impulzus négyzete:

pip
i = m2c2 (3.9)

ahol a pi helyett �@S=@xi írható. Ekkor a gravitációs térben mozgó részecske Hamilton-Jacobi
egyenlete [3]:

gik
@S

@xi
@S

@xk
�m2c2 = 0 (3.10)

Egy fényjel terjedésének leírására a (3.6) geodetikus egyenletnek az ilyen alakban történ�o felírása
nem alkalmas, mivel a fénysugár terjedésének világvonala mentén az ívelem nullával egyenl�o,
ami miatt az egyenlet minden tagja végtelenné válik. Ahhoz, hogy megadjam erre az esetre a
megfelel�o alakú mozgásegyenletet, �gyelembe kell venni, hogy a geometriai optikában a fény-
sugár terjedésének irányát a hullámvektorok határozzák meg, amelyek párhuzamosak a sugár
érint�o irányú egységvektorával. A négydimenziós hullámszám vektor:

ki =
dxi

d�
(3.11)

alakban írható, ahol � a sugár mentén változó paraméter. Mivel a speciális relativitáselméletben
a fény vákuumbeli terjedés során a hullámszám vektor nem változik a sugár mentén, azaz dki =
0. Ekkor gravitációs térben a hullámszám differenciálja a következ�o alakú lesz:

Dki = 0 (3.12)

Vagyis felírható [3]:

dki

d�
+ �ikldk

kdkl = 0 (3.13)

Mivel a hullámszám négyes vektorának a négyzete nulla:

kik
i = 0 (3.14)

a ki helyére @	=@xi-t helyettesítve a gravitációs térben érvényes eikonál egyenlet adódik:

gik
@	

@xi
@	

@xk
= 0 (3.15)

ami a Hamilton-Jacobi egyenletet adja vissza, ha m = 0 és S = 	 helyettesítést alkalmazok
[3]. Továbbá 	 a komplex elektromágneses négyes-potenciál Aa = Re [Ba exp (i	)] fázisa. A
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4 EIKONÁL EGYENLET ALKALMAZÁSA

	 függvényt nevezik eikonálnak.
Ez az egyenlet segít majd a részecskék mozgásának meghatározásában, ha ismerem a térid�o

metrikáját.

4. Eikonál egyenlet alkalmazása

4.1. Schwarzschild térid�o

Az eikonál egyenlet els�o alkalmazásához szükséges bevezetni a Schwarzschild térid�ot leíró
egyenletet. A Schwarzschild térid�o származtatását [6] alapján tárgyalom.
A Schwarzschild tér egy olyan metrikus tér, gab metrikával, ami reprezentál egy nehéz ob-

jektum (például egy csillag) körüli sztatikus gömbszimmetrikus gravitációs mez�ot. Kezdetnek
a legjobb konstruálni egy olyan általános metrikát, ami a sztatikus térid�ore jellemz�o.
A sztatikus térid�o xt id�oszer�u koordinátájára jellemz�ok a következ�o tulajdonságok:
a) A metrika minden komponense független az xt-tól
b) Az ívelemnégyzet (ds2) invariáns az xt ! �xt felcserélésére.
Az a)-ból nem feltétlen következik a b), ezt jól mutatja egy forgó csillagnak az esete: az id�o

ellentettje megváltoztatja a forgást, de a metrika komponensei id�oben állandóak.
Az ívelemnégyzet általános alakjából indulok ki:

ds2 = gabdx
adxb (4.1)

Ebben olyan xa koordináta halmazt keresünk, amelyben a gab metrika nem függ az id�oszer�u
koordinátától és az ívelemnégyzet invariáns a xt ! �xt transzformációra. Mint például egy
olyan sztatikus metrika, amiben a ds2 csak az xi térszer�u koordináták forgásra invariáns men-
nyiségeit�ol és azok differenciáljától függ.
Azonban csak egy kicsit nehezebb kihozni az általános formáját a térbeli izotróp metrikának

anélkül, hogy ragaszkodni kell a sztatikus formához. Így ezt az általánosabb alakot kezdem
felállítani. Majd csak ez után teszem hozzá azt a megszorítást, hogy a metrika sztatikus. A
térszer�u koordináták forgásra invariáns mennyiségei és differenciáljai tehát:

~x � ~x � r2; d~x � d~x; ~x � d~x ; (4.2)

ahol az ~x �
�
xr; x�; x'

�
és bevezetem az r koordinátát. Ha az xt id�oszer�u koordinátát, t-vel

jelölöm, akkor a térben izotróp metrika legegyszer�ubb el�oállítása:

ds2 = �A (t; r) dt2 +B (t; r) dt � ~x � d~x+ C (t; r) (~x � d~x)2 +D (t; r) d~x2 ; (4.3)

ahol A, B, C és D tetsz�oleges függvényei az r és t koordinátáknak.
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4.1 Schwarzschild téridő 4 EIKONÁL EGYENLET ALKALMAZÁSA

xr = r sin � cos'; x� = r sin � sin'; x' = r cos � (4.4)

Így azt kapom, hogy

~x � ~x = r2; ~x � d~x = rdr; d~x � d~x = dr2 + r2d�2 + r2 sin2 �d'2

Vagyis az általános metrika (4.3) a következ�o formát ölti:

ds2 = �A (t; r) dt2 +B (t; r) rdtdr + C (t; r) r2dr2 +D (t; r)
�
dr2 + r2d�2 + r2 sin2 �d'2

�
(4.5)

Ahol A, B, C, D függvények r függését �gyelembe véve, bevezethet�o egy új sugár menti ko-
ordináta �r = D (t; r). Valamint el�obb említett tetsz�oleges függvényeket átírom az új változók,
t és �r szerint. Ekkor a metrika a következ�o alakú lesz:

ds2 = �A (t; �r) dt2 +B (t; �r) dtd�r + C (t; �r) d�r2 +D (t; �r)
�
d�2 + sin2 �d'2

�
(4.6)

Ezek után a t helyett bevezetve egy új id�oszer�u koordinátát �t, melyet a következ�o összefüggés
de�niál:

d�t = 
(t; �r) [A (t; �r) dt� 1
2
B (t; �r) d�r] (4.7)

ahol 
 (t; �r) egy integráló tényez�o, mely a jobb oldalt egzakt differenciállá teszi. Ezt
négyzetre emelve majd átrendezve kapom:

Adt2 �Bdtd�r =
1

A
2
d�t2 � B

4A
d�r2 (4.8)

Az új függvények meghatározásával �A = 1= (A
2) és �B = C+B= (4A), a metrika diagonálissá
válik. A továbbiakban az egyszer�uség kedvéért az új változókról elhagyom a felülvonást.

ds2 = �A (t; r) dt2 +B (t; r) dr2 + r2
�
d�2 + sin2 �d'2

�
(4.9)

Így az általános izotróp metrikát két r és t -t�ol függ�o függvény határozza meg: A (t; r) és
B (t; r). Látható, hogy az r és t megadásával az ívelemnégyzet kiszámítható gömbi felületek
esetén a (4.9) segítségével. Valójában az ívelemnégyzet azt mutatja, hogy egy ilyen felület által
határolt terület nagysága 4�r2. Azonban mivel B (t; r) nem egységnyi, nem vonható le az a
következtetés, hogy r a radiális távolság.
Végül ahhoz, hogy megkapjam a legáltalánosabb állandó izotróp metrikát szükséges, hogy

a gab elemei függetlenek legyenek az id�oszer�u koordinátától, ami annyit jelent, hogy A és B
csak r -t�ol függ�oek lehetnek. Ez a Birkhoff tétel következménye [10]:

9
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ds2 = �A (r) dt2 +B (r) dr2 + r2
�
d�2 + sin2 �d'2

�
(4.10)

Ebb�ol azonnal látszik, hogy ds2 a t ! �t -re invariáns, így ez egy általános sztatikus tér-
ben izotróp térid�o metrikáját írja le. A továbbiakban A (r) és B (r) függvényeket fogom
meghatározni.
Ehhez az Einstein féle téregyenletb�ol indulok ki:

Gab = 8�G � Tab (4.11)

ahol Tab az energia impulzus tenzor, aminek vákuumban nullát kell adnia,Gab az Einstein tenzor
és G pedig a gravitációs állandó. A Christoffel szimbólumok a következ�oképpen számolhatók
a metrika segítségével:

�abc =
1

2
gad (@bgdc + @cgdb � @dgbc) (4.12)

A metrika diagonalitása miatt nem kell minden tagot kiszámolni. Azokra a Christoffel szim-
bólumokra, amiknek a fels�o indexe t, az teljesül, hogy

�tbc =
1

2

�
�1
A (r)

�
@r (�A (r)) � rb � tc +

1

2

�
�1
A (r)

�
@r (�A (r)) � rc � tb =

A0 (r)

2A (r)

�
� rb �

t
c + � rc �

t
b

�
(4.13)

ahol az utolsó tag kiesik, mert nincs id�ofüggés. Ez alapján az ilyen alakú komponensek közül
azok nem lesznek nullák amelyekre b = r és c = t vagy b = t és c = r teljesül. Ezek alakja
pedig:

�trt = �
t
tr =

A0 (r)

2A (r)
(4.14)

Ez után hasonló megfontolások alapján a Christoffel szimbólumok további nem nulla elemei:

�rtt =
B (r)B0 (r)

2
; �rrr = �

B0 (r)

2B (r)
; �r�� = �rB (r) ; �r'' = �rB (r) sin2 �

��r� = �
�
�r =

1

r
; ��'' = � sin � cos � (4.15)

�'r' = �
'
'r =

1

r
; �'�' = �

'
'� = ctg�

A Christoffel szimbólumokból ki lehet számolni a Ricci tenzort, ami

Rab = @a�
a
bb � @b�

a
ba + �

a
ai�

i
bb � �abi�iba (4.16)
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A Ricci tenzor els�o komponense az Rtt a következ�oképpen néz ki:

Rtt = @a�
a
tt � @t�

a
ta + �

a
ai�

i
tt � �ati�ita (4.17)

= @r�
r
tt +

�
�ttr + �

r
rr + �

�
�r + �

'
'r

�
�rtt � �ttr�rtt � �trt�rtt

Behelyettesítve a Christoffel szimbólumokat (4.14)-ból és (4.15)-ból, azt kapom, hogy a nem
elt�un�o komponensek:

Rtt =
A00 (r)

2B (r)
� A0 (r)

4B (r)

�
A0 (r)

A (r)
+
B0 (r)

B (r)

�
+
A0 (r)

rB (r)
(4.18)

Rrr = �
A00 (r)

2A (r)
+
A0 (r)

4A (r)

�
A0 (r)

A (r)
+
B0 (r)

B (r)

�
+
B0 (r)

rB (r)

R�� = �
1

B (r)
� r

2B (r)

�
A0 (r)

A (r)
� B0 (r)

B (r)

�
+ 1 (4.19)

R'' = R�� sin
2 �

A Ricci tenzor segítségével megadva a Einstein tenzort:

Gab = Rab �
1

2
gabR (4.20)

Mivel vákuumban az energia impulzus tenzor nulla (Tab = 0), ezért a vákuum Einsten egyenlete
a következ�o lesz:

Rab �
1

2
gabR = 0 (4.21)

Ezt kell megoldani, aholR = gabRab. Az Einstein egyenlet ezen alakját (4.21) balról beszorzom
gab -val, felhasználva azt, hogy gabgab = 4. Ezt követ�oen a tagokat összevonva az egyenlet a
következ�o alakú lesz:

Rab = 0 (4.22)

Ez azt jelenti, hogy vákuumban elt�unik a Ricci tenzor. Ennek segítségével a Ricci tenzor kom-
ponenseib�ol (4.18), (4.19) kifejezve az A (r)-t és B (r)-t.

0 =
A00 (r)

2B (r)
� A0 (r)

4B (r)

�
A0 (r)

A (r)
+
B0 (r)

B (r)

�
+
A0 (r)

rB (r)
(4.23)

0 = �A
00 (r)

2A (r)
+
A0 (r)

4A (r)

�
A0 (r)

A (r)
+
B0 (r)

B (r)

�
+
B0 (r)

rB (r)
(4.24)
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0 = � 1

B (r)
� r

2B (r)

�
A0 (r)

A (r)
� B0 (r)

B (r)

�
+ 1 (4.25)

Ha most B (r) �(4.23)+A (r) �(4.24)-et végrehajtom

0 =
A (r)

r

�
A0 (r)

A (r)
� B0 (r)

B (r)

�
(4.26)

Ha A (r) = 0, akkor szinguláris lenne a metrika, ezért tegyük fel, hogy A (r) 6= 0 és r 6= 1.
Ekkor csak

A0 (r)

A (r)
� B0 (r)

B (r)
= 0 (4.27)

kifejezést kell megvizsgálni. Ezt beszorozva A (r) �B (r)-el:

0 = A0 (r)B (r) +B0 (r)A (r) = (AB)0 ) AB = � (4.28)

Ezt a (4.25) egyenletbe behelyettesítve:

0 = �A (r)
�

+ 1� A0 (r)

�
(4.29)

ebb�ol:
(rA)0 = �) rA = �r + � (4.30)

Ekkor azt kapom A (r)-re és B (r)-re:

A (r) = �

�
1 +

�

r

�
(4.31)

B (r) = �

�
1 +

�

r

��1
(4.32)

ahol � = A (r)B (r) és � integrációs konstans. Ha gyenge gravitációs tér van, akkor határeset-
ben az A (r)-nek ezzel kell megegyeznie [6]:

A (r)

c2
! 1 +

2�

c2
(4.33)

ahol � a Newtoni gravitációs potenciál, ami � = �GM=r. Itt M a gömbszer�u szimmetrikus
test tömege, G a gravitációs állandó és c a fénysebesség. (4.33) jobb oldalát behelyettesítve
A (r) helyére az kapom, hogy:

c2 +
2GM

r
= �+ �

�

r

Ebb�ol látszik, hogy � = c2 és a � = 2GM=c2. Most már megadható A (r) és B (r) pontos
alakját, amiket behelyettesítve a (4.10) egyenletbe megkapom a Schwarzschild metrikát egyM
tömeg körüli üres térid�oben:
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ds2 = �c2
�
1� 2GM

c2r

�
dt2 +

�
1� 2GM

c2r

��1
dr2 + r2d�2 + r2 sin2 �d'2 (4.34)

Ametrika ezen alakját felhasználva arra, hogy megvizsgáljam a �zikát egy gömbszer�u objektum
körül, különös tekintettel a szabadon es�o tömeges részecskék és fotonok pályájára. A metrika
elemei az r = 2GM=c2 sugárnál a végtelenbe tartanak, ezt a sugarat Schwarzschild sugárnak
szokták nevezni. Ha a masszív testek felülete összehúzódik egy ekkora sugarú gömbbe, akkor
az objektumból Schwarzschild fekete lyuk lesz.
Látható, hogy a Schwarzschild féle ívelemnégyzet az r = 0-ban �zikai szingularitás van

és r = 2GM=c2-ben pedig koordináta szinguláris és ez utóbbi kifejezést Swarzschild sug-
árnak nevezzük, erre a következ�o jelölést szokták használni: rg. Az Eddington�Finkelstein
koordinátázásban a metrika nem lesz szinguláris a rg = 2GM=c2 helyen [6]. A Schwarzschild
sugár nagysága a Nap esetében:

rg =
2GM�

c2
= 2; 95 km (4.35)

Ez egyértelm�uen kisebb, mint a Nap sugara (R� = 7 � 105 km). Hasonlóan kiszámítható egy
protonra is. Az látszik, hogy ezen valós objektumoknál a Schwarzschild sugár a testen belül fek-
szik, ahol a vákuum tér egyenletek nem alkalmazhatóak. De bizonyos kompakt objektumoknál
a sugár jóval nagyobb, mint az objektum maga [6].

4.1.1. Fényelhajlás tárgyalása az eikonál egyenlet segítségével

Ebben a fejezetben a fényelhajlás szögét vizsgálom meg egy sztatikus gömbszimmetrikus grav-
itációs térben. Itt az el�oz�o fejezetben meghatározott Schwarzschild metrikát használom (4.34).
A számolást az eikonál egyenletb�ol (3.15) kiindulva kezdem, ami a fény útját írja le.
Itt a komplex elektromágneses négyes potenciál Aa = Re [Ba exp (i	)] és a hullámszám

vektor ka = @	=@xa. A komplex amplitúdó lassan változik a geometriai optikai közelítés
miatt. Az általános formája az amplitúdónak a polarizáció vektor. ka integrál görbéje határozza
meg a fénysugarakat és ezek a görbék mer�olegesek a fény hullámfrontjára. Az eikonál egyenlet
a feltétele, hogy a hullám vektor nulla legyen. Továbbá a vákuumbeli Maxwell egyenleteknek
azt kell megadniuk, hogy a fényutak végig a null geodetikus mentén fussanak, karkb = 0,
valamint a polarizáció vektor mer�oleges a fénysugarakra és hasonlóan terjed [5]. A pályagörbét
úgy választom meg, hogy az egyenlít�o síkjában legyen, � = �=2. A probléma szimmetriájának
következtében az eikonál függvény:

	 = �Et+ L'+  r (r) (4.36)

ahol L = bE az impulzus momentum, ebben b egy impakt paraméter és E pedig az energiát
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jelöli. Bevezetve az " = Gmb�1=c2 [5] paramétert az ismeretlen radiális függvényre adódik:

 r = E

Z
C (r) dr (4.37)

ahol

C (r) = �
s

r4

(r2 � 2b"r)2
� b2

r2 � 2b"r (4.38)

A negatív el�ojelet akkor választom a gyök elé, ha r csökken (azaz a foton a lencséz�o objektum
felé tart) és pozitív el�ojelet, ha r növekszik (a foton távolodik a lencséz�o objektumtól). Ez a
fajta választás azt biztosítja, hogy d r = EC (r) dr > 0 , ezért mindegy, hogy a foton közeledik
vagy távolodik. Ha 2b"=r kicsi, akkor az (4.38) egyenlet gyök alatti részét sorba fejtve lineáris
rendig [9]:

C (r) = �

s
1 +

4b"

r
� b2

r2

�
1 +

2b"

r

�
(4.39)

Ezt visszahelyettesítve a (4.37)-be és kiintegrálva:

 r (r) =  (0)r + b" � arccoshr
b

(4.40)

Ahol  (0)r a foton egyenes pályájának felel meg. A fénysugár egy messzi R pontból érkezik a
legközelebb es�o pontba, ami r = b és ezt követ�oen vissza megy, akkor a  r megváltozása:

� r = � 
(0)
r + 2b" � arccoshR

b
(4.41)

A (4.36) egyenlet L szerinti deriváltjából fogom megkapni a sugár menti ' polárszög megvál-
tozását az R helyen [9]:

�' = �@� r
@L

= �@� 
(0)
r

@L
+

2b"R

b
p
R2 � b2

(4.42)

Figyelembe véve, hogy �' = �-re egyenest kapok és R!1-re:

�' = � + 2" (4.43)

Ez azt mutatja, hogy a fénysugár pályája elhajlik. Az r = b-hez való közeledés és távolodás
pályája

�' = 2" (4.44)

értékkel tér el. Azaz �' szöggel térül el a fénysugár.
Ennek segítségével akár a Napm =M� � 2�1030kg; rmin = R� � 7�108m gravitációs tere

által okozott fényelhajlást �' � 1; 700 is meghatározható: Ezt az értéket A.S. Eddington mérte
ki 1919-ben, amikor a napfogyatkozás alatt képeket készített a naphoz közeli csillagokról.
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4.2 Kerr téridő 4 EIKONÁL EGYENLET ALKALMAZÁSA

4.2. Kerr térid�o

Ennek a térid�onek a leszármaztatása meghaladja a dolgozat célkit�uzéseit, ezért a [6] alapján
tárgyalva csak a fontosabb lépéseket említem.
A Schwarzschild megoldás leírja a térid�o geometriát egy gömbszimmetrikus masszív ob-

jektum körül, melyben a tárgyat csak a tömege jellemzi. Azonban a legtöbb asztro�zikai ob-
jektum forgásban van. Egy ilyen esetben a gömbszimmetrikus megoldás nem alkalmazható,
mert a tárgy forgástengelye meghatároz egy speciális irányt. A nemlineáris mez�o egyenletek
összekapcsolják a forrást a küls�o geometriával. Ezen felül a forgó tárgyat nem csak tömege,
hanem az impulzusmomentuma is jellemzi. Így elvárható lenne, hogy az ehhez tartozó térid�o
metrika ett�ol a két paramétert�ol függjön.
Mint fentebb látható a Schwarzschild megoldáshoz úgy jutok el, hogy el�oször meghatároz-

tam a sztatikus izotróp metrika általános formáját. Most meg kell alkotni a térid�o geometriát egy
állandó forgásban lév�o test körül. El�oször megadva az állandó tengelyszimmetrikus metrika ál-
talános formáját. Egy ilyen jelleg�u térid�o leírásához be kell vezetni a következ�o kifejezéseket:
az id�oszer�u koordinátát jelölve t (= xt)-vel, a harmadik térszer�u koordinátát pedig az azimut
szöggel ' (= x'). A térid�o állandó és tengelyszimmetrikus jellege megköveteli, hogy a metrika
gab elemei függetlenek legyenek t-t�ol és '-t�ol, azaz

gab = gab
�
xr; x�

�
; (4.45)

ahol xr és x� a két fennmaradó térszer�u koordináta.
Megkövetelve, hogy az ívelemnégyzet invariáns legyen a t és a ' koordináták együttes el�ojel

váltására, így a következ�o m�uveletekre:

t! �t ; '! �' (4.46)

Ennek a �zikai jelentése az, hogy egy gravitációs mez�o forrásának, bármilyen is legyen a
mozgása, annak csakis forgás jellege lesz a szimmetriatengely körül, vagyis forgó testhez kapc-
solódó térid�o. Az így feltételezett invariancia megköveteli a következ�ot:

gtr = gt� = gr' = g�' = 0 (4.47)

Hiszen az ezeknek megfelel�o kifejezések az ívelemnégyzetben el�ojelet váltanának t és' egyidej�u
cseréje esetén. Vagyis ezen feltételezéseket követ�oen az ívelemnégyzetnek a következ�o alakú-
nak kell lennie:

ds2 = gttdt
2 + 2gt'dtd'+ g''d'

2 +
�
grr (dx

r)2 + 2gr�dx
rdx� + g�� (dx�)

2� (4.48)

További szimmetriai megfontolásokat �gyelembe véve, a Kerr metrika alakja a következ�o [6]:
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ds2 = gttdt
2 + 2gt'dtd'+ g''d'

2 + grrdr
2 + g��d�

2 (4.49)

ahol a tetsz�oleges gab függvények csak r-t�ol és �-tól függenek. Igazolni kell azt, hogy egy ilyen
ívelemnégyzet valóban kielégíti Einstein gravitációs mez�o egyenleteit, ezáltal explicit formát
adva a metrika elemeinek, amelyek megjelennek a ds2 (4.49) kifejezésében.
A problémát ugyanúgy meg közelítve, mint a Schwarzschild metrika esetében. El�oször

kiszámolva a Christoffel szimbólumokat (�abc) a (4.49) metrikából, majd ezeket az együtthatókat
felhasználva megadható a Ricci tenzor Rab komponensei, amelyek az ívelemnégyzetben sz-
erepl�o ismeretlen együtthatófüggvényeknek a kifejezései. Mivel újra a forgásban lév�o anyag
eloszlásán kívüli térid�o geometria a fontos, a vákuum mez�o egyenletét kell megoldani.

Rab = 0 (4.50)

Ez a folyamat algebrai megközelítésben igen hosszú és bonyolult [6]. Belátható, hogy az Ein-
stein egyenletek önmagukban nem elégségesek ahhoz, hogy az összes ismeretlen együtthatófüg-
gvényt egyenként meghatározzák. A tengelyszimmetria követelményei sokkal kevesebb megkötés-
sel járnak, mint a gömbszimmetria, melyet a Schwarzschild geometria felépítése során lett
használva. Az elképzelés általában az, hogy egy kompakt forgó objektum legyen, mint például
egy csillag vagy egy bolygó, és az általános metrikának (4.49) igaznak kell lennie a forgó
tengelyszimmetrikus testen kívül is. Annak érdekében, hogy eljussunk a Kerr metrikához,
további feltételeket kell megadni, hogy megkapjuk a megoldást. Megkövetelve, hogy a térid�o
geometriája a Minkowski féle térid�ohöz tartson, ha r ! 1-be és, hogy létezzen egy sima zárt
konvex esemény horizont, amin kívül a geometria nem szinguláris; ebben az esetben egyetlen
megoldás lesz. A Boyer�Lindquist koordinátázását (t; r; �; ') használva az ívelemnégyzet a
Kerr geometriában a következ�o alakban adható meg [6]:

ds2 = �
�
1� rgr

�

�
c2dt2 � 2rgacr sin

2 �

�
dtd'+

�

�
dr2 + �d�2 (4.51)

+

�
rgra

2 sin2 �

�
+ a2 + r2

�
sin2 �d'2 ;

ahol rg a Schwarzschild sugár, a konstans, � és �-ra a következ�ok igazak:

� = r2 + a2 cos2 �; � = r2 � rgr + a2 (4.52)

Ez egy általános kifejezése a ds2-re Kerr térid�o esetén [6]. Amikor a a forgási paraméter nul-
lához tart, akkor visszakapjuk a Schwarzschild térid�o metrikáját.

4.2.1. A neutrínó-antineutrínó annihiláció
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Ebben a fejezetben egy neutrínó pár annihilációját vizsgálom fekete lyukak közelében. A folya-
mat során a (� + �� ! e+ + e�), azaz elektron-pozitron pár keletkezik. A következ�o felépítés�u
rendszert vesszük: egy forgó, gömbszimmetrikus, nagy tömeg�u fekete lyuk, aminek a forgási
síkjára mer�olegesen egy forró vékony akkréciós korong található. Ebben az elrendezésben a
térid�o Kerr jelleg�u lesz. Ha forgás mentes lenne, akkor Schwarzschild térid�ovel le lehetne írni a
rendszert. Feltételezem, hogy az akkréciós korongból emittálódik a neutrínó és az antineutrínó,
amik a forgástengelyt ütközés nélkül érik el és azok csak a forgási tengelyen ütköznek össze.
Az akkréciós lemez bels�o szélét Rin -el jelölöm, hasonló képpen a küls�o szélét Rout-al. Azaz
az akkréciós lemez ezen széls�o értékek között lesz. Azokra a neutrínókra, amelyek elhagyták a
korongot, csak is a rendszer közepén található fekete lyuk gravitációs vonzása hat.

ábra 4.1. Egy neutrínó pályája az R kiindulási pontból az ~r forgástengelyen lév�o pontban megy
át.

A forgó feketelyuk körül az ívelemnégyzet a Kerr térid�o metrikája [1]:

ds2 = gijdx
idxj = �

�
1� rgr

�

�
c2dt2 +

�

�
dr2 +

+
�rgr
�
a2 sin2 � + r2 + a2

�
sin2 �d'2 + �d�2 � 2rgr

�
a sin2 �cdtd' (4.53)

ahol rg = 2GM=c2 a Schwarzschild sugarat jelölöm és az a pedig Kerr paraméter, ami 0 és
rg=2 közötti érték [1].
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� = r2 + a2 cos2 � (4.54)

� = r2 + a2 � rgr (4.55)

Az impulzus momentum a tömeg nélküli részecskékre pipi = 0, azaz az impulzusok az alkotó
függvény 	 deriválásából következnek pi = ~@i	 . Ezután felírva az eikonál egyenletet [3]:

gij (@i	) (@j	) = 0 (4.56)

Ezt ha kiírom a metrika minden tagjával és a pi = ~@	=@xi helyettesítést alkalmazom:

gttp2t + gt'ptp' + g'tp'pt + grrp2r + g��p2� + g''p2' = 0 (4.57)

egyenletet kapom, ahol p' = ~@	=@' = cont: és pt = ~@	=@t = const. a metrika nem
függ explicite t-t�ol és '-t�ol [6]. A p' = L és a pt = �!0 jelöléseket vezetem be ezekre.
Visszahelyettesítve és átrendezve az egyenletet kapom, hogy:

gtt!20 � 2gt'L!0 + g''L2 = �grr
�
@	r;�
@r

�2
� g��

�
@	r;�
@�

�2
(4.58)

Ekkor az eikonál választható a következ�oképp:

	 = �!0t+ L'+	r;� (r; �) (4.59)

Amiben látszik, hogy az utolsó tag egyszerre függ r -t�ol és �-tól. Ha behelyettesítem a metrika
elemeit a (4.58) egyenletbe és g��-val átszorozom:

�

�
@	r;�
@r

�2
+

�
@	r;�
@�

�2
=

 
(r2 + a2)

2

�
� a2 sin2 �

!
!20
c2
� (4.60)

�2
�
a+ a

r2 + a2

�

�
L
!0
c
�
�
a2

�
� 1

sin2 �

�
L2 (4.61)

Az egyenletet átrendezve kapom a következ�o összefüggést:

�2

�
@	r;�
@r

�2
+�

�
@	r;�
@�

�2
=
h!0
c

�
r2 + a2

�
� aL

i2
��

�
a
!0
c
sin � � L

sin �

�
(4.62)

így kapom:

1

�

h!0
c

�
r2 + a2

�
� aL

i2
��

�
@	r;�
@r

�2
=

�
@	r;�
@�

�2
+

�
a
!0
c
sin � � L

sin �

�
(4.63)
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ami azt mutatja, hogy 	 függvényre kereshet�o olyan alakú megoldás, hogy szeparálható r és �
szerint. Azaz az eikonál [1]:

	 = �!0t+ L'+	r (r) + 	� (�) (4.64)

ahol 	r (r) és 	� (�) kielégíti [1]:�
@	r
@r

�2
=

1

�2

h!0
c

�
r2 + a2

�
� aL

i2
� J2

��
@	�
@�

�2
= J2 �

�
a
!0
c
sin � � L

sin �

�2
(4.65)

Ebben J a szeparációs konstans, !0 és L is konstansok.
Ebben az esetben a neutrínó az akkréciós lemezr�ol r = R távolságból és � = �=2 emit-

tálódik, és a forgástengelyre érkezik r = ~r és � = 0 -ba. Az ~r jelöli a forgástengelyen a
távolságot, az r pedig az akkréciós korongon a távolságot. Azok a részecskék érhetik el a
forgástengelyt, amelyekre az L = 0 fennáll. Az annihiláló részecskék közül az egyik im-
pulzusát p� , a másikét p�� adja meg, ahol � és �� jelöli a neutrínó és antineutrínót. � = 0-nál
vizsgálva a két részecske bels�o szorzatát [4]:

p� � p�� = gij (p�)i (p��)j = ~
2gij

�
@	�

@xi

��
@	��

@xj

�
(4.66)

= ~2gtt
�
@	�

@t

��
@	��

@t

�
+ ~2gt'

�
@	�

@t

��
@	��

@'

�
+ ~2gt'

�
@	�

@'

��
@	��

@t

�
+~2g''

�
@	�

@'

��
@	��

@'

�
+ ~2grr

�
@	�

@r

��
@	��

@r

�
+ ~2g��

�
@	�

@�

��
@	��

@�

�
Ebb�ol az els�o tag:

~2gtt
�
@	�

@t

��
@	��

@t

�
= �~2!0�!0��

g''
g2t' + gttg''

=
(~r2 + a2)

�r=~r

~2!0�!0��
c2

(4.67)

A többi tagra is elvégezve a deriválást, megkapom a következ�o kifejezést:

p� � p�� = �
�
~r2 + a2

� ~2!0�!0��
c2�r=~r

+ (4.68)

+
~2!0�!0��
c2�r=~r�r=~r

�
~r2 + a2

�2 �
1� �r=~r

(~r2 + a2)2
c2J2�
!20�

�1=2 �
1� �r=~r

(~r2 + a2)2
c2J2��
!20��

�1=2
+

+
~2!0�!0��
c2�r=~r

cJ�
!0�

cJ��
!0��

Ha bevezetem a neutrínók energiájára a következ�o összefüggést [1]:
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"� = ~!0�

s
~r2 + a2

�r=~r

(4.69)

ahol ~!0� a neutrínóra energiája a végtelenben, ami teljesen azonos az antineutrínóra is, a
vöröseltolódási faktor:

p
(~r2 + a2) =�r=~r .

Az ütközés �� szögét meghatározza a p� =
�
(p�)

r ; (p�)
� ; (p�)

'
�
hármas impulzusnak,

amely a neutrnó pályájának a tengellyel való metszeténél van, valamint a forgástengely irányá-
nak megfelel�o ez =

�
1=
p
grr; 0; 0

�
normál vektornak a skalár szorzata [4].

cos �� =
p� � ez
jp� j

=
(p�)rq

grr
�
(p�)

2
r =grr + (p�)

2
� =g��

� (4.70)

hol a következ�o kifejezést használom p� � ez = grr (p�)
r (ez)

r és a hármas impulzusnak a nor-
mája jp� j =

q
grr (p�)

2
r + g�� (p�)

2
� . Kifejezve a (4.57) egyenletb�ol a pr-et :

(p�)
2
r

grr
=
g'' (!0=c)

2

g2t' � gttg''
� (p�)

2
�

g��
(4.71)

A (4.70) és (4.71) egyenletekb�ol az ütközési szög és a P� között ezt az összefüggést meghatározva
[4]:

sin2 �� =

�
(p�)�
!0=c2

�2
�

(r2 + a2)2
(4.72)

ahol c (p�)� =!0 = �� . Ebb�ol kapom [1]:

sin �� =
���r=~r

~r2 + a2
(4.73)

ahol
�� =

cJ�
!0�

(4.74)

Azaz (p�)� megegyezik J-vel. Ezeket beírva a fenti egyenletbe (4.68):

p� � p�� = �
"�"��
c2

(1� sin �� sin ��� � cos �� cos ���) (4.75)

Ha a neutrínó a Rin-b�ol jön, akkor a �� értéke minimumot vesz fel, amit �m-el jelölök és ha-
sonló képpen, ha Rout -ból érkezik a részecske a forgástengelyre, akkor �M maximális szöget
vesz fel a �� . A radiális koordináta nem monoton változó, hanem bizonyos esetekben átmegy
egy in�exiós ponton, ami a részecske pályájának az a pontja, ami a legközelebb van a nagy
tömeg�u feketelyukhoz, jelöljük r0-al. Ez a pont nem a végpontokban van. Az in�exiós pont
kiszámolható abból, hogy pr = dr=d� = grrpr = ~ (@	r=dr)�=� = 0 (itt � af�n paraméter
végig a null geodetikuson), ekkor
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�� =
r0
�
1 + (a=r0)

2�q
1� rg=r0 + (a=r0)

2
(4.76)

Ezek után a pályagörbe egyenlete a @	=@J = const. Azaz, az eikonálnak a J kanonikus
konstans szerinti deriváltja is konstans értéket ad.

@	

@J
=
@	r
@J

+
@	�
@J

=

Z
C

@	r
@J

dr +

Z
g

@	�
@J

d� = const (4.77)

Mivel 	r -nek és 	�-nak ismerem a megfelel�o koordináták szerinti deriváltját, ezért változik
a fenti differenciálegyenlet integrál egyenletté. Elvégezve a deriválást a kanonikus konstans
szerint a (4.65) egyenlet gyökein, az egyik részecskére nézve:

@	

@J
=

Z
C

@	r
@J

dr +

Z
g

@	�
@J

d� (4.78)

Az egyenletet átrendezve kapom:

�=2Z
0

d�q
1� (a=��)

2 sin2 �
=

Z
C

dr

r

q
(r=��)

2 �1 + (a=r)2�2 � �1� rg=r + (a=r)
2� (4.79)

A baloldalon úgy számolom a pályát, mintha a részecske a � = 0 -ból indulna, azaz a forgástenge-
lyr�ol és a � = �=2-be érkezne, ami az akkréciós lemez. A jobboldalon az integrált a teljes útra
veszem, amit C-vel jelölök.
Ezt követ�oen számolom a részecskék EDR-jét. Azaz az egységnyi id�o alatt, egységnyi

térfogaton leadott energia [4]:

dE0 (r)

dtdV
= 2cKG2FF (~r)

Z Z
f�f�� ("� + "��) "

3
�"
3
��d"�d"�� = (4.80)

=
21�4

4
� (5)

KG2F
h6c5

k9T 9eff (3rg)F (~r)

Ahol � a Riemann zeta függvény, ami de�níció szerint [8]:

� (s) =
1X
n=1

n�s =
1

1s
+
1

2s
+
1

3s
+ ::: � = Re > 1 (4.81)

Továbbá [4]

K =
�
1� 4 sin2 �w + 8 sin4 �w

�
=6� (4.82)

Ebben sin2 �w = 0; 23 és G2F = 5; 29 � 10�44cm2MeV �2. A Teff (3rg) az effektív neutrínó
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h�omérséklet kiértékelve a 3rg = 6GM=c2 helyen.
Az EDR-el az arányosságot az F (~r) függvény határozza meg. Amit a következ�oképpen

lehet kiszámolni [1]:

F (~r) =
2�2

T 9eff (3rg)

�
~r2 + a2

�r=~r

�2
[2

�MZ
�m

d��T
5
0 (��) sin ��

�MZ
�m

d���T
4
0 (���) sin ��� (4.83)

+

�MZ
�m

d��T
5
0 (��) sin

3 ��

�MZ
�m

d���T
4
0 (���) sin

3 ���

+2

�MZ
�m

d��T
5
0 (��) cos

2 �� sin ��

�MZ
�m

d���T
4
0 (���) cos

2 ��� sin ���

�4
�MZ
�m

d��T
5
0 (��) cos �� sin ��

�MZ
�m

d���T
4
0 (���) cos ��� sin ��� ]

ahol

T0 (R) =
Teff (R)



s
R2 + a2 � rgR

R2 + a2 + (rg=R) a2
(4.84)

ahol  = 1=
p
1� v2=c2 és

v2

c2
=

rgR
�
R2 + a2 � a

p
2rgR

�2
2
�
R2 + a

p
rgR=2

�2
(R2 + a2 � rgR)

(4.85)

A cél az F (~r) függvénynek a kiszámítása.
Megadom az ~r érétkét a forgás tengelyen továbbá a-hoz is rendelek egy 0�1 közötti értéket,

ha a = 0 értéket választok az a Schwarzschild térid�ore ad jó megoldást. Ezen felül még ��-re
is meg kell adni egy értéket, mivel a forgástengelyen a forgástengelyt�ol mérve a neutrínó csak
[0; �=2] szögek esetén vehet fel értékeket, ezért innen választva egy értéket a (4.73) egyenletet
megoldható. Az (4.73)-et átrendezve:

�� =
(~r2 + a2)

�r=~r

sin �� (4.86)

amit a (4.76) egyenletbe helyettesítve kiszámolhatom az r0 értékét. Továbbá tudom, hogy r0 >
0 és r0 2 R. Ha létezik r0, akkor a neutrínó görbéje egy olyan pályát ír le, ahol r0-ban in�exiós
pontja lesz. Ekkor (4.79) integrál jobb oldalán lév�o integrált kettészedve el�oször r0� ~r-ig, majd
r0�R-ig végezem az integrálást. Ha nincs ilyen r0, akkor az (4.79) integrál jobb oldala ~r�R-ig
halad. Majd az integrálás elvégzése után meg tudjuk határozni a részecske indulási pontját az
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akkréciós diszkr�ol. MertR jelöli azt a távolságot a fekete lyuk közepét�ol az akkréción, ahonnan
a részecske indult. Miután meghatároztam R-et, akkor meg kell nézni, hogy [Rin; Rout] közé
esik-e. Ha R kívül esik az akkréciós lemez tartományán, akkor nincs ilyen neutrínó az adott
~r-nél, aminek a beesési szöge �� . Ezt a folyamatot egy adott ~r-nél az összes �� szögre elvégezve
meg lehet határozni, hogy az Rin-hez és az Rout-hoz milyen ��-értékek tartoznak. Az Rin -hez
tartozót jelölöm �m-el és az Rout-hoz tartozót �M -el. Ezek segítségével numerikusan meg lehet
határozni az R és a �� közötti összefüggést, aminek a segítségével a (4.83) egyenletet ki lehet
integrálni és számszer�uen meghatározható a keresett F (~r) függvény értéke.
Továbbá bevezetek egy dimenzió mentes függvényt: G (~r) � F (~r) (~r2 + a2) =r2g . A di-

menzió mentes G (~r)-nek az r=rg-t�ol való függése állandó h�omérséklet�u korong esetén a (4.2)
gra�konon látható, ahol a� � a=0; 5rg [1].

ábra 4.2. A G(r) függvény az ~r=rg függvényében.[1]

A (4.2) ábra azt mutatja, hogy a részecskék a forgástengelynek melyik ~r pontjában anni-
hilálnak. A gra�kon beosztása rg egységekben van. A részecskék Rin = 3rg és Rout = 10rg

tartományból indulnak. Ha az a forgási paramétert nullának választjuk (azaz a = 0), akkor
visszakapjuk a Schwarzschild térid�ore az EDR értékét, továbbá a G (r)-függvény görbéje la-
posabb. Viszont ha a forgási paraméter értékét közelítem az 1-hez, akkor a görbe korábban
csúcsosodik, és jóval magasabbról indul, mint az a = 0 esetben. Tehát, ha a! 1-et feltételezek,
akkor a neutrínók a forgástengely alacsonyabb részén nagyobb EDR értékeket adnak és jóval
korábban érnek el egy maximális értéket, mint ha a = 0-t vennék. A gyors felfutás után lassú
lecsengésbe mennek át a görbék és látszik, hogy bizonyos távolság után mindegyik a értéknél
számolt görbe egyazon értékhez tart, azaz már a forgási paraméter sem játszik nagy szerepet az

23
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EDR értékében.
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5 ÖSSZEFOGLALÁS

5. Összefoglalás

A dolgozatomban az eikonál egyenlet alkalmazásait vizsgáltam. Ehhez el�oször bevezettem a
Hamilton-Jacobi módszert, amiben ha m = 0 és S = 	-t helyettesítek az eikonál egyen-
letet kapom vissza, amivel a nulla tömeg�u részecskék mozgását határozhatom meg. Adott
metrikáknál lehetséges alkalmazni például a fényelhajlás, vagy a részecskék annihilációjának
vizsgálata során.
Az eikonál egyenlet hasznosnak bizonyult, mivel meg tudtam határozni, hogy egy foton útja

mennyire térül el az egyenest�ol, amikor elhalad egy nagytömeg�u objektum mellett.
Egy másik esetben, amikor egy fekete lyuk akkréciós korongjából kirepül�o neutrínó vagy

antineutrínó pályáját tanulmányoztam, ameddig eléri a forgástengelyt.
Végül az EDR értékét meghatározó függvényeket (a 4.2.1 fejezetben de�niált G(r) füg-

gvényt) hasonlítottam össze. Ebb�ol azt a következtetést tudtam levonni, hogy forgó magú
rendszerben az EDR értéke jóval magasabb szintr�ol indul, és hamarabb ér el maximumot a
forgástengelyen, mint egy sztatikus rendszerbe. Viszont minden esetben látható, hogy az EDR
értéke a magtól távolabbi ~r esetén megközelít�oleg ugyanakkora értékhez tart.
A jöv�oben érdemes lenne utána számolni az EDR konkrét értékének mind Schwarzschild,

mind Kerr térid�oben. Reprodukálni a [1] cikkben megjelent ábrákat. Esetleg más megközelítés-
ben kiszámolni az EDR konkrét értékeit.

25



6 KÖSZÖNETNYILVÁNÍTÁS

6. Köszönetnyilvánítás
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